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P R A E F A T

1

0.

Mfjfflk uid fit Calculus Differeptialis , atque in genert

IVOw d,,alyfis Infinitorum ? its qui nulla adhuc tins

cognitions fmt imbuti
,
vix explicari poteft : us-

que hie ,
vti in aliis difeiplinis fieri folet, exordium trac-

tationis a definitions commode fumere licet. Non quod

hums calculi nulla plane detur definitio ; fed quoniam ad

earn intelligendam etusmodi opus eft notionibus
,
non folum

in vita communi ,
verum etiam m ipfa Analyfi finitorum

minus vfitatis ,
quae demum in Calculi Differentialis per•

traQatione euolui atque explicari folent
:

quo fit, vt eius

definitio non ante perdpi queat
,
quam eius principia tom

fatis dilucide fuerint perfpeSa. Primum igitur hie calcu-

lus circa quantitates variabiles verfatur : etfi en'tm omnis

quantitas fua natura in infinitum augeri & diminui po

•

A * teft;
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' PRAEFAT10.
teft ; tamen dum calculus ad ccrtum quoddam inflitutum

dirigitur, aliae quantitates conjlanter eandem magnitudi-

vem retmere concipiuntur
,

aliae vero per omnes gradus

auflionis ac diminution'll variari : ad quam diftinfiionem

notandam iUae quantitates conftantes, hae vero variabiles

vocari folent ; ita vt hoc difcrimen non tam in rei na-

tura
,
quam in quaejlionis

,
ad quam calculus refertur, in-

dole Jit pojhtm. Quoniam haec differentia inter quanti-

tates conjlantes& variabiles exemplo maxime illuftrabitur,

conftderemus iaflum globi ex tormento bellico vi puloeris

pyrii explofi ; ftquidem hoc exemplum ad rem diluctdandam

imprimis idoneum videtur. Plures igitur hie occurrunt

quantitates
,
quarum ratio m ifla inueftigatione eft haben-

da : primo fcilicet quantitas pulueris pyrii ; turn eleuatio

torment
i fupra horizontem ; tertio longitudo taelus fuper

piano horizontali
;

quarto tempus
,

quo globus explofus in

acre verfatur : ac nift xpe rimenta eodon tormento infti-

tuantur
, infuper eius longitudo cum pondere globi in com-

putum trahi deberet. Verum hie a varietate tormenti &
globi animum remoueamus

,
ne in quaeftioncs nimium im-

plicatas incidamus. Quodfi ergo feruata perpetuo eadem

- .
/>#/-
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PRAEFATICK v

pulueris pyrii quantitate
,
eleuatio tormenti cotitinuo immu-

tetur
,
iafltisque longitudo cum tempore tranfitvs globi per

aerem requiratur ; in hac quaeftione copia pulueris feu

vis impulfus erit quantitas conftans, eleuatio autem tor-

menti cum longitudine iatfus eiusque duratione ad quanti-

tates variabiles referri debebunt ;
Jiquidem pro omnibus

tleuationis gradibus has res definire velhnus
,

vt inde in-

notefcat ,
quantae mutationes in longitudine ac duratione

iatfus ab omnibus eleuationis variationibus oriantur. Alia

autem erit quaeflio , ft feruata eadem tormenti eleuatione
,

quantitas pulueris pyrii continuo mutetur , & mutationes

,

quae inde in iatfum redundant
,

definiri debeant : hie

enim eleuatio tormenti erit quantitas confans , contra ve-

ro quantitas pulueris pyrii, & longitudo ac duratio tac-

tus quantitates variabiles. Sic igitur patet, quomodo mu-

tate quaeftionis ftatu eadem quantitas tnodo inter conftan-

tes,
modo inter variabiles numerari queat: Jimul autem hint

intelligitur ,
ad quod in hoc negotio maxime eft attenden-

dum
,
quomodo quantitates variabiles aliae ab aliis ita

pendeant, vt mutata vna reliquae necejfario immutationes

recipiant. Priori fcilicet cafu
,

quo quantitas pulueris

A3 pyrii
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VI PRAEFATIO.
pyrii eadem manebat

,
mutata tormenti eleuatione etiam

longitudo & duratio laclus mutantur ; funtque ergo Ion

-

gitudo & duratio iadus quantitates variabiles pendentes

ab eleuatione tormenti
,
hacque mutata ftmul certas quas-

dam mutationes patientes
:

pofteriori vero cafu pendent

a quantitate pulueris pyrii
, cuius mutatio in illis certas

mutationes producere debet. Quae autem quantitates hoc

ntodo ab aliis pendent
,

vt his mutatis etiam ipfae mu-

tationes fubeant ,
eae harum fundiones appellari folent ;

quae denominatio latijjime patet , atqae omnes » modos ,

quibus vna quantitas per alias determinari poteft, in fe

compleBitur. Si igitur x denotet quantitatem variabi-

lem
,
omnes quantitates

,
quae vtcnnque ab x pendent

,
feu

per earn determinantur
, eius fundtones vocantur ; cuius

-

modi funt quadratum eius x x ,
aliaeue potentiae quae-

cunque, nec non quantitates ex his vtcunque compofitae;

quin etiam transcendentes
,

in genere quaecunque ita

ab x pendent , vt auda vel diminuta x ipfae mutationes

recipiant. Hinc iam nafcitur quaeftio
,
qua quaerttur,

ft quantitas x data quantitate fine augeatur fiue dim't-

nuatur
,

quantum inde quaeuis eius fundiones immuten-

v.
*- 'w,
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'

vn

tur y feu quantum incrementum dccrementumue accipiant.

Caftbus quidem fimplicioribus hate quaeft'to facile refolui

tur: Ji enim quantitas x augtatur quantitate to, eius

quadratum x x hinc incrementum capiet 2 x w caw;

fteque incrementum ipfius x fe habebit ad incrementum

ipjtus xx, vt to ad ixw+tuM, hoc ejly vt 1 ad 2 X-»-w;

fimilique modo in aliis cajibus ratio increment! ipjtus x ad

incrementum
,

vel decrementum
,
quod quaeais eius func•

tio inde adipifeitur
, confidtrari folet. Eft vero inuefti-

gatio rationis huiusmodi incrementorum ipfa non folum

maximi momenti ,
fed ei etiam vntuerfa Analyfis inftni-

torum innititur. Quod quo clarius appareat
, fumamus

txemplum fuperius quadrati x x
,

cuius incrementum

ixw+ ww, quod capity dum ipfa quantitas x incre-

ment0 ia augetur y vidimus ad hoc rationem tenere , vt

t x -+- to ad 1 ; vnde perfpicuum eft ,
quo minus fuma-

tur incrementum to
,

eo propius iftam rationem accedere

ad rationem 2 x ad 1 ; neque tamen ante prorfus in hanc

rationem obit, quam incrementum illud w plane euanes-

cat. Hinc intelligimusy ft quantitatis variabilis x incre-

mentum to in nihilum abeat
, turn etiam quadrati eius xx

in-
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vw PRAEFAT 10.

incrementum inde oriundum quidem euanefcere, verumta-

men ad id rationem tenere vt ax ad i ; & quod hie

de quadrato ejl didurn
,
de omnibus aliis fundtonibus ip

•

fms x ejl inteUigendum ; quippe quarum incrementa eua-

nefeentta
,
quae capiunt

,
dum ipfa quantitas x increment

turn euanefeens fumit , ad hoc ipfum certam & ajpgnabi-

lem rationem tenebunt. Atqtte hoc modo fumus dedudi

ad definitionem Calculi Differentialis
,

qui ejl methodus

determinandi rationem incrementorum cuanefccntium,

quae fun&iones quaecunque accipiunt, dum quantitaci

variabili
, cuius funt fun&iones

, incrcmentum euanes-

cens tribuitur : Itacque definitione veram indolem calculi

dijfcrentialis contitteri
,
atque adeo txliauriri

,
its

,
qui in

hoc genere non futtt hofpites
,

facile erit perfpicuttm.

Calculus igitur differentialis non tarn in his ipfis incre-

tnentis euanefeentibus
,
quippe quae funt nulla

, exquiren-

dis
, quam in eorum ratione ac proportione mutua feru*

tanda occupatur : & cum liae rationes finitis quantita-

tibus exprimantur , etiam hie calculus circa quantitates

finitas verfari ejl cenfendus. Qmrnuis enim praccepta,

vti vulgo tradi folent , ad ijla iucrementa euanefeentia

- deji-
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PRAEFATIO. ix

defintenda videantur accommadata ; nunquam tamen ex its

abfolute fpetfatis
, fed potius femper ex eorum rattone con-

cluftones deducuntur. Simili vero mode calculi mtegra-

Us ratio eft comparata
,
qui conuenientiffime ita definitury

vt dicatur effe methodus ex cognita rarione incremento-

rum euanefeenrium ip(as illas fun£Hones, quarum func

incremcnta
,

inueniendi.
j
Quo autem facilius hae ra-

tiones colligi , atque in calculo repraefentari pojftnt ,
haec

ipfa incrementa euanefeentia , etiamfi fint nulla
, tamen

certis fignis denotari folent ; quibus adhibitis nihil ob-

ftat, quo minus iis certa nomina imponantur. Vocan-

tur itaque differentialia
,
quae cum quantitate deftituan-

tur, infinite partta quoque dicuntar
;

quae igitur fita na-

tura ita fitnt interpretanda ,
vt omnitto nulla feu nihilo

aequalia reputentur. Ita fi quantitati x bicrementum

tribuatur w
,
vt abeat in x w

,
eius quadratum x x

abibit in x x -f- a x w -f- coca, ideoque incrementum

capit 2 x w w w ; quare incrementum ipfius x quod

eft w, fe habebit ad incrementum quadratic quod eft

2 xw -f- uu) , vti i ad 2 x-f- w i quae ratio obit in i

ad 2 x
,

turn demum
,
cum w euanefeit. Fiat igitur

b o
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x PRAEFAT1Q.
w~0

, eb“ ratio iflorum incrementorum euanefcentium,

qua* fola in calculo differential
i fpedatur , vtique eft vt

1 ad 2 x; neque viciffim haec ratio veritati effet con-

fentanea , nifi revera illud incrementum u> euanefceret
,

penitnsque nihilo fieret aequale. Quodft ergo hoc nihi

-

lum per w indicatum referat incrementum quantitatis x,

quia hoc fe habet ad incrementum quadrati xx vt i ad

2 x , er'tt quadrati x x incrementum rum, ideoque

etiam nihilo aequale ; vnde Jimul conftat atmihilationem

horum incrementorum non obftare
,
quominus eorum ra-

tio
,
quae eft vt i ad 2 x jit determinata. Quod nihi-

lum iam hie littera w exhibetur
, /</ /« calculo differen-

tially quia vt incrementum quantitatis x fpedatur, ftgno

d x repraefentari
,
eiusque differentiate vocari folet ; pofi-

toque dx loco w
j ipfius xx differentiate erit axdx.

Simili modo oftenditur fore cubi x 3
differentiate

-

3 x x d x
, <& in genere cuiusque dignitatis x n differen-

tiate fore
~ n xn_ 'd x. Quaecunque autem aliae fttnc-

tiones ipfius x proponantur
, in calculo differential regu-

late traduntur eorum differentialia itiueniendi : verum per-

petuo tenendum eft ,
cum haec differentialia abfolute fimt

ni-
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P R A E F A T 1 0. XI

nihtla , ex iis ttihiJ aliud concludi
, nift eorum rationes

mutuas
,

quae vtique ad quantitates finitas rtducuntur.

Cum autem hoc modo
,

qui folus eft rationi confentaneus,

principia Calculi differentialis ftabiliuntur , omnes obtrec-

tattones, quae contra hunc calculum proferri ftmt folitae

,

fponte corruuitt
;

quae tamen fttmmam vim retinerent
, ft

differentialia feu infinite parua non plane ann'thilaren-

tur. Pluribus autem
,

qui Calculi differentialis praece

-

pta tradidere
, viftim eft differentialia a nihilo abfoluto

fecernere
,

peculiaremque ordinem quantitatum infinite

paruarum
,
quae non penitus euanefcant, fed quantitatcm

quandam
,
quae quidem effet omni ajfignabili minor

, re*

tineant , conftituere : his igitur iure eft obietfum
, rigo-

rem geometricum negligi
, & conclufiones hide deduttas

,

propterea quod huiusmodi infinite parua negligerentur,

merito effe fufpeflas :
quantumuis enim exigua haec infi-

nite parua concipiantur ,
tamen non folum fingulis

,
fed

etiam pluribus atque adeo iunumerabilibus fimul rejicien

-

dis,
errorem tandem inde enormem refultare poffe. Quam

obiefiionem perperam eiusmodi exemplis, quibus per Calcu-

lum differentialem eaedcm conclufiones ac per Geometriam

B 2 ele-
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XU PRAEFAT10.

elementarem eliciuntur , infringere couantur : nam fi fa

infinite parua, quae in caltulo negliguntnr
, non funt nihil

,

inde neceffiario error
,
isque eo mator

,
quo magis ea coa-

eeruantur
,

refultare debet; hocque fi minus eueniat
, rW

potins vitio calculi
,

quo nonnunquam errores per alios

errores compenfantur
, ejfet tribuendum

,
quant ipfe cal-

culus ab erroris fufpicione liberaretur. Quodfi autem

mllo nouo errore huiusmodi compenfatio fiat ,
talibus ex-

emplis luculenter id ipjum
,
quod volo

,
euincitur

,
ea quae

fuerint negleBa
,

omtihto & abfolute pro ni/tilo ejfe ha-

benda ; tteqtte infinite parua, quae in calculo differeittiali

tra&antur
, a nthilo abfoluto difcrepare. Alinime etiam

negotium conficitur
,
quattdo a nonnuUis infinite parua ita

defcribuutur ,
vt infiar puluiscttlorum refpeBu vafii mon-

th vel etiam totius globi terreftris fpeBari debeant: etfi

ettim qui magnituditiem totius globi terreftris calculo de-

terminate fufceperit , ei error non cuius fed plurium mil-

lium puluisculorum facile condonari foieat; tamen rigor

geometricus etiam a tantillo errore abhorret , nimisque

grauis ejfet haec obieBio
, fi vllam cim retineret. De-

lude etiam difficile diBu eft, quid lucri hide fperent
,

qui

in-
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PRAEFATIO. xiu

infinite pccrua a nihilo diftmgui volunt : metuant autern,

ne
, fi plane enanefcant ,

etiam comparatio eorum , ad

quant totunt negotium perduci fientiunt > tollatur
:

quo-

ntodo enim abfolute ttihila interfe comparari queant,
nullo

modo concept pofifie profitentur. Necejfe ergo putant iis

aliquam magnitudinem relinquere, quo liabeant aliquidy in

quo comparatiouem inftituant : hanc tamen magnitudinem

tarn paruam admittere coguntur, vt quafi effet nulla ,

fipeflari ac fine errore m calculo negligi pojfit. Ne-

que tamen certam ac definitam tpfi magnitudinem
,

licet

incomprehenfibiliter paruam
, ajfignare audent ; femper

enim fi earn bis terue minorem ajjumereut
,
eodem modo

comparationes fie efifient habiturae. Ex quo perjpicuum eft

,

nihil plane ipfiam magnitudinem ad comparatiouem infti-

tuendam confierre , hancque adeo non tolli y etiamfi iUa

magnitude) penttus euaneficat. Ex dibits autem fiupra

manifieftum eft r earn comparationem
,
quae in calculo difi-

fierentiali fpeflatttr T ne locum quidem habere
, mfi iUa

incrementa prorfius euaneficant : incrementum enim quan-

titatis x, quod in genere indieauimus per o, ad incre-

mentum quadrati xx, quod eft axw+ ww, rationem

1 3 Ad-
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XIV- PRAEFATIO.
habet vt t ad sx+u; quae femper differt a ratiout

i ad 2 x , nifi Jit ou— o ; at Ji Jlatuamus ejfe «ro ,

turn demum vere affirmare poffumus ,
hanc ratiouem fie-

ri exafle vt i ad i x. Interim tamen perjpicitur
,
quo

minus illud incrementum <u accipiatur
, » propius ad

hatjc ratiouem accedi ; vnde non folum licet, fed etiam

naturae rei conuenit
,

incrementa primum vt finite

confiderare ,
atque etiam in figuris, Ji quibus opus ejl ad

rem iBuJlrandam
,
finite repraefentare ; deirnle vero haec

incrementa cogitatione continuo minora fieri concipiantur,

Jicque eorum ratio continuo magis ad certum quondam

limitem appropinquate reperietur
,

quern autem turn de-

mum attingant , cum plane in nih'tlum abierint. Hie au-

tem limes
,

qui quaji ratiouem vltimam incrementorum

illorum conftituit ,
verum eft obje&um Calculi differentia-

Us ; cuius igitur prima fundamenta is ieciffe exiftiman-

dus eft ,
cut primum in mentem venit ,

has rattones vlti-

mas
,
ad quas quantitatum variabiltum incrementa

, dum

continuo magis diminuuntur, appropinquant
, & cum eua-

nefeunt, turn demum attingunt
,
contemplari. Huius autem

Jpeculationij veftigia deprehendimus apud antiquifjbnos Auc-

«.
•< to-
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tores y quibus idcirco idea quaedam leuisque cognitio Ana-

lyjis infinitorum abiudicari nequit. Paullatim deinde haec

fcientia matora accepit incrementa
,

ntqtte fubito ad id

faftigium ,
in quo nunc cernitur, eft eueBa ; etiamfi qui-

dem in ea. multo plura adhuc fint occulta
,
quam in lu-

cem protraila. Cum enim Calculus dijfereutialis adorn-

nis generis funBiones , vtcunque fint compofitae ,
extetl

•

datur, non reptnte methodus inuotuit, omnium plane func-

tionum incrementa euanefcentia inter fe comparandi; fed

fenfim haec inuentio ad funBiones continuo magis com

-

plicatas proceffit. Quod fcilicet ad funBiones rationa-

les attinet, ratio vltima
,
quam earum incrementa eua-

nefcentia interft tenent
,
multo ante neutoni ac leib-

nizii tempora affignari potuit ; ita vt Calculus differen-

tialis
,
quatenus ad folas funBiones rationales qpplicatur,

diu ante haec tempora inuentus fit cenfendus. Turn ve-

ro nullum eft dubium, quin neutono earn Calculi diffe-

renttalis partem
,
quae circa funBiones irrationales ver-

fatur, acceptam referre debeamtts; ad quam infigtn fuo

Theoremate de euolutione generali poteftatum binomii fe-

iiciter eft deduBus
,

quo eximio inuento limites calculi

dif-
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XVI PRAEFATIO.
different}alis iam m'trifice erant amplificat'u LElBNIzfo

autem non minus furnis obftriQ't
,
quod hunc calculum, an

•

tehac tanturn velut fingulare artificinm fpeftatum ,
in fior-

mam dificiplinae redegerit , eiusque praecepta tanquam in

fyftema collegerit , ac dilucide explicauerit. Hinc enim

maxima fubfidia fuggerebantur ,
ad hunc calculum vlte-

rius excolendum
,

ea, quae adhuc dejiderabantur
,
ex

xertis principiis elicienda. Max igitur ftudio cum Jpfius

LEIBN1Z11, turn bernouilliorum ad hoc ab eo inci-

tatorum
, fines Calculi differentialis etiam ad fiunfliones

transcendentes, quae pars adhuc finerat incuha, fiunt pro-

mote , turn vero etiam folidiffma fundamenta Calculi in-

tegrals conftitata ; quibus infiftentes ,
qui deinceps in hoc

genere elaborarunt ,
continuo maiora incrementa addide-

runt. neutonus vero etiam amplifftma dederat fipeci-

mina Calculi integrals, cuius prima inuentio, cum a pri-

ma originc calculi differentials vix fieparari queat , non

ita abfiolute conftitui poteft ; & quoniam maxima eius

pars adhuc excolenda reftat ,
hie calculus ne nunc qui

-

dem pro abfiolute inuento haberi poteft ; fed potius quan-

tum cuique pro viribus ad eius perfielltoncm confierre

' con-
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PRAEFATIOr xvn

contigerit
,

id grata mente agnofcere debemus. Atque

hate de gloria inuentionis hums calculi tenenda effe iu-

dico , de qua quidem antehac tantopere eft difeeptatum.

j
Quod autem ad varia nomina

,
quae ifti calculo a diner-

farutn natiomm Mathematicis imponi filent >
attmet

,
ea

omnia hue redeunt
,
vt cum data hie definitione egregie

confentiant
: fine enim incrementa ilia euanefeentia

,
quo-

rum ratio conftderatur ,
differentials vocentur

, five flu-

xiones
, ea femper nihilo aequalia funt intelUgenda ; in

quo vera notio infinite paruorum conftitui debet. Hinc

vero etiam omnia
,
quae de differctitialibus fecundi & al-

tiorum ordinum curiofi magis quam vtiliter futit dijpu-

tata, reddentur planijfima, cum omnia per fe aeque eua

•

nefcant ,
neque ea vnquam per fe , fed potius eorum re-

latio mutua fpeftari fileat. Cum enim ratio
,
quam duo-

rum funflionum incrementa euanefeentia tenent
, iterum

per funttionem quondam exprimatur
, fi & hums func-

tionis incrementum euanefeens cum aliis conferatur, res ad

differentials fecunda referri eft cenfinda ; ficque porro

progreffio ad differentials altiorum graduum intel/igi de-

bet
, ita vt femper quantitates finitae reuera ammo ob-

c ver-
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xvm PRAEFATIQ,
cerfentur ,

fignaque differentialium tantum ad eas commo-

de repraefendandas adhibeantur. Primo quidem intuitu,

ifta Analyfis infinitorum defcriptio plerisque leuis ac tri-

mis fterilis videatur, etfi [peeks ilia arcana infinite par-

corum re baud plus politeeatur: - verum ft rationes, quae

inter incrementa euanefeentia funftionum quarumuis in-

tercedunt
,
probe cognofcamus

,
hate cognitio fiaepenumero

per fe maximi eft momenti; turn vero in plerisque usque

maximi arduis inueftigationibus ita eft necejfaria, vt fine

eius adminicuk nihil plane intelrigi pojfit. Veluti fi quae-

ftio fit de motu globi ex tormento explofi
,
fimulque ratio

refiftentiae aeris haberi debeat
,
quomodo motus per Jpa-

tium finitum fit futurns y
nullo modo ftatrin definire licet r

dum tarn direftio femitae ,
in qua globus incedit

,
quam

ipfius celeritas, a qua refiftetitia pendet, quouis moment

o

immutatur. Quo minus autem fpatiimty per quod motus

fiat , confideremus ,
eo minor erit ilia variabilitas

,
eoque

facilius ad cognitionem veri pertingere licebit; quodfi au-

tem iUud [patturn plane euanefeens reddamusy quia iam

ownis inaequalitas tarn in direftione ciae quam in cele-

ritate tollitur
, ejfeftum refiftetttiae per regulas motus ac-

cu-
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P R A E F A T 1 0. xnc

curate definite,
motusque mutationem putido temporis pro

-

dudam ajfignare licebit. Cognitis autem his mutationibus

momentaneis
, feu potius cum ipfae fint nuliae

,
earurn re-

latione mutua
,

plurimum fumus lucrati ; atque cal-

culi integralis opus eft, exinde motum per fpatium finir

turn variatum concludere. Minime autem neceffe ejfe ar-

bitror vfum Calculi diprentialis atque Analyfeos infini

-

torum in genere pluribus oftendere ; cum nunc qu'ukm fa-

ds fit exploratum
, fi vel leuijjimam inueftigationem , in

quam motus corporum tarn folidorum quam fluidorum in-

grediatur
, occuratius inftituere velimus

,
id non folum non

fine Analyfi infinitorum praeftari pop, fid hanc ipfiam

fiientiam faepe noudum fatis excultam ep, vt rem peni-

tus explicate valeamus. Per omnes fiilicet Mathefeos par-

tes vjus htlius Analyfeos fublimioris vsque adeo diffimditur,

vt omnia
,
quae fine eius interuentu adhue expedite licuit

,

pro nihilo propemodum fint habotda.
%

Conftitui igitur in hoc libro vniuerfum Calculum diffe-

rentialem ex veris principiis deriuare
,

atque ita copiofi

pertradare, vt nihil praetermitterem eorum, quae qui-

dem adhuc eo pertinentia funt inuenta. In duas opus

c 2 di-
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XX PRAEFATIO,
diui/i partes, in quorum priori tadis calculi differentia

-

Its fundamentis methodum expofui omnis generis fundto-

nes differentiandi , neque tantum differentialia primi or-

dints, fed etiam fuperiorum ordinum inueniettdi
; fine func-

tions vnicam variabilem fue duas pluresue inuoluattt. In

altera autem parte amplijfimum huius calculi vfurn in ip-

fa Analyfi finitorttm ac dodrirn ferierum expofui ; vbi

etiam imprimis Theoriam maximorum ac mimmorum di-

lucide explicaui. De vfu autem huius calculi in Geome-

tria linearum curuarum nihil adhuc affero
,
quod eo mi-

nus defiderabitur, cum in altis operibus haec pars ita co-

piofe fit pertradata, vt adeo prima calculi differentialis

principia quafi ex Geometria fint petita, ad hancque fci

-

tnttam
,
cum vix fatis effettt euoluta, fumma cura appli-

cata. Hie autem omttia ita intra Analyfeos purae limi-

tes contitientur,
vt ne vlla quidem figura opus fuerit ,

ad

amnia huius calculi praecepta explicanda.

IN-
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CAPUT I.

DE DIFFERENTJIS FINITIS.

’x iis, quae in Libro fuperiori de

quandtadbus variabilibus atque f'unc-

donibus fant cxpofita, pcrfpicuum eft,

prout quanritas variabilis aftu varia-

tur, ita oinnes eius fuo&iones varia-

tionem pati. Sic, ft quantitas variabilis x capiat incre-

mentum w, ita vt pro a fcribatur omnes func-

tioncs ipfius * ,
cuiusmodi funt xx\ x 3 •

XX

aiios inducnt valorcs: fcilicet xx abibit in xx-b2*v-t-uu
;

A 2 * 3
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4 C A P U T I.

x 1 abibit in x »

cransmutabicur in

$XXU JA'ClJW -f-

<i-+-x-f-«

tfx-f-xx-f-ixw -+- «(*>

& a-f-x

aa-\-xx

. Huiusmodi ergo

alteratio femper orietur
,

nifi fhn&io fpeciem tantnm

quantitacis variabilis menriatur, reuera autem fit quanti-

tas conftans, veluti x° : quo cafu talis fun&io inuariata

manet, vtcunque quantitas x inunucetur.

2. Quae cym fint fatis expofita
,

propius acceda-

mus ad eas fun&ionum affe&ioncs, quibus vniuerfa ana-

lyfis infinitorum innirirur. Sic igitur y funftio quaecun-

que quantkaris variabilis x : pro qua fucceffiue valores

in arichmetica progreffionc precedences fubftituantur, fei-

licec : X
\
X « ;

X -}- 2bi; r 3 a>

;

x -f- 4 w ;
&C. ac

denocec jm valorem quern funttio y induic, fi in ca

loco x fubfticuatur x-f-w
;

fimili modo lit ya is ipfius y
valor, fi loco x feribatur a+2w; parique ratione de-

nocenc yai
; yn \

y*
j
&c. valores ipfius y, qui emergunc

dum loco x ponuncur x -4-3 w
;
X-+-4W; x-f~5«; &c.

ica vt ifti diuerfi valores ipfarum x & y fequenci modo
fibi refpondeanc

:

x
j
x-f-u>

j
x-f-aw j

X-+-3W
;
x-f~4u»

j
X-4-5W

j
&c.

y\ y l
; y a

; y
m

;
y”

;
y' ; &c.

3. Quemadmodum feries arichmedca x; x-f-w;

x—f-2w \
Sec. in infinitum continuari poteft, ita feries

ex fun&ione y orta y, y'\ y*i &c. quoque in infinitum

progrediecur, ciusquc natura pendebic ab indole func-

tio-

Digitized by Google



C A P V T l J

tionis y. Sic
,

fi faerie y— *\ vel y—ax-)-b ;
fe-

ries y : y ; j>
u

•, &c. quoque erit arithmetica : fi fuerit

——-— ieries prodibit harmonica : finl autem fit

y—o*, habebitur feries geometrica. ' Nequc vHa exco-

gitari poteft feries, quae non hoc modo ex certa func-

tione ipfius y oriri queat; vocari autem folet huiusmodi

fun&io ipfius x

,

ratione feriei, quae ex ilia oritur, eius

terminus generalis
;

quarc, cum omnis feries cer-

ta lege formata habeat terminum gencralem ,
ea vicis-

fim ex certa ipfius x funftione oritur, vti in do&riua

de feriebus fufius Ixplicari folet.

4. Hie autem potifilmum ad diftcrentias
,
quibus

termini feriei y , y l
, y u y ia

,
&c. inter fe diferepanr,

attendimus
;

quas vt ad difierentialium naturam accom-

modemus, fequentibus fignis indicemus , vt fit

y l—y—b.y> y n—y*~ Aj*; jy*“—y u— ^y tt
j
&c.

Exprimet ergo Ay incrementum, quod fun£Ho y capir,

fi in ea loco .r ponatur x-+- w ,
denotantc o> numerum

quemeunque pro Iubitu aflumtum. In do&rina quidem

ferierum fumi folet w—
1 j verum hie ad nofhrum infti-

tutum expedit, valore generali vti„ qui pro arbitrio au*

geri diminuiue queat. Vocari quoque lblet hoc incre-

mentum Ajy fun&ionis y eius differentia, qua fe-

quens valor y 1 primum y fuperat , atque perpetuo tan-

quam incrementum confideratur; etiamfi faepius re vera

decrementum exhibeat, id quod ex eius valore negatiuo

agnofcicur.

A 3 j. Quo-
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6 CAPUT l

r. Quoniam>n oritur ex y, fi loco x fcribator x-+-2w;
immfeftum eft eandexn quanritatem efle orituraxn, fi pri-

inum pro a- ponatur x-f-w, tumque denuo x-f-u> loco
x ftatuarur. Hinc jy« orietur ex jy< ,

fi in hoc loco x
icribatur x-f-w; eritquc ideo Ajy» incrementum ipfius y‘

quod capit pofito x— w loco x
j
deque vocatur fi-

mili modo Differentia ipfius^ 1
. Pari ratione porro erit

Ayu differentia ipfius y«, feu eius incrementum, quod ac-

cipit, fi loco x ponatur x-f-w
;
atque aym erit differen-

tia, feu incrementum ipfius & ita porro. Hoc patto
ex ferie valorum ipfius^, qui font yxy 1

; y u
; ym ;

&c.
obrinebitur feries differentiarum Ay ; A y l

\
A &c.

quae inueniuntur, fi quiiibet terminus illius feriei a fe-

quente fubtrahatur.

6. Inuenta ferie differentiarum, fi ex ea denuo
differentiae capianmr, quamlibet a fequente fobtrahen-

do, orientur differentiae differentiarum
,

quae vocantur

Differentiae fecundae ,• hoeque modo per chara&eres con-

venientiffime repraefontantur, vt fignificet

:

A Ay ~ Ay l — Ajr

AAy 1 nr Ay a — Ay l

AAji“~ A_y a« Ay H

AAjym in Ajy ,v — Aym

&c.

Vocatur itaque A A y differentia fecunda ipfius y ; AAy
differentia fecunda ipfius y 1

, & ita porro. Simili autem
modo ex difTcrcntiis fccundis, fi denuo earum differen-

tiae

Digitized by Google



CAP U T 7

tiae capiantur, prodibunt difFerendae tertiae hoc modo
fcribendae A?_>

$
A 3>' ;

&c. hincque^porro difFerendae

quartae A 4
jy; A 4

jy
1
'j &c. deque vltra quousgue Hbuerit.

*
*tii:

1 * ’7* !
‘ *’" '

j. Repraefentefnus flngulas has diflerentiarum fe-

ries ita in fchemate
,
quo earuin nexus facilius in oculos

incidat

;

. t-a-v. : ... .i-

PROGR ESS 10 ARITHMETIC A. !

Jf+ii; x-f 40*; &c.

VALORES FUNCTIONIS.

t y n
j ym ;

y» ; ; &c.

DIFFERENTIAE FRIMAE.

Ly ; A.?* ; Ay* j Ay™
j Ajy«* ; &c.

DIFFERENTIAE SECUNDAE.

AAyjAAjy*
; AAy» ; AA>ni .

DIFFERENTIAE TERTIAE.
• A 3

j> ; A 3jf*
; A 3^« ; &c.

DIFFERENTIAE qjUARTAB.
A*y ; A 4jyi

; &c.

DIFFERENTIAE qjUINTAE.

A 3
y ; &c.

&c.

quarum quaelibet ex praecedente oritur, quosque ter-

minos a fequenribus fuberahendo. Quacunque ergo
fun£Hone ipfius x loco y fubfhtuta

,
quonkm valores

y

1
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y , y
n

, ?m ,
See. per nocas compofitioncs facile formaii-

tur, ex iis line labore lingulae dili’eraidarutn feries in*

venientur. / - v *'
• <

8. Ponamus efle yzzx ; eritque y'—x*— r-f-w ;

yu rrjr ,, ~jr-f- 2 fc> : & ita porro. Vnde differentiis fu-

hiendis erit £tx~ cu; Ajt'zim; &c. ideoque

omnes differentiae primae ipfius x erunt conftantcs
,
ac

proinde differentiae fecundae omnes euanefcent
;

pari- .

terque differentiae tertiae, & fequcntiuin ordinum om-

nes. Cum igitur fit A*—w

,

ob analogiam loco littcrae

u) ifte charafter Ax commode adhibebitur. Quantitatis

ergo variabilis r, cuius valores fucceffiui x, x\ x", x*u, 8cc.

arithmcticam progreffioncm conftiraere aflumunrur, dif-

ferentiae Ax
y
Ax », Ax», See. esunt conftantes xitque

inter fe aequales
;
ac proptcrea erit AAx~o, A 3x— o,

A4*— o, ficque porro.

9 . Pro valoribus ipfius x
,

quiipli fucccffiue tribu-

untur, progreffionefn arithmcticam hie aflumfimus, ita

vt horum valorum ‘differentiae primae lint conftantes,

fecundae ac reliquae omnes euanefcant. Quod etff ab

arbitrio noftro pendet, cum aiiam quameunque progres-

fionem aeque adhibere potuiflemus; tamen progreffio

arithmetica prae reliquis omnibus commodiffime vfui*pari

folet, cum quod fit fimpliciffima atque intelleftu facillima,

turn vero maxime, quod ad omnes omnino valores, quos

quidem x induere poteft, pateat. Tribuendo enim ipfi

u valores tarn negatiuos quam affirmariuos
,

in hac fe-

rie valorum ipfius x omnes omaino conejnentur quan-

tita-
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titates reales
,
quae in locum ipfius x fubfHrui poffunt : con-

tra autem fi feriem geometricam elegifferaus , ad valores

negatiuos nullus aditus patuiffet. Hanc ob cauiam va-.

riabilitas fun&ionum y ex valoribus ipfius x progreffionem

arithmeticam conftituentibus aprifiime diiudicatur.

to. Vci eft Ay — y l — y

,

ita differentiae vlterio-

res quoque ex tenninis pritnac feriei y, y\ j", ym ,
See.

definiri poffunt.

Cum enim fit Ay 1 zzy u —y l

erit

AAy— y n -iy l -3ry
Sc

AAy*— y m — sy” —f— jv
1

ideoque

A 3y~AAy' — AAy— jy"* — $y" 3>' — y
fimili modo erit

A+y —y ,v — 4jm -4- 6y u — 4y' -(- y
&

A s
y —y r —

5
,

J'
,V -+- ioy™

—

ioy n -4- $y l —

y

,

quarum formularum coefficientes numerici eandem legem

tenent, quae in poteflratibus Binomii obferuatur. Quem-

admodum ergo differentia prima ex duobus terminis

(feriei y ;
j‘

; y n
] y m ]

Sec. determinatur, ita differen-

tia lecunda determinatur ex tribus, tertia ex quatuor, &
ita de ceteris. Cognitis autem differentiis cuiusque or-

dinis ipfius y ,
fimili modo differentiae oimiium ordinum

ipfius y l

i y "
)
See. definientur.
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ix. Propofita ergo quacunque Fun&ione y fingulae

eius differentiae
,
tam prima quam fequentes, quae qui-

dem difTerentiae «
,
qua valores ipfius x progrediuntur,

refpondent, poterunc inueniri. Neque vero ad hoc opus
cft,vt feries valorum ipfius y vlterius continuetur: qtiem-
admodum enim differentia prima Ay reperitur, ti in y
loco xfcribatur x-+-w, atque a valore orto ipfa func-

tio y fubtrahatur
;

ita differentia fecunda A Ay obtinebi-

tur fi in differentia prima Ay loco x ponatur x-f-w
,
vt

oriatur Ay 1
,
atque Ay a Ay' fubtrahatur. Simili modo

Ci differentiae fecundae AAj capiatur Differentia, earn

fubtrahendo a valore
,
quern induit

,
fi loco x ponatur

X+ W, proueniet differentia tertia A 3
y

;

hineque porro
eodem modo differentia quarta A *y

,
&c. Dumtnodo

ergo quis nouerit differentiam primam cuiusque fun&io-
nis inueftigare, ffmul potent differentiam fecundam, ter-

tiam, omnesque fequentes inuenire : propterea quod dif-

ferentia fecunda ipfius y nil aliud eft, nifi differentia prima
ipfius Ay

;
& differentia tertia ipfius y nil aliud

, nifi dif-

ferentia prima ipfius AAy
;
ficque porro de reliquis.

12 . Si fun&io y fuerir ex duabus pluribusue par-

ous compofita, vt fit y ~p -+- q -+- r -4- &c.
;
turn

,
quia

eft y l ~p l
q' -f- r' -f- &c. ,

erit differentia Ay —
Ap -f- Aq-\- Ar &c.

,
fimilique modo porro AAy

~~

AAp -f~ AA^ -|- AAr -f- &c. , vnde inuentio differen-

tiarum, fi funftio propofita ex partibus fuerit compofita,

non parum facilior redditur. Quod fi vero funftio y
fuerit produQum ex duabus fun&ionibus p & q ,

nempe
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y~pq, quia erit y'—p'q *
, & p' —p-+- Ap atque

q
l ~q-\-Aq t fict p'q'ZZpq-\- pAq q Ap-+-t3p(3q %

hincque A_y
— pb.q-{- q&p-\-£spCsq. Vnde, fi fit p quan-

titas coaftans ~n
t
ob A«— o; erit funftionis q ,

dif-

ferentia prima Ajy —nbq, fimiliquc modo differentia fe-

cunda AAy— «AAy, tertia A*q— aA 3
q y & ita porro.

1 3. Quoniam omnis funflio rationalis integra eft ag-

gregatum ex aliquot poteftatibus ipfiusx; omnes differentias

funtlionum rationalium integrarum inuenire poterimus,
fi differentias poteftatum tantum exhiberc nouerimus.

Hancobrem fingularum poteftatum quantitatis variabilis x
differentias inueftigemus in fequentibus exemplis.

Cum autem fit x° — 1, erit Ax°— o
;

propterea

quod x° non variatur, etiamfi x abeat in x -4- «.

Turn vero vidimus effe Ax—w ;
& AAx— o, fimul-

que differentiae fequendum ordinuin euanefcunt. Quae
cum fint manifefta a Poteftate fccunda incipiamus

:

EXE M P L U M I.

Inuenire differentias omnium ordinum poteftatis x*.

Cum hie fit yzzzx*, erit y— (x-f-w)*-; ideoque
A_y~ 2 w.v-f- ww ‘ quae eft differentia prima. lam ob w
quantitatem conftantem

,
erit AA_y— awou, & A 3y— o ;

A+y— o
; &c.

EXEMPLUM II.

Inuenire differentias omnium ordinum poteftatis x 5
.

Ponatur y~ x 3
; &, cum fit y l ~ (x-f-w) J

,

B a erir

Digitized by Google



X» C 4 P U T l

erit

A_y“ 3 wxjr-j— 3 f-

w

}

quae eft differentia prima. Deinde ob.

A. XV“ 2 W.V —f- WO)

erit

A. 3 «.r x ~ 6u)tj0X-f- 3 to
5

&
A. 3 «*ai

~
3 w

3

;
& A, « 3”o:

quibus collcftis eric

AAjy— <jw l .t*-j-6w 3
: atque A 3_y~(Jw 3

:

Differentiae vero fequentcs euanefcent.

EXEMPLUM III.

Inuemre differentias omnium ord'mum poteftatis x4
.

Pofitoj>~x4
;

ob y l ~(x w) 4

eric

Ay ZZ 4UX 3
-f- 6w 1x‘l —j— 4 « 3v -f- to

4
;

quae eft differentia prima. Turn ex praecedencibus eft

:

A. 4 <i)x 3 “
1

2

w*.r* -+- x 2 u) 3x—[-4W 4

A. 6w*a*— . . » I 2 « 3x-f- 6 tt 4

A
. 4<jj

3 x ~ *4*" 4w4

A. w 4 ~ o

His colligendis erit differentia fecunda :

bby— iaw 1 ** 2 4u 3x 14W 4
:

Quia deinde porro eft

:

A. i 2 w 3 .r*rr 24W 3 4r-f-i2iu 4

A. 24 W 3 *’ ” . . . 24

w

4

. A. 14W 4 “
. . . .0

pro-
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prodibit differentia tertia;

L*y — 34w ,x*+* 36W4

atque tandem differentia quarta n

—
24 W 4

quae cum (it conftans, differentiae fequcrttiurji ordimun

cuanefcent.
-
.• -}-<,.••

;

E X E M, P l U M •' It. '*
. „

lituemre dijfereiitias cuiusais ord'mis poteflafis x".

Ponatur y 2= x» \ , & ,
cam fit y 1 ~ (* -+- w)"

;

y a j in — (•*'-+- 3*0" ; &c. Poteftatcs

cuolucae dabunc:

y — x*
n . »(«-0 . .

”(ti- 1) (a-a)
-y* — x»-A - - — -
J

i x. 2 r.- 2. 3

C0
3 X”~1 -f- &C.

, » . ,
»(«— 1 ) «(«—j)(»— 2)yf>— je»-j 2c*>.v"-H—-—— —

1 B 1*2 1 * 2*3
go) 3 **-)

n
.

a(«-x) , ,
n(a-i) (n-a)

<u«— y »—i 3Wjt*-i ‘4 5W J,r»-2_J > i
J I X. 2 I. 2. 3

27W 3 4T»-J-{-&C.

y" H 4«ur»-M— — L±-^-L
7

1 j. 2 1. 2. 3

tf4W , ar"-f-l- &c.

B 3 Hinc,
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Hinc
, differentiis fumendis, prodibit : ,

A , = l Ux-< -t- -i- ?fr-P (—

P

1 1 . * ' 1 . 2. 3

w 3jr"-»-f-&0 .

V =
1 I. 2 1 . 2 . J

7w Jx"-J-+-&c.

Ay » z= - Wr-« -f-^0 , oo^.-. -4- *(”-0 C»-a)
i i. a i. a. 3

i 9 W 3x"-}-f-&C.

&,»= -+- »c»-P (—

p

» i. a ' i. a. 3

37 w 3 .r "-J —f- &C.

fumantur denuo differentiae, atque obtinebitur:

A&y ~ —f—
(’—— »-?—)— •

I • 2* 3

»(-P(»-»)(»tP +&c.

I. 2. 3. 4

— i2w 3
.t

J,
-*--f-

I • 2* 3

—— L- ——— JCW«Jt»-4 -4-&C.
I. a. 3- 4

AAy* IZ ig^n-j.^
!• a. 3 • •. i

”(»-0 (”“*) («~3)

I. 2. 3. 4
I IOOJ^*-4 -f. Sec.

Ex
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Ex his per fubtra£Honem vlterius eruitur :

A 3y
^

3 4—j—

A 3
X*~2)“J ”1“ — 5om4a*+4-' A

1 ' I. 2. 3. 4.
1

-
- &C,

atquc porro : ,

A 4
_y
— »(»— l) (*— 2 ) (o—3)»4 jr*-4-f-

-
.

;i ’*‘ ' ; &c.

14. Quo lex,, lecunduin quam irtae differentiae

potcfbtis .v- progrediuncur, facilius perfpidator. . Pona-

mus prime breuitatis ergo :

a=-£
1

B — ”Q- i)

1. 2.

C — ”Q~~ X) O- 2 )

I. 2 . 3 .

D — ”C”-Q O-a)
*. 2. 3. 4

E 3= ”C«"Q (»-2) (a- 3) (a-

3

)

*• 2. 3. 4. j

&C. , f • - 4

« •-» Dc*
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Deinde fequens formetur Tabula, quae pro fingulis dif-

ferentiis infcruiet

;

• • } •
1

,
* *

y j; o; o; o; o; r o ; o ; o ;
o

; &c.

by o; t; i; i; i; i ;
i ; i ; i

; &c.

b*y o; o; 2; 6-, 141 30; 62
;

126 ; 2*4 ; &C.

b*y o; o; o; 6; 36; 1 Jo; 540 ;
1806 ; 5796 » &c;

A 4
y o; o; o; 0524; 24°; iJ^o; 84°° 5 4°824 >

A J
j o; o; o; o; o; 120; 1800; 16800; *26000; &C.

A s
y o ; a p ; o.; 9 o j 720 ; iji2pi 151520; &c.

A 7

y o; o; o; o; o; o ; o ; 5040 ; 141120; &c.

in qua Tabula numcrus cuiusuis feriei inuenitur, ft

eiusdem feriei praecedens ad numerum fupra poficum ad-

datur, atque fumma. per indiccm ehara&eri A infixum

multiplicetur. Sic, in ferie differentiae b sy refponden-

te, terminus 16800 inuenitur, li praecedens 1800 ad

fupra feriptum 1560 addatur, atque Summa 33 *5° Per S

multiplicetur.

15. Tabula ergo hac conftituta ,
lingulae differen-

tiae Poteftatis 2* zz. y lequenti modo fe habebunt r

by “ A 00 .r*~i Bw’.v"-1 -4-Cu, 3 v"-l -f~ Dc*.4 .v*>-4 -\—

&c.

A* y rz 2 Bu.***-*-4- 6Cw 32«-J-hi4D«l*"-4-|-
&c.‘ y > *

y ZZ 6Cw 5 X*~1-f- 36Dtn ,X*-4-^-I 5oE«»tj2.'*-t-+-

; &c. ~ •*

\* y — 24D«4x»-4-J-24oE«,
*2r"-t-}-x j 6oFw ,r

2^-6-4-

%. &c. Ge-
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7

Generatim autem poteftatis x* differentia ordinis *», feu

&my, fequenti modo exprimetur.

• Sit

j
2) .... (n~m~f- 1 )_

3 • • • •

*

K =
1. 2.

» — m
m

m

I;

L = 1 K

;

m 1 ~

Ajr n — m — i _M ~
; L;m —f— 3

&C.
Deinde vero fit:

I 1.2 I. ' 3 . 3

(w— 2)" -f- &C_

c—(w+iy>+'- -«•+» 4- —— ——-i

—

' 1 y
I ‘ 1. 2 I. 2. 3

(«r— 2)“-4 * -4- &C.

, . x_._ » —J_. ,
m(«-iX»-2)y— - w+ + 77^

—

(m -* 2)*+J -{- &c,

quibus valoribus inuentis erit

Hmy—a.h.mx»-’» -4-€Kw»>4-i -+- yL»»+***-«•-* &c.

cuiqs expreflionis ratio ex modo
,
quo fingulae differen*

*

tiae ex valoribus &c. eliciuntur, fponte

fequitur.

G 1 6. Ex



CAPUT lM
1 6. Ex his perfpicuum eft, fi exponens n fuerii

numerus integer affirmaduus, tandem ad differendas

perueniri conftantcs, hisque vltcriores omnes efle m o.

Sic erit

A. X ~
fa)

A a
; jr2 — 2 w*

A 3
. x3 — 6 fa,

3
, |

A 4
. x4 —24c*.4 ' & tandem

A”. „r» — 1. 2. 3. . . . ». fa"
‘

Omnis ergo funftio rationalis integra tandem ad diffe-

rentias conftantes deducetur. Scilicet, fun£Ho ipfius jc

primi gradus
,
a x -4- b differendam primam iain habet

conftantem~ a u. Funttio fccundi gradus axx lx c

differendam fecundam habebit conftantem ~ 2 a ou w.

fun&ionis autem tertii gradus differentia tertia erit con-

ftans
;
quarti quarta

,
8c ita porro.

17. Modus autem, quo inuenimus differendas po-

teftads x”, quoque larius patet, atque ad eas poteftarcs,

quarum exponens n eft numerus negatiuus, vel fraftus,

vel adeo irrarionaJis, extenditur. Quod quo clarius ap-

pareat, differendas tantum primas praecipuarum huius-

modi poteftatum exhibebimus, quoniam Ie^ differen-

riarum fecundarum ac fequenuum non tam facile cer-

nitur: erit ergo,

A. x "
fai

A. x2 ” 2 fa) x -4- to'

A. x3 ~
3 w 2* —F- 3 fa>* x —F- t»)

J

A. ar4 ~ 4fa) ar 3 -F- 6 aa2 x 2 -^- 4ca 2 8tC.

Si-

Digitized by Google



CAPUT /.

Simili modo vero erit

A. i ZZ
CO to*

,

1 - - H-
AT*

&c.
* t

"
*

1

A. r-»— 2 CO

T3
" , 3^ _^ A“*

4« J
.

Xs
,

&c.

A,
“ 3 60

. _ I Oto 3

jr*

-
*«

&C. - . » ,

A. x~4 — 4U
X s

IOW*
“1“ “

20a 3

X 7

&c.

Et inde pro reliquis. Pariter erit

A. xT —

(0 — -t-
(1)3

2*1 8,* l6x* • «
* i

&c.
. -KJ.l

to — -4- 5 to 3

2
”

*»* 8i^ J 1

&c.
yto 3

* ¥ w
6.*-t = J-4--7— ,

2xr 8-r
T

x 6x*

&C. :

» r CO 2C0* X4U) S

A.^r H —
3J.'

f 8l**

&C.

,1

C 2 18. Ap-
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20 CAPUT l

1 8. Apparet icaque has differentias* fi exponens ip-

fius x non fuerit numerus integer affirmatiuus
, in infini-

tum progredt, ‘feu eX termiftorum ilumero infinito con-
ftare. Interim tamen eaedem differentiae quoque per
expreflionem finitam exhiberi poiTunt. Cum enim

,
po-

fito y— fit y* — -L. erit A. x- 1—A.—

—

ir+te ~"~x *
vn(^e ’

^ fra&io in fericm conuenatur,

prodit expreffio fuperior. Simili modo erit
r t r . - _ .

A. zr A.— rr -—

~

(a-+w) a

i

xx

atque pro irrationalibus erit
^t“ f

>
*.'** '

'U<

A.Vx—V(x+ w)-Vx, & A. =—1— I_
;Kr VO+w) Vx »

quae formulae fi more folito in feries explicentur
, (upe-

riores expreffiones praebent.

15. Hoc vero modo quoque differentiae fun&io-

num
,

fiue fraftarum fiuc irrationalium
,
inueniri poflunt:

fic, fi quaeratur differentia prima fra&ionis. —?— pona-
-{- XX *

; &, quia eft y
1 ~ — ^

* 7 1 J
aa-\- xx 2ux +

w

2
tur y

—
aa xx

erit Ay
— A. —

l
— = —; —

;^ aa -f xx /m-{-xx-f-2uxx-\- woo
t

quae expreflio quoque in feriem infinitam conuerti poteft.

aa
-f-
xx ’

)oteft.

Pona-
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Ponatur +
exit

, o:__Qi
, &c

p + P pa ^ P3 P4 T «*"

21

pa p 3

8c

Aji— — + ^ — + &C“J— pa i p 3 p4 '
<x'~

Reftituris ergo loco P & Q^valoribus erit

:

by zz A.
aa \ xx

2U)x+uu) 4 <moxx + 4 ou 3 .r -f to4

8w 3 jt3 4-I2 w 4 jr a -f 6 on 5.r-f 0> ff

+ &C.
(aa + xx*

qui termini fi fecundum poteftates ipfius on ordinentur

ent :

b.
2 00X

aa+xx (a a-\-xx)

* on* (xx— aa) 4 on 3 (x*— a ax)
2

' (aa\xx) 3 (aa -f x$*
‘

&C.

20. Similibus feriebus infinitis differentiae fundiio--

num irrationalium quoque exprimi poflunt.

Sit propofita ifta fundJio y ~ V(aa +xx)
;

&, cum fit y* ~ V (« + xr + 2 oux-f won)
,

ponatur a a
-f-
xx ZZ P & 2 wx + oi on

—

erit ^vzzV(P+0)-yp— x1 "2VP 8PKP + !6P*yP
&c.

C 3 vnde

I
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Ajy
~ A. V(*a -f xx)

~
vnde fiet

20)X-\-0Xjl) 4*0 *x *—400 3x—u

*

2V(iui-\-xx)

vel

8 (««*fxx) Y(<t<ij-xx) '

&C.

<*>x
/
law 2

rt/ru) 3x
V(aa -f xx)

+ 2(aa+xx)V(aa+xx) 2 (aa+xx)
2 V{aa\x~)

&C.

Hincque adeo colligimus fun&ionis cuiuscunque ipfius' x
t

quae (It y, differentiam hac forma exprimi pofle, vt fit

Ay
—-* Pw + Qw* 4- Ru)

3
-t- Sw4 4- &c.

exiftentibus P
, Q_, R , S , &c. certis ipfius x fun&ioni-

bus
,
quae quouis cafu ex funttione y definiri pofllint.

a 1 . Ncque etiam ex hac forma differentiae func-

tionum tranfcendentium excluduntur, id quod ex fequen*

tibus exemplis clarius apparebit.

exemplum 1.

Ifiuenire differentiam primam logarithm hyperbolici

ipfius x.

Ponatur yzzlx
\ & cum fit y

l — l(x-f-w),

erit

Ay ~y* — yzz /(.r-t-w) — lx~ if 1 -+- .

Huiumsodi autem logarithmum fupra docuiinus per (e-

riem infinitam exprimere
;
qua adhibita, erit

w or oo J. 1 } w W w W" n
Aj) “ A. lx — 4- r 4- &c.J X 2XX gx* 4X4

EX*
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EXEMPLUM II.

Imenire differentiam primam quautitatis exponen-

tial'ss a*.

PofitO y~ a* crit y
1 ~ a x+ <u ~ a*, a* t

at fupra oftendimus efle

tola to 1 (la')t' to* {lay „a*— IH 1

—-
1

^-4- 4- &C.
I I. 2 I. 2. 3

quo valore introdu&o erit

. a* tola axto t(lay axto 3 (/a)
3

0b.a*—y'-yzzby— 1 -—-4 —-—h &c.

EXEMPLUM III.

In circulo
,
cuius radius — 1 ,

imenire differentiam

fmus arcus x.

Sit fin x — y ,
erit y

z ~
fin (x+to)

f

vnde Ay zzy 1 — y— fin (x+to) — fin x .

At eft fin (jr-f-w) ~ cofw. fmz + fin to. cofjr

,

atque per feries infinitas oftendimus efle
,

to
6

_ W* CO’
COlwm 1

1. 2 I. 2. 3. 4 I. 2. 3. 4. J. 6
&C.

&
to J

-h
to s to 1

I . a. 3. 4* 5 • 7
+ &c.fin to zz « —

1.2.3 1.2. 3.4. j

quibus feriebus fubftitutus erit r

— to* _ (njy

A. fin2-—w. cofjr fin 2-—— col 2-1— fin2H cofx—
2 6 24 120

&C.
EX'
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24 CAPUT L

EXEMPLUM IV. ,

In sirculo cuius radius — i manure differentiam
cojhius arcus x.

Pofito y
— cof *•

, ob y
l ~

Z

cof(x+u)

erit y
1 rz cofw. cofx — fin ou fin x

& Ajy— cof oi. cofx — fin w. fin x — cofx

Seriebus ergo ante expofitis adhibendis prodibit

:

A.cofr—— wfinA- cofr-(- — finx4- — cof*1—— Cinx—
a 6 34 120

&c.

22. Cum igitur propofita quacunque fun&ionc
ipfius x

,
fiue algebraica fiue transccndente

,
quae fit y ,

eius differentia prima eiusmodi habeat formam vc fit

:

Ayzz Pw 4- Qm 2 + Rw 3 4-Sw 4 4- &c.

fi huius differentia denuo capiatur, patebit differentiam

fecundam ipfius y huiusmodi formam cfle habituram

:

AAy ~ Pw* + Qoj 3 4- Rw 4 4- &c.

fimilique modo differentia terda ipfius y , erit huiusmodi

A 3
jy z Pw 3 + Qw 4 4- Rw 5 4- &c.

ficque porro.

Vbi notandum eft litteras P, R, &c. hie non

pro vaioribus detenninads adhiberi, neque eadem littera

in diuerfis differenriis eandem fun&ionem ipfius x deno*

tari : ideo enim tantum iisdem litteris vtor, ne fufficiens

diuerferum litterarum numerus deficiat.

Ceterum iftae d'tfferentiarum formae probe funt notan-

dae, cum in Anaiyfi infinitorum maximum vfum offerant.

23. Cunt
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s'

if

13. Cum igitur modum expofuerim, quo cuiusuis

fun&ionis differentia prima, ex eaqtie porro differentiae

fequentium ordinum inueniri queant
;

quippe quae ex

valoribus funttionis y fucceffiuis y'
, y "

, ym > y lY
,
&c.

reperiuntur : viciifim ex difierentiis ipfius y cuiusque

ordinis datis
,

ifti ipfi variati valores ipfius y elici pote*

runt. Eric enim

y
l zzy-t-ty

y 11 —y 2&y —|— b&y

y™ — y-[- 3h -+- 3&&y -h& 3
y

yir= y -j- -+- 4*^ 3

> “H
&C.

vbi coefficientes numerici iterum ex euolutione binomii

nafcuntur. Quemadmodum ergo y l
, y u

, ym ,
&c. funt

valores ipfius jy,
qui oriuntur fi loco x fuccefliue ponantur

hi valores * -f- w, .r aw, * -f- 3», &c. ftatim valo-

rem ipfius yW aflignare poterimus, qui prodit fi loco *•

fcribatur x-f-»w, erit fcilicet ifte valor:

1
J

X . 2

»C»-0 Cg-a) & 3
y _p.

I. 2. 3

Hincque adeo etiam valores ipfius y praeberi pofliint fi n

fuerit numerus negatiuus. Sic, fi loco x ponatur x w

,

funftio y abibit in hanc formam :

y by-±-b*y &C.

D fin
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26 C A P V T 1

fin autem loco x ponatur x — 2w
,
funftio y tranfibit in

:

y 2by -4“ 3&*y— 4& 3
y 4- 5&*y— &C.

24. Pauca quacdam addamus de methodo inuerfa,

qua, fi detur differentia, ex ea ipfa ilia fun£Ko
,
cuius

eft differentia, inueftigari debeat.
,
Cum autem hoc fit

difficillimum atque faepc numero ipfam analyfin infinito-

rum requirat, cafus tantum quosdam faciliores euolua-

mus. Primum igitur, regrediendo, fi funclionis cuius-

piam differentiam inuencrimus
,
viciifim hac differentia

propofita, ipfa ilia funftio
, vnde eft nata, exhiberi po-

terit. Sic, cum fun&ionis ax b differentia fit ««>, fi

quaeratur cuiusnam fun&ionis differentia fit
;

refpon-

fio erit in promtu, earn funcHonem effe ax 4- b. In hac

igitur reperieur quantitas conftans b, quae in differentia

non inerat, & quae propterea ab arbitrio noftro pendet.

Perpetuo autem fi fun&ionis cuiusuis P differentia fuerit

Q^, quoque funfKonis P 4- A, (denotantc A quantita-

tem quameunque conftantem,) differentia erit Hinc, fi

ifta differentia Q^proponatur, fiin&io, ex qua ea eft orta,

erit P 4- A
,
atque idcirco determinatum valorem non

habet, cum conftans A ab arbitrio pendeat.

2 y. Vocemus earn fiinfHonem quaefitam cuius dif-

ferentia proponitur, summam; quod noinen commode

adhibetur, cum quod fumma differentiae opponi folet,

turn etiam
,
quod funftio quaefita reuera fit fumma om-

nium valorum praecedentium differentiae. Quemadmo-
dum
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dum enim eft y'— y -4- by

,

& y"— y *+ by -+ A>**

fi valores ipfius y retro continuentur
;

ita, ut is, qui va-

lori x— u> refpondet, feribatur y, ,
huneque praedens y„,

Si qtii vltra praecedunt j™ &c. hineque feries

formetur retrograda, cum fuis differentiis

:

> ; yn ; ym ; ya ;
yi ; y

&
byr ;

by„
;

bym ;
byu j

erit

y
— byt-\- y%

Sc

ob yi — bya -bya »
porroque ya — Ajym -f-Jw

erit vtique

y “ A)'i — Ajn —f- Ajm —j— Aj'nr —

H

&c.

ficque erit fun&io > ,
cuius differentia eft: by, fumma

omnium valorum antecedentium differentiae by, qui ori-

untur, fi loco x feribantur valores antecedcntes x— w

;

jr 2W
;

x 3W
j
&C.

a 6. Quemadmodum ad differentiam denotandam

vfi fumus figno b, ita fummam indicabimus figno 2: fei-

licet, fi fun&ionis y differentia fucrit a
,

erit z~ by -

y

vnde, fi y detur, differentiam z inuenire ante docuimus.

Quodfi autem data fit differentia a, eiusque fumma y re-

periri debeat ,
fiet y— 2a

;
atque adeo

,
ex aequatione

* — by regrediendo, formabitur haec aequatio y
— 2a

;

vbi conftans quantitas quaecunque adiici potent ob ratio-

D a nes
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nes fupra datas; ex quo, aequatio a~Aj, fi inuertarur,

dabic quoque y— St; -f- C. Deinde, cum quanritatis ay '

differentia fit at\y~az, erit 'S.az—ay
,

(i quidem a (it quan-

titas conftnns. Quia ergo eft &x r:w; erit 2 u>—

x

-hC
& Saw

—

ax-j- C; atque ob w quantitatem conftantem,

erit Sw 2 ~wa —f— C; Sw 3— w 1* -f- C; & itaporro.

27. Si igitur differentias poteftatum ipfius r fupra

inuentas inuertamus, erit

Sw — x
j

hincque St — — j

Deinde habemus

S ( 2 WJf -f- w* )
— X 3

j

vnde fit

Porro eft

S (3warjr-f- 3 w 3
)
~ x3

feu

3 w Sat* —-}— 3 w* Sat —j—
> w 3 S 1 ZZ -V

3

ergo

Af 3 _ W*Sxa n w S at Si
3« 3

feu

3w 2 1

6

fimili modo erit

2*3 Z= —— — Sx 2 — w a2*— — 2 1
4« a 4

vbi
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vbi, li loco ,
2* & 2 i valores ante inucnti fub-

ftituantur, reperietur:
».4 w.vjr

2* 3 — — -4
-— *

400 a 4
Deinde, cum fit

4—— 2w2* 3— 2W*2** to 3 2* — 2i
5C0 3

crit, adJiibendis fubftitutionibus :

X

x

4 — — — *4 H—— w * 3 to 3*—
Jto 2-3 30

fimili modo vlterius progrediendo reperietur

X.r* — 1 — *•* -+-— w.r4 to 3 **— 6co a 12 12

&

Xr« —— x 6 — to* 5

7to 2 2
— b)

3 * 3 -4— — to 5*
6 42

quas exprefllones infra facilius inuenire docebimus.

28. Si ergo differentia propofita fuerit fun&io ra-

tionalis integra ipfius * ,
eius fumma ,

( leu ea fun&io,

cuius tea eft differentia) ex his formutis facile inuenitur.

Quia enim differentia ex aliquot poteftatibus ipfius * con*

ftabit, quaeratur vniuscuiusque termini fumma, otnnes-

que iftae fuminae colligantur.

EXEMPLUM I.

j
Quaeratur futrflioy cuius differentia Jit —
Quaerantur fingulorum terminorum fummae ope for-

mularum ante inuentarum, eric

D 3
2j*.r
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ISiixx ” nx 3 axx . ffWJf
- — -+• —T-
3w 2 6

&
^bx — bxx hx

2!d 2

atque

C X2 c
—

• « • •

w
Hinc colligendo has fummas erit

V/ i i in a
•»

(au-b) (/jw a -3^w-}-6f)
,
_

2(/7.x-.v 4-bx\c)——x 3 x 2 -4- 2.—I

—

ix ! Q
3« aw 6 o»

1

quae eft fun&io quaefita, cuius differentia eft axx\bx\c.

EXE M PLUM IL

Quaeratur funflio
,
cuius differentia eft x*- 2 w»jrx-fw4 .

Operationem fimiii modo inftituendo habebitur.

2r4~ — .r 5 — jr4 -4- — uix 3 — ax 3

JW 2 3 30
&

2 Cl) tn)
J—- 22Ci) jx2ZZ .

—— — jr 3 —{—&)*** x
3 3

atque

-4— Sw4 “ -|-w 3 .v

vnde fun£Ho quaefita erit

:

_Ljr s — AT4 — OOA' 3 —l— CO*** -4— —— U} 3x —

C

5« 2 3 3 °

Si enim hie loco x ponatur x -4- u»
,
atque a quantitate

refulrante fubtrahatur ifta inuenta
, remanebit propofita

differentia * 4— aw* a-* -4- cd 4 .

29 . Si
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29. Si fummas
,
quas pro poteftaribus ipfius x in-

venimus, attendus inipiciamus, in terminis primis
> fe-

cundis, ac certiis mox quidem legem obferuabimus, qua
illi fecundum fingulas poteftates progrediuntur : reliquo-

rum autem terminorum lex non ita eft pcrlpicua
,

vt

fummam poteftaris x» in gcnere inde colligere liccat. In-

terim tamen in fequendbus docebitur efle:

2jr"

x"+i i i nuj 1 »C®-0(«-2>J _ .

(nj-i)w 2
X

2 * 2.3
A

6
•

2. 3. 4. y

,
1 »(« 1) (a 2) (a—-3) C« 4)“' .

'

6 ' 2. 3. 4. 5 . 6. 7.

3 a (a— 1 ) . . •

10 2. 3 . . •
0 7

. • 8. 9

j »(» ,) , . • . (a—»8)« a— — x"~9
.10. IT6 ' 2. 3 . . . •

691 a (a — 1) . . • . (ff-jo)w 1 *

210 *

2. 3 . • . . 12. 13

. 35 »(» 0 • • •, a i2)w 13
L a »-'5

.14. if
•

2 2. 3 . . •

3617 a(a~i) . • . (»-i4)w* *

30 2. 3 . •
, if

. 16. 17

, 43867 a(a 1) . . . . * I 6) 1 7

JJ •

• f • • • •

_ •* 17
. 18. 19

1222277 »(»—0 * *
,
(a Iglw 1 ®

110 '
2. 3 . . . • . 2 0* 21

8 f 45 13 aO 0 . • . • (ft 20) 00* 1

‘ 6 *
2. 3 . . . • . 22. 23
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54« 2. 3 • • . . 24. 2f

1
7S977927 n {n

-—1) . . . . (n 24)60* s

2 '
2. 3 • • . . 26. 27

23749461029 n0—0 . . . 0

—

•2 6)w* t

O
•

2. 3 • . . . 28.. 29

-H
861 J841276005 n(n 1) . . . (a—-2 8)w* 9

**-»>

xn-

An-rr

30. 31

&c.

cuius progreflionis praecipuum momentum in coefficien-

cibus mere numericis eft fitum
,
qui quemadmodum ibr-

mentur
,
hie locus nondum eft, vbi exponi queat.

30. Apparet autem nifi » fit numerus integer affir-

matiuus
,
hanc fiimmae expreftionem in infinitum pro-

gredi
, neque hoc modo fummam in forma finita exhi-

beri pofle. Ceterum hie notandum eft, non oranes pote-

ftates ipfius .r propoli’ta x" inferiores occurrere
;
defunt

enim termini .r»-»
,
x"-4

,
x»-*

,
a:*-*

, &c. quippe
quorum coefficientes funt ~o

,
etiamfi termini fecundi x"

coefficiens hanc legem non fequatur, fed fitrr— Pote-
runt ergo huius expreftionis ope fummae poteftatum, qua-
rum exponentes funt vel negatiui vel frafti in forma infi*

nita exhiberi fclo excepto cafu quo n—— 1, quia turn fit

terminus ob «-f-iz=:o infinitus. Sic, pofito

» “ — a ;
erit

2 J_
XX
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i

ixx

w 3

7^
0)* '

,
W r

,^ 9*’ *ii*

”

691 «**

2 I
O* I3* IJ

— V.
01

1 3

1$X I 5

3617 oi’ 5

30 17* 1

7

&c.

31. Si ergo differentia propofita fuerit poteftas

ipffus * quaecunque, eius fumma hinc perpetuo aflig-

nari, feu funftio, cuius ea fit differentia, exhiberi pote-

nt. Sin autem differentia propofita aliam habeat for-

mam, vt in poteftates ipfius *, tanquam partes, diftri-

bui nequeat
,

turn fumma difficillime ac faepenumero

prorfus non inueniri poteft : nifi forte pateat
,
earn ex

quapiam fun&ione efle ortam. Hanc ob caufam conue-

niet plurium fun£lionum differentias inueftigare easque

probe notare, Yt fi quando huiusmodi differentia propo-

natur, eius fumma, feu funtHo vnde eft orta, ftatim

exhiberi
.

queat. Interim tamen methodus infinitorum

plures regulas fuppeditabit, quarum ope inuentio fum-

marum mirifice fubleuabitur.

1

32. Facilius autem faepe fumma quaefita reperi-

tur, fi differentia propofita ex fattoribus fimplicibus con-

ftet, qui progreflionem arithmeticam conftituant, cuius

differentia fit ipfa quantitas w. Sic, fi propofita fuerk

fun&io (*-}- o>) (*-4-2w), cuius differentia quaeratur:

quia, polfto * -J- o)loco.r, haec funftio abit in (ir-f-aw)

.

E (*-t-
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(r -4- 3 u), eius differentia erit 2 o> (*• -f- 2 c*>). Qnare
viciffim, ff proponatur differentia 2 w (.* -f- 2

fumma erit (x -f- w) (*• -4- a w), hinc ergo erit

2 (jf+ 2w) r + (jr+ jw).

Siinili modo, ff proponatur fun&io (x -[•»w) (x -j- (« -(-
1 )<*;),

cum fft eius differentia Jw(i'-f-(»+i)w) erit

2 )oo) ~ flu) (x-j- (n-j-
1
)cu)

&
2(x-i-aw) rr ~(x~h(”— 1

)to)(x-+-au).

33. Si fun&io ex pluribus fa&oribus conftet, vt

fft y 'ZZ— ( —|— ( »— i)w) (x-\-n i)«),

cum fft

y1—— (ar-f-»w) (*H-(»H-i)w)(*4-<>-f-2)w),
* erit

by ~~ 3u(x-\~» w) (jr—|— (h-|-i) w)

ac propterea

2(*-J.sw)(*-f (w-f- = //wXar-f («fi»
Pari modo rcperictur eflc

:

2 (jt—|— n 00) (x -f- (a -f~ i)w) (at—(—

(

n-f-2) w)

+7. (*-+-(*—

O

w) CM-»w) (at—K«-f- 1»(*-K«-HOw>

vnde lex inueniendi fummas, fi differentia ex pluribus

huiusmodi fa&oribus cooftet
,

lponte patet. Quamuis

au-
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autcm hae differentiae fint funcHones rationales inte-

gi ae, tnmen earum fuminae hocraodo faciiius reperiua-

cur, quoin per methodura praecedeatem.

34. Hinc quoque via patet ad differentiarum fra&a-

rum fummas inueniendas. Sit enim propofita fraftio

>= ^ eHt * “
erit

. __ 1 1 —
^ *-}-(»-+- i)w x-\-nu (*•-{-«») (ar-J-Cff-f I )w)

ac propterea

2 « __ 1. «•_ - -

" (at —(— n <m) (

x

-j— (« —H 1 )'Jt v> X —|— n ia

Sit porro

1

y
(jr-4-aw) (x-t-Cw-f- *)A*)

ob y i)w) (x -4- (»-+-. 2) w )

erit— 2 to ‘

^ (ar-|-»w) 1 ) w ) (* H- C n -h* 3)")

Hinc ideo fiet

s *

(*-}-» u) (x-h-(n-j~ i)w) (*-f-(»-4- 2 )e*0

— 1 1

~ToT' (x-f-»w) (x -4- C»-h 1 )
«)*

E 2 Simili
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Simili modo erit porro

(at—j— (*-+-(«-+-2»(x-H«-f-3»
— i i

3W* (x—f—«w) (x-+-(«—}— Ow) 2)w)
’

3$. Modus ifte fummandi probe eft tenendus,

quia huiusmodi differentiarum fummae per praeceden-

tem methodum inueniri non poflunt. Quodfi autem

differentia infuper habeat numeratorcm
,
vel faGrores de-

nominatoris non in arichmctica progreftione procedant,

turn turiifimus modus inueftigandi fummas eft, vt diffe-

rentia propofica in fuas fra&iones fimplices refoluatur,

quarum fingulae etfi fummari nequeunt, tamen binis

coniungendis toties fumma inueniri poteft, quoties id qui-

dem fieri licet; tantum enim erit difpiciendum
,
vtrum

fuxnma ope huius formulae inueniri qucat

:

X-\-n'M at—

1

etfi enim neutra harum fummarum per fe exhiberi po-

teft, tamen earuin differentia cognofcitur.

36. His igitur cafibus negotium redit ad refolutio-

nem cuiusque fra&ionis in fra&iones fuas fimplices, quae

in fuperiori libro fufius eft oftenfa. Quemadmodum
ergo eius beneficio fummae inueniri queant

,
aliquot ex-

emplis doccbimus.

EXEM-
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EXE M PLUM U

Quaeratur fumma ,
cuius differentia fit

3x—f-2w
x(x-f—w) (jt—f-2£o)

’

Refohiatur haec differentia propofita in fuas fra&io-

nes fimplices, quae erunt

I_ t_ I
*

2
_

I

* « ' X W X-f-W U
'

X-f-208
*

Cum iam fit ex fuperiori formula

:

_ r "
' i *

i— 2 2
aw x-f-(a—f—i)w

crit

i i

x

aw

2 - ~ 2
X X-f-W

Hinc erit fumma quaefita

- 2
U X w X-\—<t)

± 2
w

- 2 —
W X-J-W

- 2 -
CD X

X—

j

— 210

I I

2W «X

.» —— 2

at eft

- i-

X-f-W X — 2(0 X-f-te }

vnde fumma quaefita erit

J 2_. - 3 a

—

w

WX w(x-f-«) wx(x-f-dt)
‘

E 3 EXEM-
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F, X F, M P t V M II.

Quaeratur Jumna , cuius differentia ejl

A(x-j- 3u) '

Pofica hac differentia ~ % , erit & — —
X

idcoque

* __ - i

x 5W

— 2- 2
x JT-+-3 w A' M

“2-
x x-j-2U «•—f—30

f l i

X AT-4-W A--f-2 00

quae eft fumma quaefita. Qootics ergo hoc modo fig-

na fummatoria 2 fefe tandem tollunt, toties differentiae

propofitae fumma exhiberi poterit
;

fin autem haec des-

truftio non fuccedat, %num hoc eft, fummam inueniii
non pofle.

CAPUT
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CAPUT II.

DE FSU DIFFERENTIARVM
IN DOCTRINA SERIERUM.

........ 37-

Nararam ferierum per differentias maxime illuftrari,

ex primis rudimentis fatis eft notum. Progreffio-

nis enim arithmeticae
,
quae primum confiderari folet,

praecipua propriecas in hoc verfatur
, vt eius differentiae

primae fint inter fe aequales
;

hinc differentiae fecundae

ac reliquae omnes erunt cyphrae. Dantur deinde feries,

quarum differentiae fecundae demum funt aequales, quae

hanc ob rem fecutidi orditiis coinmode appellantur, dum
progrefllones arithmedcae feries primi orditiis vocantnr.

Porro igitur feries term orditiis erunt, quarum differen-

tiae tertiae funt conftantes
;
acque ad quartum ordhiem &

fequentes eae referentur feries, quarum differentiae quar-

tae, & vlteriores demum funt conftantes.

38. In hac diuiffone infinita ferierum genera com-
prehenduntur

,
neque tamen omnes feries ad haec gene-

ra reuocare licet. Occurrunt enim innumcrabiles feries,

quae, differentiis fumendis, nunquam ad terminos con-

ftantes deducunt: cuiusmodi, praeter innumeras alias funt

progrefllones geometricae, qiiae nunquam praebent dif-

ferendas conftantes, vd ex hoc exemplo videre licet.

2
>
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X, 2
, f30 €jh ** 8 , &c.

I
4 > 8, it? 3*2, «4, &C.

Cl V
J P ll ^ X

'4, g, 116, 32 , &C. \ ;LC1

Cum enitn feries differentiarum cuiusque ordinis aequalis

fit ipfi feriei propofitac
,
aequalitas differentiarum prorfus

excluditur. Quocirca plures ferierum claffes conftituide-

bebunt
,
quarum una tantum in hos ordines

,
qui tan-

dem ad differcntias conftantes revocantur ,
fubdiuidkur

;

quam claflem in hoc capitc potiffimum confiderabimus.

33. Duac autem res ad naturam ferierum cognofcen-

dam imprimis requiri folent, Terminus generalis atque

Summa feu Terminus fummatorius. Terminus generalis

eftexpreflio indefinita, quae vnuraquemque feriei terminum

comple&itur, atque eiusmodi propterea eft funftio quan-

cicacis variabilis x
,
quae

,
pofito x — 1

,
terminum feriei

primum exhibet
;
fecundum vero pofito x rr 2 ;

tertium

pofito x— 3 ;
quartum pofito -v — 4 ;

& ita porro. Co-

gnito ergo termino generali
,
quotuscunque feriei termi-

nus inuenictur
,
edamfi lex

,
qua finguli termini cohae-

rent, non refpiciatur. Sic verbi gratia ponendo .r~iooo,

ftatim terminus millefimus cognofcetur. Ita huius feriei

1, 6, is, 28, 45 , 66, 91, 120, &C.

Tenninus generalis eft ixx— xj pofito enim xzz 1

,

haec formula dat terminum primum 1 ;
pofito x — 2

,

oritur terminus fecundus 6 ;
fi ponatur x — 3 ,

oritur

tertius 1 s ;
&c. vnde patet huius feriei terminum centefi-

tnum
,
pofito x zn 100 fore— -- 1 0000— 100 ~ 1 9900.

40. In-
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40. Indices feu exponentes in qualibet ferie vocan-

tur numeri, qui indicant quotus quisque terminus fit in

ordine : fic, termini primi index erit x
,
fecundi 2, ter-

tii 3 , & ita porro. Hinc indices fingulis cuiusque feriei

terminis infcribi folent, hoc modo
I N D ICES.

r > 2, 3 » 4 , S, 7, &c.

TER MINI. •;

A, B, c, D, E, F, Gy &TC.

vnde ftatim patet G efle feriei propofitae terminum fep-

timum, cum eius index fit 7. Hinc terminus generalis

nil aliud erit, nifi terminus feriei, cuius index vel expo-

nens eft numerus indefinitus x. Quemadmodum ergo in

quolibet ferierum ordine, quarum differentiae vel primae,

vcl fecundae, vd aliae fequentes funt conftantes
,
termi-

num generalem inucniri oporteat
,
primum docebimus:

turn vero ad inueftigationem fummae fumus progrelfuri.
1

\
^

. . . .

41. Incipiamus ab ordine primo, qui continet pro-

grefllones arithmeticas
,
quarum differentiae primae funt

conftantes
;

fitque a terminus feriei primus
,
8c l> termi-

nus primus feriei diflerentiarum, cui fequentes omnes

funt aequales: vnde feries ita erit comparata.

indices. • - ' '

* ,
a r 4 1

1

- J > i

TERMINI.
a

,
a-\~b

,
a— ,

n -f“3^ > n-\-^b
, &c.

D I F F E R E N T I AE.
.

by . by by b , v by &c.- '

F Ex
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Ex qua ftatim parcr, terminum, cuius index fie fore

eritque ergo terminus generalis zzbx+a—b,
qui ex terminis primis cum ipfius feriei, turn feriei dif-

ferentiarum componitur. Quodfi autem terminus fecun-

dus feriei <t-\-b vocetur <j«, ob l
— —

/?, erit termi-

nus generaJis zz («•-/») *-+- 2 a—^zza'C-r-i)

—

a(x— 2)

vnde, ex cognitis terminis primo & fecundo progreffio-

nis arithmeticae
,
eius terminus generalis formabitur.

'
• J *

' J
42. Sint in ferie fecundi ordinis termini primi,

ipfius feriei zz a
; differeneiarum primarum ~ b

;
diffe-

rentiarum fecundarum zz c

;

eritque ipfii ferics cum fuis

dilferentiis ita comparata.

INDICES.
*» 2

> 3) 4> 5> 7j

TERMINI.

D I F F E R. I. . &C.

h j ; H3' ; Hk; &c.

DIFFER. II.
‘ •*'. '

• * If.
f

» <•, r,

ex cuius infpeftione liquet terminum, cuius index zz x

fore = —0*“H ^

^

c
> 9ui ergo eft ter-

minus generalis feriei propofitae. Ponatur autem ipfius

feriei terminus fecundus zz a*

,

terminus tertius — a a
,

cum fit b zz a 1 —— a
j
& c zz au 7— 2a • — a j vri ex na-

tura
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tura differentiarum (§. 10.) intelligicur
,

eric cerminus

generalis . , . : : I-
- ' »

*+• (*—
•0 (**—«)-f- ft ° **'+*)

*• * 4

qui reducitur ad hanc formam

gn(x~i)(x-2) 2/t«Q-i) (x— j) g(x-i) (x- 3)

I.

r
‘ a

rr“”
i." "a -vi ’• -j a .

vel etiam ad hanc

-(jf-i)(jr-2)—^ C*-0 ft-3)-h-f C*-*)(*“3)
2 22

aut dcnique ad hanc

j (*-)(*- ^-+-^
7) :

ideoque ex tribus cerminis ipfius feriei definitur.

43. Sit feries terrii ordinis a, /r», a”, nn
y

Sic.

eius differentiae primae b, b\ b“, b“>
y Sic. & differen-

riae fecundae c
t
c\ c“, c ,n

,
&c. & tertiae d

y
d

y
d

y
&c.

quippe quae funt conftantes.

INDICES-
I 2 , ? » 4 i 5 *

S*

TERMINI.
rf, a', <* n

,
rf"1

,
« T

, &C.

DIFFER. I.

b
,

£m, J", &c.

DIFFER. II.

f, f, f H
,

fn
, &C.

‘'DIFFER. III.

J, &C.

1 F 2 Quia

J
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44 CAP U T n
Quia eft a x~a-\~l

;
a a~a zl> e.^ 3^-$-

3c-+-J] n"—a-^-^b-\- 6C-{~^d
;
&c.

;
erit terminus

* £ - -rt

'

generalis
, feu is cuius index eft -x - 1

1 — >' •

l2t+ C*- 1 )(•*--*)
f ,

(*•" i)(ar~a)(x- 3) ^
/ If .a

,
I. 2. 3 t

ficque terminus generalis ex differentiis fbrmabitur.

Cum autem porro fit

b~a x—n
;

rrz/? 11— 2 <1 >-{-/?
;
d~a‘xx— 3/i«-+- 3a*— a

fi hi valores fubfticuantur erit terminus generalis

1.2. 3 I. .2. 3

-4_ 3<i ,
fr-0 (*- 3)(*-4) (X^2) (x- 3 ) (x-4)

*• 2
* 3 1. 2. 3

qui etiam hoc modo exprimetur, vt fit

— (x- 1X*~*Xx- 3X*-4) 3n
°

. 3 “' *\
1. 2. 3 Vv-4 *-3 x-2 x-iJ

'

44 - Sit nunc feries cuiuscunque ordinis propofita:

INDICES
* j

2
> -3 » 4) 5 > S

)

TERMINI.
a, <**, /i", fl

ni
,

<JW
,

fl
v

, &C.

DIFFER. I.

b
,

J n
,

*»“, J", &C.

DIFFER. II.

f, fH
> f 10

, &C.

DIF-
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CAPUT n
l’« k •• i ' 1 *

c
BIFFEfcmltL

3- .4 in-’-.: *: /, * i Jt, -

;

1

i-
</n, &X.

4 S

<K

; >ici tiv 0 T F F E R. IV.

&c.
k W i

DIFFER. V.
•«.

..
—

; : i

. vS . i/»
^cc-

cx ipfius feriei termino primo, atque ex differentiarum

terminis primis b
,
c

,
d

, ? , /, &c. terminus generalis

ua exprimetur, vt fit:

* (iTll b
(*-0 (*-*)

f . C^—O (.
x~~2 ') C*—3>j .

1 1. 2 r- 2. 3

(jr-x) (jt—2) (r-3)O-4)
, &c ^

1.. 2. 3. 4

donee ad difFcrentias conftantes peraeniatur. Ex quo,

patet, fi nunquam prodeant differentiae conftantes, ter-

minum generalem per expreflionem infinitam exhiberi.

45. Quia differentiae ex ipfis terminis feriei for-

mantur
$

fi eamm valores fubftituancur
,
prodibit termi-

nus generalis in eiusmodi forma expreflus, cuiusmodi

pro feriebus prhni
,

feeundi
, & terrii ordinis exhibui-

mus. Scilicet, pro feriebus ordinis quarti, erit termi-

nus generalis •«

(x—1) (x— 2) (x— 3) (x— 4) Q

—

f)

1. . 2. jt • 4 -
*

C
an 4<7 in 6>n 4/j 1 a V
f-J X-4 X—3 *-2

F 3 vnde
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CAPUT II.4*

vnde lex, qua fequentium ordinum termini generales

componuntur ,
facile perfpicitur. Ex his autem patet

pro quouis ordine tenninuip generajem fore fon&ioncm
ipfius x racionalem integram

,
in qua maxima ipfius x

dimenfio congruat cum ordine, ad quern feries refertur.

Ita ferierum primi ordinis erit terminus generalis fun&io

primi gradus
,

fecundi ordinis fecundi gradus
,
& ita

porro.
' * • •

r t

46. Differentiae autem, vti fupra vidimus, ex ipfis

terminis feriei ita refultanc, vt fit

b ~ a 1 a ,

b'~ —• a 1

in— n n

Sec.

c — a» aa l -f- a

— /i»> 2/i« -+• a 1

an f— (i
u

&C. .* \

i — /r n* 3/t" -p- 3 — a

dl — a** 3«n 4 a i -

du~ a y 3a 111 a a

Sac.

Quare, cum in feriebus primi ordinis fint omnes valo*

res ipfius c— o
;

erit

a u ~ 2a 1—.a; am~ 2/t a «*
;

~ 2nm—~<»n
;
&C.

vnde patet has feries fimul elfe recurrentes
,
& fealam

relationis elfe 2,-1. Deindc, cum in feriebus fecundi

ordi-
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ordinis fint onuies valores ipfius d~ o
, eric

;
a”zz:^am 3<i«-f-ffi; &C.

ideoque & hae emnt recurrentes fcala relatione exiftente

3i ' 3»
—f“ *•

Simili modo apparebit omnes huius claflis feries
, cuius-

fcunque fint ordinis
,
fimul ad clafiem ferierum recurren-

tium pertinere, atque ita quidem, vt fcala relationis con-

ftet ex coefficientibus poteftatis binomii
,
vno gradu fu*

perioris, quam eft ordo, ad quem feries refertur.
‘ * * •

* - * ** t - • * -

47. Quia vero pro feriebus primi ordinis quoque

omnes valores ipfius d 8c e
, & fequenrium diflerentiarura

omnium funt "o, erit quoque in his -f~

3

a

n 3^* -f- a

aw— 3<2« —f— a 1

&C.

aut «"rz n -4— 417*—
~ 4

a

1*— 4^11

&C.
,

Perrinebunt ergo & hinc ad feries recurrentes idque in-

finitis modis
,
cum fealae relationis efle queant

:

3 »

—

3 >-+“ 1
5 4»—

—

1
} j,—10,4-10,—j,4-i

;

&c.

Similique modo intelligimr vnamquamque feriem huius,

quam tra&amus, claflis fimul efle feriem recurrentem in-

numeris modis : fcala enim relationis erit

n_ b(«-x)(«-2) n(a-i)(n-2)(a- 3

)

i
y

. 1. 2 ’
,

1. 2. 3 * I. 2. 3. ~4
’

&C. '

dum-
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dummodo n fir numerus integer maior
,
quam numerus

quo ordo indicator. Orietur ergo haec feries quoque ex

euoJurione fra&ionis, cuius denominator eft (t—y)*, pro-

uti in fuperiori libro de -

feriebus recurrentibus fufius eft

oftenfum.

48. Quemadmodum vidimus, omnium huius claftis

ferierum , cuiuscunque filnt ordinis , terminos generales

efle fiundHones ipfius x rationales integras, ita viciflim

apparebit omnes femes, quarum termini generales fint

huiusmodi fun&iones ipfius x
,
ad hanc claflem perdne-

re, atque tandem ad differendas conftantes perduci. Et

quidem
, fi terminus generalis fuerit funftio primi gra-

dus ax-\-b
,
dum feries inrie orta erit primi ordinis feu

arithmetica, differendas primas habebit jfionftantes. Sin

autem terminus generalis fuerit fuuttio fecundi gradus in

hac forma nxx l>x-\- c contenta ,
turn feries ex eo

oriunda, dum loco x fiicceftiue numeri 1, 2, 3, 4, y, &c.

fubftituuntur, erit ordinis fecundi ,
atque differendas fe-

cundas habebit conftantes: fimili modo
,
terminus genc-

ralis terrii gradus <7 .v
3 -f- lx

2-(-cx -f- d dabit feriem ter-

tii ordinis atque ita porro.

49. Ex termino enitn generali non folum omnes

feriei termini ihucniuncur
,

fed etiam feries differentia-

rum tam primarum quam fequcntiujn deduci poffunt.

Cum enim
,

fi feriei terminus primus fubtrahatur a fc-

cundo
,

prodeat feriei differentiarum terminus primus :

fecundus autem ,
fi ipfius feriei terminus fecundus a ter-

uo auferatur ,
ita feriei differentiarum id obrinebitur ter-

minus,
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minus, cuius index eft r; fi ipfius feriei terminus, cuius

index eft fubcrahatur a fequente cuius index eft .v-f-i.

Quare fi in tennino feriei generali loco x ponatur .v-f-r,

ab hocque valore terminus gcneraiis fubtrahatur, rcma-

nebit terminus generalis feriei differentiarum: fi igitur X
fuerit feriei terminus generalis

,
erit eius differentia A X,

(quae modo in praecedente capite oftenfo inuenietur
, fi

ftatuatur ibi com,) terminus generalis feriei differentia-

rum primarum. Simili igitur modo erit AAX terminus

generalis feriei differentiarum iecundarum; A 3X tertia-

rum, ficque deinceps.

jo. Quodfi autem terminus generalis X fuerit fun-

ftio rationalis integra
,

in qua maximus exponens potes*

tatis ipfius x fit » ;
ex capite praecedente colligitur, eius

differentiam AX fore fundtionem vno gradu inferiorem,

nempe gradus n— i. Hincque porro AAX erit func-

tio gradus »— 2 ,
& A 3X funftio gradus «—3, & ita

porro. Quare
,

fi X fuerit fundlio primi gradus, vti

ax

b

y turn eius differentia AX erit cpnftans ~a\
quae cum fit terminus generalis feriei primarum differen-

tiarum
,

perfpicitur feriem , cuius terminus generalis X
fit fundlio primi gradus, fore arithmeticain feu primi or-

dinis. Simili modo fi terminus generalis X fuerit fundiio

fccundi gradus ob AAX conftantem, ferics inde orta dif-

fercntias fecundas habebit conftantes
, eritque propterea

ordinis fecundi; ficque perpetuo, cuius g”adus fuerit func-

tio X terminum generalem conftituens, eiusdem ordinis

erit feries ex eo nata,
,

.
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ft/ Hanc obrem feries poteftatum numeroriim no-
turaJium ad differentias conftantcs perucniunt

,
vti ex fe-

quenti fchemate fit manifeftum.

POTEST. I.

J-> 2
, 3 , 4 » 7 , 8, Sec.

DIFFER. I.

1
1

1
» 1 > 1

,
I

,
I

, ,
. I

, &C.

POTEST. II.

*> 4j 5, i£, ay, 3<S, 45, $4, &C.
DIFFER, i.

3 , 5 , 7 , 5 ,
ii, 13, IJ, &C.

DIFFER. II.

a, 2, 2, 2
, 2

, 2, . &C.
• 1

4 *

POTEST. III.

27, 64, 1 2 y ,
aid, 343, &c.

DIFFER. I.

7, 15, 37, 5i, 127, &c.
DIFFER. II.

(

12, 18, 24, 30, 3d, Sec.

DIFFER. III.

. 6y . 6, 6, d, &C.

POTEST. IV.--
t, id, 81, 2yd, d2j, 1296, 2401, &C.

DIFFER. I.

» *J, ^y, I7y, 3^5, 671 , i ioy , &c.
DIFFER. II.

yo, no, 194, 302, 434, &c.
DIFFER. III.

do, 84, 108, 132, Sec.

DIFFER. IV.

24 > 24, 24, &C.

Quae
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Qnae igitur in capite praecedente de differentiis cuius-

que ordinis inueniendis funt prnccepta, ea hie inferuient

ad terminos generales differendarum quarumuis
,

quae

ex feriebus nafeudeaf
,
iiiucniendos.

?2. Si terminus generalis cuiusquam feriei fuerit

cognitus, eitis ope non folum omnes eius termini in in*

finitum inueniri
,

fed edam feries retro conrinuari
,

eius-

que termini
,
quorum exponentes fint numeri riegariui,

exhiberi poterunt
,

loco x numeros negariuos fubffituen-

do: fic
j

fi terminus generalis fuerit
,
ponendo

loco x tarn negaduos quam affirmatiuos indices , feries

vtrinque conrinuata erit huiusmodi. •

:

ii

»*
-

.

• I.'-..

INDICES.

&c.— J,-4,-3-2-1, O, I, 2, 3, 4,

1 • »u

S, 6, &C.

* T
. 1 • . J,.

* SERIES. ’
. . . . A U

&C.+ J,+ 3, 0 1 N o ^

-

T, 9y 14, 2 o, 27 , &c.

. . . DIFFER. I.
• \

-3,~ 2,- 1
,

O, 1 , 2
, • 3 ,. 4, 5, <?, 7,

&C.

DIFFER. 1

1

*

», I, I, I, I, X, ', r
> I &c.

Cum igitur ex differentiis terminus generalis formetur,

quaeque feries ex differentiis retro continuari poterit
;

ita

quidem , vt
,

fi differentiae tandem fiant conffantes
,

hi

termini finite exhiberi
,
contra vero per expreffionem in-

finitam aflignari queant. Quin edam ex termino gene-

.

'
. G 2 rali
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rali ii termini
,
quorum indices funt fraQi

,
definientur,

in quo ferierum interpolate continetur.

'1
^

.

53. His de termino ferierum generali monitis,

progrediamur ad fummam ,
feu terminum fummato-

rium ferierum cuiusque ordinis inueftigandum. Pro-

pofita autem quacunque ferie, terminus fummato-

rius eft funftio ipfius x
,
quae aequalis eft fummae tot

terminorum feriei
,

quot vnitates continet numerus x.,

Ita ergo terminus fummatorius erit comparatus
,

vt ft

ponatur x— i
,
prodeat terminus primus feriei

;
fin au-

tem ponatur x~ 2
,
vt prodeat fumma primi & fecun-

di ;
facto autem xzz 3 ,

fumma primi
,
fecundi ac ter-

tii; ficque deinceps. Hinc, fi ex ferie propof ita noua

feries formetur, cuius primus terminus aequalis fit pri-

mo illius, fecundus aequalis fummae duorum, tenius ae-

qualis fummae rrium
,
atque ita porro, haec noua feries

vocatur illius fummatrix
,
huiusque feriei fummatricis ter-

minus generalis erit terminus fummatorius feriei propo-

fitae : ex quo inuentio termini fummatorii ad inuentio-

nem termini generalis reuocatur.

S4- Sit ergo feries propofita haec

a
, ,

/i“, am , ,
a*

,
&c.

huiusque feriei fummatrix fit

A, A», A», Aul
, A», Av

,
&c.

erit ex eius natura modo expofita:

A =
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A “ a

A1 ZI a —|— it
1

A"= a -f- a**

A'J,~ a H-* 1 -4- <i
a -h

A*v~ a -f-tf* H-tf B -H<jw

&c.

Hinc feriei fummatricis differentiae erunt:

A1—A—a*j A«—A«—««
5
A««—

A

[‘—«m
;
&c.

vnde fcries propoflta termino primo minuta eric feries

differentiaium primarum feriei fummatricis. Quodfi igi-

tur feriei fummatrici praefigatur terminus ,
— o vc ha-

beatur

:

o
, A , A*, A"

,
A"* , A™

,
A* ,

&c.

huius feries primarum differentiarum eric ipfa ferie3

propoflta

:

//, « n
,

/i
ni

,
a w

y
a v

,
&C.

55. Hanc ob rem feriei propofitae differentiae pri-

mae, erunt differentiae fecundae fummatricis, atque dif-

ferentiae fecundae illius erunt differentiae tertiae huius,

tertiae autem illius quartae huius, atque ita porro. Qua-

re
,

(1 feries propoflta tandem habeat differentias conftan-

tes, tunc etiam eius fummatrix ad differentias conftantes

deducetur, eritque igitur feries eiusdem naturae, at vno
ordine fuperior. Huiusmodi ergo ferierum perpetuo

terminus fummatorius exhiberi poterit per expreffionem

finitam. Namque terminus generalis feriei

:

o, A, A1
,
A% A® , M, Sec.

.

feu is, qui indici x conuenit exhibebit fummam x—

1

G 3 ter-
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terminonim /eriei huius a, a', /in, &c

atque (i ram loco x fcribarur a-

-

4- 1
, orietur fumma a-

terminorum, ipfeque cenninus fummacorius.

56 . Sit igitur Seriei propofirae

*, n”
,

« m
>

«**, /i T
,

/I'n
, &c.

Series differentiarum primarum
I, b>, b», b“‘

t
b"

,
4 V

,
Jvi, &c.

Serias difFercntiarum fecundarum

c
,

C 1

,
f", C ,H

,
fv

,
f", &C.

Series differentiarum tertiaram

d, di, </«, //>*>, d»
y

d*, d"
y &c.

ffcque porro donee ad differenrias confhmtes perueniarar.
Deinde formetur feries fummatrix

,
quae cum praefixa o

in locum tennini primi, cum fuis differentiis continuis fe

habebit lequenti modo

:

INDICES.
1

>
•y
• > 3, 4, 5, 6,

S UM M A T R I X.

7, &C.

A, A 1

,
A", A" 1

, AIV
,

SERIES PROPOSIT
A%

A.

&C.

/i M
,

/i m
,

an
,

/i
v

}

DIFFER. I.

&c.

K l', b u
y b v

,

DIFFER. II.

^vi
, &c.

c
»

f°, <««, <•", fV,

DIFFER. III.

&c.

</“, </<», </«v
,

<^v
? &c.
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erit feriei fummatricis terminus generalis, feu qui indici

x refpondet

' v '
r. 2 i.. a. 3

qui fimul exhibet fummam x— i terminoruin feriei

propofitae , </, a 1
,

a "
,

/j ui
,

a (V
,

&c.

J 7. Quod fi ergo in hac fumma loco x— i feri-

batur x, prodibit feriei ’propofitae terminus fummatorius

fuminam x terminoruin complc&ens

1 iX-r-2)
,

.r(x-t)(jr-2)(A--3)
• </-j-&c.

1. 2 l. 2. 3 • I. 2. 3. 4

Hinc
, fi litterae b

,
c

,
d

,
valores ipfis afiigna*

tos redneant, erit

S E R I E I.

a 1
,

<i
n

,
fl
m

,
/z

,v
,

« T
,

&C.

TERMINUS GENERALIS.

J . >1
I

(y-lX^
|

^-lXr-aX^-3)^ , (jr-iX-y-a)(j>3)Cr.4)
‘ ^ ' ' 1. a T

1. 2. 3
T

1. 2. 3. 4

&c. '

ET TERMINUS SUMMATORIUS.
x(x-l) zl x(x-l)(x-l)

,
2-(2T-l)(r-2)(2--3)

,r<J
I

1

I. 2 I. 2. I. -2. 3.
</-f-

&c.

Inuento ergo feriei cuiusuis ordinis hoc, qnem oftendi-

mus, modo termino generali, non difficulter ex eo ter-

minus fummatorius reperietur
,

quippe qui ex iisdem

diflerenriis conikuxr.

j8. Hie
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y8. Hie modus terminum fummatorium per diffc-

rcndas feriei inueniendi imprimis ad eiusmodi feries, quae

tandem ad differentias conftantes deducunt, eft accom-

modatus
;

in aliis enim cafibus exprdfio finita non repe-

ritur. Quodfi autem ea
,
quae ante de indole termini

fummatorii funt expofita
,

attentius pcrpcndamus
,

alius

modus fe offert terminum fummatorium immediate ex

termino generali inueniendi
,

qui multo latius patet
,

at-

que in infinitis cafibus ad cxpreftiones finitas deducit, qui-

bus prior modus infinitas exhibet. Sit enim propolita

feries quaecunque.

a
>

^ c
>

e
t f y

&C.

cuius terminus generalis, feu indici x refpondens fit

zz X
;

terminus autem fuminatorius fit zz S
,

qui cum
fummam tot tenninorum ab initio cxhibeat, quot nunc-

i*us x continet vnitates ,
erit fumma x— i terminorum

zzS — X; eritque adeo X differentia expreflionis S— X,
cum relinquatur, ft haec a fequente S fubtrahatur.

Cum jgitur fit X~^ (S—X) differentia eo mo-

do fumta, quern capite praecedente docuimus, hoc tantum

difcrimine
,
vt quantitas ilia conftans w hie nobis fit zz i

.

Quare , ft ad fummas regrediamur, erit 2XzzS— X,
ideoque terminus fummatorius quaefttus

S zz sX —(— X —(— C *

Quaeri ergo debet fumma funftionis X methodo ante

tradita, ad camque addi iple terminus generalis X, erit-

que aggregation terminus fummatorius. Quoniam autem

in
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In fummis fumendis inuoluitur quandtas conftans, flue

addenda fee fobtrahenda
;
ca ad praefcntem cafum accom-

modari debebir. Manifeftum autcm eft, fi ponatur xzzo,

quo cafu numerus terminorum fummandorum eft nullus,

fummam quoque fore nullam
;
ex quo quantitas ilia con-

ftans G ita determinari debebit, vt pofito x— o, fiat

quoque S ~ o. Pofitis ergo in ilia aequatione S~ 2X
-4~X—j—C tain Szn o quam xzzo

, valor ipfius C in-

venietur.

60 Quoniam ergo hie toeum negotium ad fomma*
tionem funth'onum fupra raonftratam reducitur, ponendo
u> ~ i

,

exinde depromamus fummariones rraditas
j

ac
primo quidem pro poteftadbus ipfius x erit

= rr x

2.

v

"Sx* rr \x 3— $x* -f- \x

fje* -Hi**

S*4 = \xs— lx* Hh ?x3— Jsx

— lx*— \x s -HA*4—A**

Sat 9~ }x r *x s *^4.

quibus accenfeatur fummado gcneralis poteftads x” §. 19.

tradita
,
dummodo ibi vbique loco o» vnitas feribatur.

Harum ergo formularum ope omnium ferierum, quarum
termini generales font funSHones rationales integrae ipfius

*> termini fummatorii expedite inueniri poterunt.

H 61. De-
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6r. Denotet S.X terminum fummatorium fcriei,

cuius terminus generalis eft n: X
;

eritque, vt vidimus,

S.X = SX + X + c
dummodo conftans C ita aflumatur

, vt terminus fum-

matorius S.X euanefcat pofito x zz o. Hinc igitur ter-

minos fummatorios ferierum poteftatum, feu quorum ter-

mini generales comprehenduntur in hac forma xH ex-

primamus. Pofito itaque

S.x" ZZ i—f— s'*—i— 3*—|— 4"—f- . . . —{—x"

erit

o 1 .... »
S.x"— -j— — x"~‘—}.— - x"-^W+I 2.3 2. 3. 4. 5

, , «C»-iX»-2X»-3X»-4) , , «C»-0 • • (»-0 .

+«•TTTi— *
». 3 - . .T.7

+
<-0 <!-.) (o-o)

2. 3. 4 . . I O. I I 2.3 . . 12. I 3

+ v.

^

• — (^ Si’- *~r
* 2.3 .. . I4.IJ 2.3 . . . I(S.I7

-f-
42 ’2. 3 • • • • • • . . . 18.19

1222277 .... . . . (»-i8)

IIO 2* 3 • • • » . . . 20.21

-4-
854513 <«-i) , . . . (n-20)

^ 2* ^ • 1 • • . . . 22.23

IIglg204 J$ »(»-l) . . . . . (#-22)

J 2 • 5 • • • . . . 24.25

*+•
76977927 <*~l) . . . . . . . (»-24)

2. 3

&C.

^•>7

X»-i9

#*-«

X*-*i

62.
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bus ita

S.*° :

S.x* z

S.x* Z

S.x3 Z

S.x* z

S.^ 1 -

S. Xs z

S.x 7 z

S.x 9 z

S.x* Z

S.x'°z

S.xXI r

S.x 19 z

S.x 73 z

S.* 14 =

S.#* J :

S.* 14 :

€ A P V T II y*

Hinc ergo fummae pro variis ipfius * valori-

fe habebunr ; ...

lx* +{^
lx3

lx* lx3

X
T

-H } * a

I -*
-4 "H T * 3

75*

-hi -*
11 “HA*4

x
1***

Ixr -t- \x* | i * s

| X s

: tc* 10

TT** 1

-"Hi * 7 -HA * 4 — A* 4 -\-r\x*

H- i*a “H f X 7 A** I X3

j

— 7
*
5*

-Hi * 9 “H l X
s

fax*

’-Hi * 9 —
-Hi * 4

t’/fx*

x 7 -
4- x s— i * 3 —HA*

T
I
T**

, -Hi*,,*-HH* X 0— V

*

B -H V * 4— V* 4 -HA* a

ij* 13 -HHn+ * ri— V * 9 -H V * 7
>—

f

i * *-H i * 3—,VTra*
t?*14 —H i * 1

3

—Hii * 1

1

Va?* 1 °4-W*'— tV*4-HH*4—

u

J**
rV* ,5 -Hi* 14 -H i * 13—

— tV* 7-HV* 5— ff $**3-H£x
TV* Iff -H i*,5 -H i *

14— li*,a -HW*10

—w^-hw*4—\y*4-Hy*a

A* ,T -Hi* ,4 -H I x ts— y x13 -f- *
T*x r *— i

^
3x*—H*f°x r— ,

if
a* 5-H ,

i°*
3—VtV*

&c. quae
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quae fummae ex forma generali vsque ad poteftatem vi-

cefimam nonam continuari poflunt. . Atque ad hue vl-

terius progredi licerct, fi coeflkientes iili numerici vlte-

rius ellcnt eruti.

6$. Ceterum, in his formulis lex quaedam obfer*

vatur, cuius ope quaelibet ex praecedente facile inueniri

poteft, excepto tantum termino vlcimo, fi in eo poteftas

ipfius x prima contineatur : turn enim in fumina fequen-

te vnus terminus infuper accedit. Hoc autem omiffo,

fi fuerit

S.ar»~ ax”+i-\-Gx”-\-y x*-i—
£x 7—{— fj x«*-9-&c.

crit fequens fumma

:

nj-2 »+ I

»+ 1 n
-fi .—— yx* !— Sxm-i

n~2
Sx"-

.
»+I s e 1

n\ l . o
-f- —- tx"~* — &c"~6-\ L- &C.

n “4 »-S* »~8

vnde fi n fuerit numerus par, fequens fumma vera pro-

dit : at fi » fuerit numerus impar, turn in fequente fum-

ma praeterea defiderabitur terminus vldmus, cuius for-

ma erit +(px Interim tamen hk fine aliis fubfidiis ita

inueniri poterit. Cum enim fi ponatur x~i, fumma vni*

ci tantum PSrmini
,
(hoc eft terminus primus, qui erit

zz i ,) oriri debeat
:
ponatur in omnibus terminis iam in-

venris xzz r, ipfaque fumma ftatuatur m, quo fa£fo va-

lor ipfius <P elicietur, eoque inuento vlterius progredi li-

cebit. Atque hoc pa&o omnes iftae fummae inueniri po-

tuilfenc. Sic, cum fit

S.x *
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S.x'=lx* -f- ixs -f- W — Vt
• eric

= — $TV* 3 “b<P*
. feu

S. jr
ff

r
? + i x<s H- i x s—

~ £ * 3
-f- P*

.

Ponacur nunc x~i, fiet i zz f -f- 1 -f- \— f $
ideoque <P — i— f ~ , vci ex forma generali inue-

nimus.

«4. Ope harum formularum fummatoriarum nunc
facile omnium ferierum, quarum termini generates funt

fun&iones ipfius x rationales integrae, termini fummaco-

rii inueniri poterunt, hocque multo expedidus, quam prae*

cedente methodo per differentias.

EXEMPLUM I.

Jnuemre terminum fummatorium huius feriei

a, 7, ij, 26 y 40, J7, 77, 100, 126, &C.

cuius terminus generalis eft

3 xx -f- x
2

Cum teiminus generalis conftet duobus membris, qnae>

ratur pro vtroque terminus fummatorius ex formulis fu-

perioribus

S* 4 x x —— i “4“ $ x x —\— J x
&

S. lx~ . . . f Jr*-!- !
*•

• eritque

H 3 qui

Digitized by Google



6» C A P U T 1

1

qui eft terminus fummatorius quaefitus. Sic, fi ponatur
X— S, erit i-6* ~ 90, fumma quinque terminorum

3 7 -4- ij —1_ 26 -4- 40 iz 90 .

EXEMPLUM II.

Imenire temunum fummatorium feriei

*> 27 »
I2 J , 343 , 729 , X33«

, &C.

quae cotitinet cubos uumerorum
imparium.

Terminus generalis huius feriei eft

~
( 2X— l)

3 ~ 8*J -—12 XX -f- (iX— 1

,

vnde tenninus fummatorius fequenti modo colligetur.

-+- 8- S.* 3 ~ 2JT4 —f— 4X 3 -4— 2X* '

&
1 2. S. X* ~ . 4JC* 6x' 2x

atque

—f- 6. S.X — . —}- 3
** —f- 3*

denique— 1. S. x° ~ — x.

Erit fciiicet fumma quaefita zzzx*—x*~xx(2xx—i),

Vti,fi ponatur x~6 erit 36.71:^:2556 fumma fex ter-

minorum feriei propofitae ~ 1-4-27-1-1 25-4-343—(—729

-+-1 33 1— - 5S 6 -

65. Quod fi terminus generalis fuerit produ&um
ex factoribus fimplicibus, turn terminus fummatorius fa-

cilius reperietur per ea, quae fupra §. 32. & fequenti-

bus funt tradita. Cum enim
,
pofito w— 1 ,

fit

2 (

x
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s (x+ny=Z (x\n)

&
2 (jr-f-») (jr-l-B-f-i) = (*-f») (*-f-#-fi)

atque

2(jr
-f «f i)(r

-f
«
-f

2)—|(a-1n-i)(x |«)(jr -}-//-}- i)(.r
-f
w

-f-
2)

&C.

fi ad has fummas ipfos terminos generales addamus, fii-

mulque conflantem adiiciamus
,
quae pofto x—o

y red-

dat terminum fummatorium euanefcentem, fequentcs ob-

tinebimus terminos fummatorios.

s-(*+«) zz 0 — i »(»+*)

&

atque

S.(^t'7X^+»+ IXJr+«+2)z:iCxt»X^+»-fiX^+»+2X'r-f-»+3)— <*+*)(*+ 3)
ficquc porro.

Si ergo fuerit vel n~o vel n~

—

i
, qaantitas con-

flans in his fummis euanefdt.

66. Serieiergo r, 2, 3, 4, j, &c. cuius terminus

generalis eft— x
;
terminus fummatorius eritm *0r-f~i)

feriesque fummatrix haec: 1, 3, 6, 10, 1 j, &c. cuius porro

terminus fummatorius erit= & feries fum-
1. 2. 3

matrix haec: 1,4, 10, 20, 3 j, &c. Haec vero denuo termi-

num fummatorium habebit
— 1 ^

qui
1. 2. 3, . 4

’ ^

ent
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erit termini's generalis feriei i, y, i y, 3 f, 70, 8cc. tuiiusque

terminus fuminatorius erit -- — — —

.

1. 2. 3. 4. y

Hae autem feries prae reliquis probe funt notandae, quo-

niam earum vbique ampliflimus eft vfus. Ex his enim

defumuntur coefficientes binomii ad dignitates eleuati,

qui quam late pateant, cuique in his rebus parum ver-

fato abunde conftat.

67. Ex his etiam illi termini fummatorii, quos ante

«x difTerentiis elicuimus, facile inueniuntur. Cum enim

ibi tenninum generalem fequcnti forma inuenerimus

cxpreflum

31. I. 2.

fi cuiusque membri terminum fummatorium quaeramus

eosque omnes addamus, habebimus terminum fummato-

rium huic termino generali conuenientem. Sic cum fit

S 1 =z x
Sc

S (x—l) ~ i X (x~l)

atque

S (x-i)(x-2) — $x(x-i)(x-2)
&

S (x-j)(x-2) (x~i) ZZ i x(x-l)(x-2) (x-j)

&c.

erit terminus fummatorius quaefitus:

TT
|

.

«(*-»)
,. .

x(x~ 1X*~ » )(*- 2 X-*-" 3)

i. 2 1. 2. 3
~

r. 2. 3. 4
d-\-8cc.

quae
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quae forma non difcrcpat ab ea
,
quam ante ex diffe-

rentiis obtinuimus.

68. Deinde ctiam haec terminorum fummatorio*

rum inuentio ad fra&iones accompiodari poceft
:

quia

enim fupra §. 34. inuenimus efte, ponendo w—

1

v ?

eric

(x—(—n) (x— »-+-
1 ) «-f-i »-+•*

Simili modo, fi ad fummas fupra inuentas ipfos terminos

generates addamus
,

feu quod idem eft
,

ft in illis ex*

preffionibus loco x ponamus x -+- 1 habebimus

L_ T —_1 I
(x-\-n)(x\n\i)(x\n-{2) 2 ' (*+»+») 0+ »-f 2)

. 1 i^ 2 («+x) O-f-2)
f

1 ) \x-\-n-j-2) (x-+-*-+-3)

3 '(^+ w -f-lX-r+ w+ 2X-»'+»+3) 3 >+iX«+*X«+3)

quae format facile pro lubitu vlterius continuantur. '

69 ^-lia cnt S
‘ (*-|-»X*+»+0

=
*T* x+»+i

erit quoque

c 1
S

1
- — L_

I Etfi
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Edi ergo neuter horum duorum tcrminorum fummato-
rioruin feorflm exhiberi poteft

, tamen eorum differen-
tia cognofcitur

;
hincque in pluribus cafibus iurnmae fe-

rierum fatis expedite afiignantur; id quod vfu venit, fi

terminus generalis fitbrit fra£Ko
, cuius denominator in

fadores (Tmplices rdolui poteff Turn enim tota frac-
tio in fraQriones partiales refoluatur

;
quo fafto

, ope
huius lemmatis mox patebit, verum terminus fummato-
rius exliiberi queat nec ne ?

exemplum I.

Inuenire terminum fummatorium feriei hums :

, -t- I H- £ H~ tV -+~ tt &c.

cuius terminus generalis eft
~ -~ a

^ .

Terminus ifte generalis per refolutionem reducitur ad

hanc formam — 7— . Hinc terminus fummato-x 1 '

rius erit — 2 S. — 2 S. j-j— ,
qui ergo per prae-

cedens lemma erit = 2
. Sic, fi fitx“f— x x—|— i

’

x — 4 » crit f — i £ -+- £ -£* jB . *

EXEMPLUM II.

Quaeratur terminus funmatorius feriei huius

:

f > Vt » jr 1 tV > rfr » &C.

cuius terminus generalis eft
—

:

.

J
3

Quia
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Quia termini generalis denominator habet fa&ores

ix— i & 3 »
>s refoluetur in has partes

:

I I . I 'I t .1 1

ax— i 4
'

2ar-r+-3 8 ‘ x- |oo
ih*1

At eft

S
1 —

Sc.

1

l
- 1

1

x-\-i

&
*

. . t

T T •%

s — C - z.
r

• •*•-+-! 3

' ergo *
• */

r

1 c 1
,

2 _I
;

I

x—-i
* *-+-! 3 x—H4 x-bl

cuius pars o&aua dabit tcrminum fummatorium quaefitum

ncmpe

i i i '
i _ a- * _

4 12 8X-+-4 8^-t-x 2

_ ^(4*'-+-
5)

3C^-l-0(a-«-b-3)
‘

, 1
*

•.’I

70. Quoniam numeri figurad, quos coefficientes

binomii ad dignitatcs eue&i praebent
,
prae ceteris no-

tari merentur
,
fummas ferierum exhibeamus

,
quorum

numeratores fint ~ i , denominatores vero numeri figu-

rad
;

id quod ex §. 68. facile fiet. Seriei ergo cuius

» ,.ii I 2 Ter-
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Terminus generalis

eft

i. a

jr(x-fi)

l. a. 3

*(*•+ iX^T*}

I. 2 . 3 . 4

*(*+0(*+2X*+3)

i. a.
3 - 4- f

*(*+0(*+ 2) (*+ 3) (*’)'4)

&c.

Terminus fummatorius

eric

i

i

i

_i- 3—
(*+l)(*+2)

i. a . 4

(*+ 0(*+ 2) (x+3)

I. 27 3. J

(*+iX*+2)(*+3X*+4)

&c.

vnde lex, qua iftae exprefllones progrediuntur, fponte

apparec. Neque vero hinc terminus fummatorius, qui

conueniat termino generali ~
,

colligi poteft, quippe

qui per formulam definitam exprimi nequit.

>1. Quoniam terminus fummatorius praebet fum-

mam tot terminorum
,
quot vnitates continentur in in-

dice r
5 manifeftum eft harum ferierum in infinitum

continuararum fummas obtineri , fi ponatur index x in-

finities : quo cafu expreflionum modo inuentarum ter-

mini pofteriores
,
ob denominatores in infinitum abeun-

tes
,
euanefcent.

Hinc
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Hinc i/he feriea infinicaefinitas habebunt fhmmas, quae

V* . \ * y \ V V V

T 4“ T -f“ a 4“ iV 4“ TT 4~
r *

&c.

- T »
<

. 4

\

1+ 4+ A+15+ 7V + &c. — \

* -f- f- -4- tV *4“ ?t 4- tV 4“ &c.
—

—

4

I 4- 7 4-TT 4“ TT 4- jW 4- &c. — ( \

1 | -i- -4- y
*
? -f- -{- &c» — c

T - -

&c.

Omnium ergo /erierum
,
quarum termini fummatorii

habentur ,
in infinitum continuatanim funimae exhiberi

poterunt pofico x~tn, dummodo hoc cafu fumma«

fiant finicae :
quod quidem euenit, fi in termino fumma-

torio x tot habeat dimenfiones in dcnominatore, quot

habet in fiumeratore* ' ....

4 t
' '' * *

% * v . -• •
' * *

I 3 CAPUT
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imsp c
<£rnzr e A P UTil Jjl ar.ili 'jm! {

\nom
DE INFINITIS ATQUE INFINITE

’ = ' 5

£ ~f* r

f
.'jio -j- rfx jir tv ~f~* tt* e

-
f~ *

Cum omnis Quarititas*, quanturfiuis fit magna', vltc-

rius augeri poffit
, neque quicquantobftfet * quo-

minus ad datam quantitatem quamcunque alia quanritas

eiusdem generis addi queat
;

omnis quoque quanritas

fin^ fine augeri potcrit: neque cnim vnquam tarn magna
fiet, vt ipfi niihil aniplius adiici pofleit'.

-

Nulla igitur datur

quanritas tam magna, qua niaior concipi ncqueat: hinc-

que extra dubiurn erit pofitum, omncm quantitatem in

infinitum augeri pojje. Qui enim hoc negaucrit, is affir-

mare cogitur, dari limitem
,

quern quantitas, cum atri-

gerit, fuperare ncqueat, atque ideo ftatuere debebit quan-

titatern, cui nihil amplius adiici poilet
\
quod cum fit ab-

furdum atque quanritatis norioni aduerfetur
,

neccflario

concedendum eft, omnem quantitatem fine fine conri-

nuo magis, hoc eft, in infinitum augeri poflfe.

••• • » * ‘-Cr** ^ •* W ” *

73. In fingulis quantitatum fpcciebus hoc etiam cla-

rius perfpicietur. Sic, nemo facile reperictur, qui ftatue-

rit feriem numerorum naturalium i, 2, 3, 4, j, 6, &c.

ita vsquain efle determinatam, vt vlterius continuari non

poftit. Nullus enim datur numerus, ad quem non infu-

per vnitas addi, ficque numerus fequens maior exliiberi

TUT /;

3

i I quc-
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queat; hinc feries numerorum naturaBum fine fine pro-

greditur, neque vnquam pcraenkur ad numernm maxi-

mum, quo maior prorfus non detur. Simili modo li-

nes re£la nunquam eousque product poteft, vt infuper

vlterius prolongari non pofTet. Quibus euincitur, tarn

numeros in infinitum augeri, quam lineas in infinitum

produci pofle. Quae cum fint fpecies quantitattim, fi-

mul intelligitur, omni quantitate, quantumuis fit magna,
adhuc dari maiorem

,
hacque denuo maiorem

, ficque

augendo continuo vlterius fine fine, hoc eft in infini-

tum, procedi pofle.

74* Quanquam autem haec font adeo perfpicua,

vt qui ea negare velfet, fibi ipfe contradicere deberet;

tamen ifta infiniti docirina a pluribus, qui earn explicare

font conari, tantopere eft offufeata
,
tantisque difficultati-

bus atque etiam conrradich’onibus obuoluta, vt, qua fe

extricarent, nuUa via pateret. Ex eo, quod quantitas in

infinitum augeri poffic, quidam concluferunt, dari reuera

quantitatem infinicam , eamque ita deferipferunt, vt nul-

lum amplius augmentum fuscipere poffic. Hoc autem
ipfo ideam quantitatis euertunt, dum eiusmodi quantita-

tem ftatunnt, quae vlterius augeri nequeat. ft-aeterea

vero fecum ipfi infinitum admittentes pugnant; dum
enim incremenri, quo quantitas fit capax, finem facrunt,

fimul negant quantitatem fine fine augeri pofle
; ne-

gant ergo quoque quantitatem in infinitum augeri pofle,

quoniam vtraque focurio congruit: ficque, dum quanri-

tatem infinitam ftatuunt, earn fimul tollunt. Si enim quan-

titas
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titas fine fine, hoc eft in infinitum, augeri nequeat, cer-

te nulla quantitas infinita exiftere potent.

75. Hinc igitur ex eo ipfo, quod omnis quantitas

in infinitum augeri poffit ,
fequi videatur nullam dari

quantitatcm infinitam. Quantitas cnim continuis incre-

mentis aucla, infinita non euadct, nifi iam fine fine in-

creuerit
:
quod autem fine fine fieri debet

,
id non tan-

quam iam faftum concipi poteft. Interim tamcn non

folum huiusmodi quantiratem, ad quam iocrementis fine

fine congeftis j>eruenitur, certo chara&ere indicare, fic*

que dcbito modo in calculum inducere licet, vri mox
fofius oftendemus

;
fed etiam in mundo eiusmodi cafus

exiftere, vel faltem concipi poffunt, quibus numerus in*

finitus a£hi exiftere videatur. Sic fi materia in infini-

tum fit diuifibiiis
,

vti plqres Philofophi ftatuerunt
,
nu-

merus partium, quibus datum quodque materiae frufhim

conftat
,
reuera erit infinitus ;

fi enim ftatueretur finitus,

materia certe non in infinitum foret diuifibiiis. Simili

modo fi vniuerfus mundus eflet infinitus, vti pluribus

placuit, numerus corporum mundum oomponejatium fini-

tus certe efle non pofliet, foretque ideo quoque infinitus.

V »

’
'

.
'«

. -t

76. Hacc etiamfi inter fe pugnare videantur, ta-

men fi attentius perpcndantur, a cun£Hs incommodis li-

berari poterunt. Qui enim ftatuit materiam in infini-

tum e(Te diuifibilem, is negat in diuifione materiae con-

tinua unquam ad partes tam paruas perueniri, quae vl-

terius diuidi nequeant : nullas ergo materia habebit paf-

tes,
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ffes, vlterius indiuiduas; cum fingulae particulac, ad quas
per continuam diuifionem iam fit peruentum

, vlterius

fe fubdiuidi patiantur. Qui igitur dicit hoc cafu nu-
merum parrium fore infinitum, is partes vltimas, quae
vlterius fint indiuiduae, intelligit

;
ad quas cum nunquam

perueniatur, & quae propterea nullae funt, is has ipias

partes, quae nullae funt, numerare conatur. Si enim
materia fine fine continuo vlterius fubdiuidi poteft, par-

tibus indiuiduis feu fimplicibus prorfus caret : neque
adeo quicquam fupereft, quod numerari queat. Hanc
obrein qui materiam in infinitum diuifibilem fiatuit

,
is

fimul negar, materiam ex parribus fimplicibus efle com-
pofitam.

77. Quod fi autem, dum de parribus alicuius cor-

poris feu mareriae loquimur, non vkimas leu fimplices,

quippe quae nullae funt
,

intelligamus
, fed eas

,
quas

diuifio reuera produxit; tinn, admifla hac hypothefi de
diuifibilitatc materiae in infinitum, vnumquodque vel

minimum materiae fruftum non folum in plurimas par-

tes dilfecari
,

fed eriam nulius numerus turn magnus
afiignari poterit, quo non maior parrium ex illo frufio

feSarum numerus cxliibcri queat. Numerus ergo par-

rium non quidem vlrimarum, fed quae tpfae adhuc fint

vlterius diuifibiles
,

quae vnumquodque corpus compo-

nunt, omni numero afiignabili erit maior. Simili mo-

do, fi vniuerfus mundus fit infinims, numerus corpo-

rum mundum confKtuenrium pariter omni afiignabili erit

maior
;
qui cum finitus efle nequeat, fequitur numerum

K infi-
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infinitum & numerum omni aflignabili maiorcm effd

nomina fynonyma.

78. Qui ergo hoc modo diuifibilitatem materiae in

infinitum intuerur, nullis incommodis, quae vulgo huic

opinioni imputantur, fe implicat, nihilque affirmare co-

gitur, quod fanae rationi aduerfetur. Qui autem contra

materiam in infinitum diuifibilcm efle negant, ii in ma-

ximas difficultates prolabuntur, ex quibus fe nullo pror-

fus modo extrahere poflunt. Statuere enim coguntur

vnumquodque corpus nonnifi in certum partium nume-

rum diflecari pofle, ad quas fi fuerit perucntum, nulla

diuifio vlterior locum inueniat
;
quas vltimas particulas

alii atomos , alii monadts atque entia fimplicia vocant.

Cur autem iftae vltimae particulae nullam amplius diui-

fionem admittant, duplex efle poteft caufa : altera, quod

omni extenfione careant; altera quod quidem fint extenfae,

fed tamen tarn durae atque ita comparatae, vt nulla vis

ad eas diflecandas fufficiat. Vtrumuis patroni huius opi-

nionis dicant, fele aeque difficultaribus implicant.

79. Sint enim vltimae particulae omnis extcnfio-

nis expertes , ita vt partibus prorfus careant
;
qua ex-

plication quidem ideam entium fimpliciuin optime tu-

entur. At, quemadmodum corpus ex finito huiusmodi

particularum numcro conftare qucat, concipi nullo mo-

do poteft. Ponamus pedem cubicum materiae ex mille

huiusmodi entibus fimplicibus efle compofitum ,
hunc-

que aftu in mille partes fecari
;
quae fi fint aequales,

erunt digiti cubici: fin autem fine inaequalcs, aliae erunt

ma-
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maiorcs aliae ininores. Vnus igitur digitus cubicus fo-

ret ens (implex
,
deque maxima refultaret contradi&io

;

nifi forte in digito cubico inefle tantum vnum ens (im-

plex, reliquumque fpatium vacuum efle dicere velint:

at vero hoc modo continuitatcm corporum tollerent,

praecerquam quod i(H Philofophi vacuum plane ex mun-
do profligant. Quodfi obiiciant numerum entium fim-

plicium, quae pedem cubicum materiae conflituunt, mil-

lenary longe efle maiorem, nihil omnino lucrantur : in-

commodum enim, quod ex numero millenario fequitur,

ex quouis alio numero quantumuis magno aeque ma-

nat. Hanc difficultatem Acutiffimus leibniz ivs
,

pri-

mus monadum inuentor, probe perfpexit, dum mate-

riam abfoluce in infinitum diuifibilem efle flatuir. Ne*

que ergo ante ad inonades peruenire licet
,
quam cor-

pus a£tu in infinitum fit diuifum. Hoc ipfo autem

exiAentiam entium fimplicium , ex quibus corpora con-

Aent, penitus tollit: nam qui negat corpora ex entibus

fimplicibus efle compofita, & ille qui ftatuit corpora in

infinitum efle diuifibilia, in eadem prorfus funt fententia.

80. Neque magis autem fibi conAant, fi dicunt

vltimas corporum particulas extenfas quidem efle
,

led

ob fummam duritiem in partes diuelli non pofle. Cum
primurn enim in vltimis particulis extenfionem admit-

tunt, eas ex partibus compofitas efle Aatuunt, quae.,

vtrum reuera a fe inuicem feparari queant nec ne? pa-

rum refert
;
etiamfi nullam caufam aflignare poflint, vn-

de canta durities fit orta. Nunc autem plerique
,
qui

Ki diui-
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diuilibilitatem materiae in infinitum negant
, hoc pofte-

rius incommodum fatis fenfiffe videntur, quia priori ideae

partium vltimarum poriflimum inhaerent
;

hasque diffi-

cultates aliter diluere non poflunt, nifi aliquot lcuiuscu-

lis metaphyficis diftin&ionibus
,

quae maximam partem

eo tendunt, vt ne confequentiis, quae fecundum mathe-

matica principia fiormantur, fidamus: neque dimenfiones

in partibus fimplicibus adhiberi oportere regerunt. At

primum demonftrare debuiflent, iftas fuas partes vltimas,

quarum determinatus numerus corpus conftituat, exten-

ds prorfus non efle.

8 i. Cum igirar ex hoc labyrintho exitum nullum inue-

nire, neque obie£Honibus debito modo occurrere queant,ad

diftin&iones confugiunt, refpondentes has obieftiones afen-

fibus atque imaginatione fuppeditari, in hoc autem nego-

tio folum intelleftum purum adhiberi oportere
;

fenfus

autem ac ratiocinia inde pendentia faepiffime fallere. In-

telle&us fcilic$t purus agnofeet fieri poffe, vt pars millefi-

ma pedis cubici materiae omni extenfione careat, quod

imaginationi abfurdum videatur. Turn vero, quod fen-

fus faepenumero fallant, res vera quidem eft, at nemini

minus quam mathematicis opponi poteft. Mathcfis enim

nos imprimis a fallacia fenfuum defendit, atque. docet ob-

iefta, quae fenfibus percipiuntur
,

aliter reuera efle com-

parata
,

aliter vero apparere : haecque feientia tutiflima

tradit praecepta, quae qui fequuntur, ab illufione fenfuum

immunes funt. Huiusmodi ergo refponfionibus , tantum

abeft, vt Metaphyfici fuam doftrinam tueantur, vt earn

podus magis fufpectam eAidant. 82.

Digitized by Google



82. Verum vt ad propofirum reuertamur, etiamfi quis

neget in mundo numerum infinitum reuera exiftere; ta-

mcn in fpeculationibus mathematicis faepiftime occurrant

quaeftiones, ad quas, nifi numerus infinitus admittarar,

refponderi non poffet. Sic, fi quaeratur fumma omnium
numerorum, qui iianc feriem 1-4-2-+- 3 s-b&c.
conftituunt

;
quia ifti numeri fine fine progrediuntur, ac-

que crcfcunt, eorum omnium fumma certe finita efle non

potent
:
quo ipfo efficitur

,
earn efle infinitam. Hinc,

quae quantitas tanta eft, vt omni quantitate finita fit ma-

ior, ea non infinita efle nequit. Ad huiusmodi quanci-

tatem defignandnm Mathematici vtunrar hoc figno 00

,

quo denotatur quantitas omni quantitate finita, feu affi-

gnabili, maior. Sic cum Parabola -ita definiri queat, vt

dicatur efle Ellipfis infinite longa, refte affirmare poteri-

mus axem Parabolae efle Lineam regain infinitam.

83. Haec autem Infmiti do&rina magts tUuftrabi-

tur, fi, quid fit infinite paruum Mathematicorum
,
expo-

fuarimus. Nullum autem eft dubium, quin omnis quanti-

tas eousque diminui queat, quoad penitus euanefcar, atque

in nftulum abeat. Sed quantitas infinite parua nil aliud

eft nifi quantitas euanefcens ,
ideoque reuera erk ~ o

,

Confentk quoque ea infinite paruorum definitio, qua di-

cuntur omni quantitate aflignabili minora : fi enim quan-

titas tam fuerit parua
,

vt omni quantitate aflignabili fit

minor, ea certe non poterit non efle nulla
;
namque nifi

eflet —o
,
quantitas affignari poflet ipfi aequalis, quod eft

contra hypothefin. Quaerenri ergo, quid fit quantitas

K 3 »fi-
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infinite parua in Mathefi, relpondemus earn efle rcuera

zzo: neque ergo in hac idea tanta Myfteria latent, quan-
ta vulgo putantur, & quae pluribus calculuin infinite par-

vorum adroodum fufpeclum rcddiderunt. Interim tamen
dubia, fi quae fupererunt, in fequentibus, vbi hunc cal-

culum fumus tradituri
,
funditus tollentur,

84. Cum igitur oftenderimus, quantitatem infinite

paruam rcuera efle cyphram, primum occurrendum eft

obieftioni
,
cur quantitates infinite paruas non perpetuo

eodcm charactere o defignemus, fed peculiares notas ad
eas defignandas adhibeamus. Quia enim omnia nihila

funt inter fe aequalia
, fupcrfluum videtur variis fignis ea

denotare. Verum quamquam duae quaeuis cyplirae ita

inter fe funt aequales, vt earum differentia fit nihil: ta-

men, cum duo fint modi comparationis
,

alter arithme-

ticus
, alter geometricus

;
quorum illo differentiam, hoc

veto quotum ex quanritatibus comparandis ortum fpecta-

mus
;

ratio quidem arithmerica inter binas quasque cy-

phras eft aequalitatis
,
non vero ratio gcometrica. 'Fa*

cillime hoc peripicietur ex hac proportione geometrica
a : 1= 0 : o

,
in qua terminus quartus eft ro

,
vti ter-

tius. Ex natura autem proportionis, cum terminus pri-

mus duplo fit maior quam fecundus
, necefle eft

,
vt &

tertius duplo maior fit quam quartus.

8J. Haec autem etiam in vulgari Arithmetica funt

pkniflima : cuilibee enim notum eft, cyphram per quem-
ris munerum multiplicatam dare cyphram, efleque ». o~o,

• ficque
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ficque fore n t irro : o . Vnde patet fieri pofle, vt duae

cyphrae quamcunque inter fe rationem geometricam te-

neant, etiamfi, rem arithmerice fpeftando, earum ratio

Temper fit aequalitatis. Corn igitur inter cyphras ratio

quaecunque intercedcre poflit
,
ad hanc diuerfitatem in-

dicandam confulto varii chara&eres vfurpantur
;

praefer-

tim turn
,
cum ratio geometrica

,
quam cyphrae variae

inter fe tenent, eft inueftiganda. In calculo autera infi-

nite paruorum nil aliud agitur, nifi vt ratio geometrica

inter varia infinite parua indagetur, quod negotium pro-

pterea, nifi diuerfis fignis ad ea indicanda vtcremur, in

maximam confufionem illaberetur ,
nequc vllo modo ex-

pediri poflet.

86. Si ergo, prouti in Analyfi infinitortim modus fig-

nandi eft rcceptus , denotet dx quantitatem infinite par-

vam, erit vtique tarn dx~ o, quam adxzr. o, denotan-

te a quantitatem quamcunque finitam. Hoc tamen non

obftante erit ratio geometrica adx : dx finita, nempe

vt a : i
;
& hanc obrem haec duo infinite parua dx 8c

adx
,
etiamfi vtrumque fit ~o, inter fe confundi non

pofliint, fi quidem eorum ratio inueftigetur. Simili mo-

do ,
fi diuerfa occurrunt infinite parua dx & dy

,
etiamfi

vtrumque fit “o
,
tamen eorum ratio non conftat. At-

que in inueftigatione rationis inter duo quaeque huius-

modi infinite parua omnis vis calculi differentialis veria-

tur. Vfus autem huius comparationis, etiamfi primo in-

tuitu admodum exiguus videatur, tamen ampliffimus de-

prehenditur. atquc adhuc indies magis elucet. -

87 . Cum
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87. Cum igitur infinite paruum fit reuera nihil, pa*

tet quantitatein finitam neque augeri neque diminui
, fi

ad earn infinite paruum vel addainus vel ab ea fubtra-

hamus. Sit a quantitas finita atque dx infinite parua, erit

tam rt—\—dx
t
quam a— dx

, & generaliter a-\~ndx~a.

Siue enim relationem inter a-+-ndx & a arithmetice in*

tueamur fiuc geometrice, vtroque cafu ratio aequalitatis

deprchcndetur. Aritlimetica quidem ratio aequalitatis

tnanifefta eft
j
cum enim fit ndx— o, erit n+ndx—

a

no: geometrica vero ratio aequalitatis indc patet, quod

fit Hinc fequitur canon ille maxime re*
a

ceptus, quod infiuite parua prat finitis euanefcant , at-

que adeo horurn refpefitt reiki queant, Quare ilia ob-

ie&io, qua Analyfis infimtorum rigorem geometricum

negligere arguitur ,
Iponte cadit ,

cum nil aliud reiicia-

tur, nifi quod reuera fit nihil. Ac propterea iure affir-

«nare licet, in hac fublimiori fcientia rigorem geometri-

cum fummurn, qui in Veterum libris deprehenditur, ae-

que diligenter obferuari

88. Quoniam quantitas infinite parua dx reuera eft

no, eiusquoque quadratum dxx
,
cubus dx3

, & quae-

vis alia poteftas affirmatiuum habens exponentem erit

no
,
ideoque aeque prae quantitatibus finitis euanefcent.

At vero etiam quantitas infinite parua dx 1 prae ipfa dx

euanefcit
j

erit enim dx-k-dx1 ad dx in ratione aequa-

litatis, fiue comparado arithmetice fiue geometrice infti-

tuatur. De priori quidem dubium eft nullum, at geo-

metricc comparando erit
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,
dx~\~dx* .

dx ~ ~ * -4-dxZZ I.

8t

dx

eric dx ±dx*zz dx
, & generaliter

dx -f- dx»+j—' dx
}
duinmodo fit n numerus nihilo maior:

crit enim ratio geometrica dx-+-dx”+1
: dx~i -+-dx» ;

ideoquc, ob dx"zzo, ratio aequalitatis. Si igicur vd in

poteftatibus fit, vocetur dx infinite paruum primi ordi-

nis
,
dx * fecundi ordinis, dx 3 certii ordinis & ita porro,

manifefhim cflr prae infinite paruis primi ordinis , eua-

nelcere infinite parua altiorum ordinum.
,

i

89. Simili modo oftendctur infinite parua tertii

ac fuperiorum ordinum euanefcere prae infinite paruis

ordinis fecundi
5
atque in genere infinite parua cuiusque

prdinis fuperioris euanefcere prae infinite paruis ordinis

inferioris. Ita fi m fuerit numerus minor quam », erit

adxm —f- ld'x n“ ndxm
,

quia dx " euanefcit prae dxm ,

vti oftendimus. Hocque ctiam in exponendbus fraftis

habet locum; ita dx euanefcet prae Vdx feu dx

i

,

eritquc aVdx-\~ldxzzaVdx. Quodfi autem expo-

nens ipfius dx fit — o ,
crit dx°— 1, quamuis fit dx~:o;

hinc poteftas dx*
,
cum fiat — 1 ,fi fit a“o

,
ex finita

ftatim fit quantitas infinite parua
,
atque cxponens n ni-

hilo fit maior. JHinc ergo infiniti ordines infinite par-

vorum exifhint
,
quae etfi omnia funt — o

,
tamen in-

ter fe probe diftingui debent, fi ad earum relarionem

mutuam ,
quae per rarionem geometricam explicatin',

attendamus.

L ‘ 90. Sta-
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90. Stabilita nodone infinite paruorum facilius in-

dolem infinitorum feu infinite magnorum exponere po-

terimus. Notum eft valorem fraQionis — eo maiorcm
a

euaderc
,
quo magis diminuatur denominator a

;
quare

fi a fiat quantitas omni aftignabili quantitate minor, feu

infinite parua, necefle eft vt valor fraftionis fiat omni

aftignabili quantitate maior, ideoque infinitus. Quam-
obrcm fi vnitas feu quaeuis alia quantitas finita diuida-

tur per infinite paruum feu o, quotus erit infinite mag-

nus, ideoque quantitas infinita. Cum igitur hoc ftgnum
eo denotet quandtatem infinite magnam, ifta habebitur

. aequado ^— c/5
;
cuius veritas quoque hinc patet, quod

fit inuertendo~~ dx—o. Namque quo maior ftatui-

tur fra£Honis — denominator a , eo minor fit fracHonis
> a

valor, atque fi a fiat quandtas infinite magna feu a~ c/5
,

necefle eft, vt fra&ionis valor ^ fiat infinite paruus.

91. Qui vtrumuis horum radociniorum negnuerit,

eum in maxima incommoda prolabi, atque adeo certifli-

ma Analyfeos fundamenta euertere necefle eft. Qui cnim

ftatuit valorem fra£Honis — efle finitum vd b
,

vtrinque,

per denominatorcm muldplicando pi*odiret azno. b, at-

que ideo quandtas finita b per nihil o muldplicata prae-

' beret
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beret quantitatem finitam a
,
quod eflet abfurdum. Mub

to minus valor ille b fra&ionis ^ poterit cfle no: nara

o per o mulriplicata quandtatein a produccre nullo mo-

do potent. In idem abfurdum incidit, qui negat efle

— no, ei enim diccndum erit efle quanticati fi-

nitae b : quare cum ex aequatione — zzb legitime fequa-

/

tur haec c/in-4 , foret valor fra&ionis 4-, cuius nume-

rotor ac denominator funt quantitates finitae, infinite ma-

gnus, quod perinde foret abfurdum. Neque vero etiam

valorcs frafHonum — & — imaginarii ftatui poffunt

:

O C/2

propterea quod valor fra&ionis, cuius numerator eft fini-

tus denominator vero iinaginarius, neque infinite magnus

neque infinite paruus efle poteft.

92. Quantitas ergo infinite magna , ad quam noS

haec confideratio perduxit, & quae fola in Analyfi infini-

torum locum habet, commodiffime detinitur dicendo,

quantitatem infinite magnam efle quotum
,

qui ex diui-

fione quantitatis finitae per infinite paruam oritur. Vicis-

fim ergo erit quantitas infinite parua quotus
,

qui oritur

ex diuifione quantitatis finitae per infinite magnam. Qua-

re, cum eiusmodi proportio geometrica fubfiftat, vt fit

quantitas infinite parua ad finitam, ita finita ad infinite

magnam
5

vti quantitas infinita infinities maior eft quam

finita ,
ita quandtas finita infinities maior erit quam infi-

.

' •’ e L z nitc
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nite parua. Huiusmodi igitur locuciones
,
quibus plures

offenduntur, non funt improbandac
,
cum certiflimis in-

nitantur principiis. Deinde eriam ex aequatione ~ oo

fequitur fieri pofle, vt nihil per quandtatem infinite mag-

nam mulriplicatum producat quandtatem finitam
,
quod

alienum videri poflet, nifi planiffime per legitimam con-

fequenriam eflet deductum.

9 3. Quoniam inter infinite parua, fi fecundum ra-

tionem geometricam inter fe comparantur, maximum
deprehenditur diferimen

,
ita quoque inter quantitates in-

finite magnas multo maior differentia intercede ,
cum

non folum geometrice fed etiam arithmedee comparatae

diferepent. Ponatur quantitas ilia infinita, quae ex di-

vifione quantitads finitae a per infinite paruam dx oritur,

“A, ita vt fic~~A

:

erit vdque

cum igitur & nA fit quantitas infinita
,

fequitur inter

quandtates infinite magnas rationem quameunque locum

habere poffe. Hincque, fi quantitas infinita per nume-

rum finitum fine mulriplicetur
,

flue diuidatur, prodibit

quantitas infinita. Neque ergo de quandtadbus infinitis

negari poteft, eas vlterius augeri pofTe. Facile autem

perfpicitur, fi rado geometrica, quam duae quantitates in-

finitae inter fe tenent, non fuerit aequalitads, multo mi-

nus earum rationem arithmericam aequalitads efl*e pofle,

cum potius earum differentia Temper fit infinite magna.

54. Quan-

%
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94. Quantumuis autem nonnullis idea infiniti, qua

in Mathefi vtimur, fufpeSa videatur, qui hanc ob cau-

Cun Analyfin iniinitorum profligandam arbitrantur; ta-

men hac idea ne in partibus quidem Mathefeos triuiali-

bus carere poffumns. In Arithmerica enim
,

vbi doc-

trina logarithmorum tradi folet, logarithmus cyphrac &
negatiuus & infinite magnus ftatuifur ,

neque quisquam

eft tam mentc captus, vt hunc logarithmum vel finitum

vel adeo nihiio aequalem dicere audeat. In Geometria

autem & Trigonometria hoc clarius apparet
;
quis enim

vnquam negabit tangentem fecantemue auguli re£H non

efle infinite magnam ? & cum reftangulum ex tangente

in cotangentem fit radii quadrato aeqnale, cotangens au-

tem anguli refti fit ~o
;
in Geometria adeo concedi de-

bet, produftum ex nihik) & infinite efle poflc finitum.

... 9$. Cum fit ~ quantitas infinita A, patet hanc

quandtatem fore quantitatem infinities maiorem, quam
"
j a

1

a:
’ *

A : eft enim -r- : -7- — a : A , hoc eft vt ntrmerus fini-
dx dx

tus ad infinite magnum. Dantur ergo inter quantitates

infinite magnas efusmodi rclationes, vt aliae aliis infini-

ties maiores efle queant. Sic erit quantitas infinita

• •
• ft

•
-

' jj

infinides maior quam
;

pofito enim j-x— A erit

A a— -7- . Siraili modo erit 7-r quantitas infinita infi-

dx% dx ' • dx*

L a nines
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nities maior quam ~~
,
ideoquc infinities infinities nw-

ior quam -j~. Dantur ergo infiniti gradus infinitorum,

quorum quisque infinities maior eft quam praecedentes:

atque adeo fi numerus m vel rantillum maior fit quam

n
,

erit -— quantitas-infinita infinities maior quam quan-
* '

. , J ,'*•». i.

titas infinita ; > •
• : .

dx*
f

96. Quemadmodum in quantitatibus infinite paruis

dantur rationes geometricae inaequales, cum tamen ra-

tiones arithmeticae omnes fint aequales : ita in quanri-

tatibus infinite magnis dantur rationes geometricae ae-

quales
,
cum tamen arithmeticae fint quantumuis inae-

quales. Si cnim a 8c b denotent quantitates finitas, hae

duae quantitates infinitae -4- b 8c ~ rationem geo*

metricam habent aequalitatis
;

erit enim quotus ex ea-

rum diuifione ortus ~H — 1 ob dx—o: inte-
a

rim tamen, fi arithmetice comparentur, ob differenriam

~b
,

ratio erit inaequalitatis. Simili modo

ad rationem geometricam habet aequalitatis, cxpo-

nens enim rationis eft ~ 1 dx— 1 \
verum tamen

differentia eft ^ ideoque infinita. Hinc fi ad rationem

geometricam fpe&emus, infinite magna inferiorum gra-

.
• * duum
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duum prae infinite magnis fuperiorum graduum eua-

nefcunt.

97. His de gradibus infinitorum praemoniris, mox
apparebit fieri pofle

,
vt produfhim ex quantitate infi-

nite magna in infinite paruam non folum quanritatem

finitam producat, quod fupra eucriifle vidimus; fed eti-

am huiusmodi produ&um effe poterit fiue infinite mag-
•

/I

num fiue infinite paruum. Sic quanritas infinita
, fi

per infinite paruam dx mulriplicetur, dat produftum fini-

turn ~ a ’
fin autem mulriplicetur per infinite par-

vum dx9
,
vel dx 3

,
vel alius fuperioris ordinis, produc-

tum erit vel ndx, vel ndx 2
,
vel ndx 3 &c. ideoque in-

finite paruum. Eodem modo intelligetur, fi quanritas

infinita mulriplicetur per infinite paruam dx, produc-

» ' (I'm
turn fore infinite magnum: atque generatim fi -j—» mu^*

riplicetur per bdx m
,
produ£lum aldxm~9 erit infinite

paruum fi m fuperat n
;

finitum fi m aequat n
;

8c infi-

nite magnum fi m fuperatur ab «

.

98. Quantitates tarn infinite paruae, quam infinite

magnae in feriebus numerorum faepifiime occurrunt, in

quibu9 cum fint numeris finitis permixtae , ex iis lucu-

lenter patebit, •quemadmodum fecundum leges continui-

tatis a quanticaribus finitis ad infinite rnagnas atque infi-

nite paruas tr^nfitio fiat. Confideremus primum feriem

nume-
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numerorum naturalkim, quae fimul retro continuata erit

&c.—4— 3—

2

— i “i~ o —(— i —{— 2 —f— 3 —I—4—I— &c.

Numeri ergo continuo decrefcendo praebenc tandem o

feu infinite paruum , vnde vlterius continuati negatiui

euadunt. Quamobrem hinc intelligitur a numeris finitis

affirmatiuis decrefcentibus tranfiri per o ad negariuos cre-

fcentes. Sinautcm eorum numeroram quadrata fpetten-

tur, quia omnia funt affirmadua

&C. 16 -f- 9 -4- 4 -f- I -f-o-f— i -f- &C.

crit o quoque tranfitus numerorum affirmatiuorum decre-

fccntium ad affirmariuos crefcentes
;

atque fi figna mu*

tentur, erit quoque o tranfitus numerorum negatiuorum

decrcfccntium ad negaduos crefcentes.

99. Si feries cotifideretur, cuius terminus generalis

eft Vx
t
quae eriam retro continuata erit huiusmodi

&c. -+-Y- 3 -+-V-2-+-V- 1 -ho-+-v i -+-v2 -+-v 3
-*~y4-+- &c.

ex qua patet o, quoque tanquam limitem confiderari pofle,

per quern a quantitaribus realibus ad imaginaria tranfea-

tur. Si ifti termini tanquam applicatae curuarum confi-

derentur
,

perfpicitur
,

fi eae fuerint affirmatiuae atque

cousque decreuerint vt tandem euanefcant
,
turn eas vl-

terius condnuatas vel fieri negatiuas, vel iterum affir-

matiuas, vel adeo imaginarias. Idem eueniet, fi applica-

tae pritnum fuerint negatiuae; turn enim aeque poft-

quam euanuerint ,
fi vlterius coudnuentur

,
vel affirms^

duae
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date Sent, vel negaduae vel imaginariae
;
quorum phae-

nomenorum plurima exempla praebet dochina de lineis

curuis in libro praecedente tra&ata.
* : x t 7 •

, ** lm :

too. Eodem modo in feriebus occumme focpe ter*

mini infiniti : fic in ferie harmonica, cuius terminus ge-

neralis eft —
,
indici x~o refpondebit terminus infinite

magnus
; totaque feries ita fe habebit

:

&c.

—

i— 7

—

i— H-7-MH-J-4-&C.

A dextra ergo ad ftniftram progrediendo termini cres*

cunt, ita vt ^ iam fit infinite magnus
,
quem cum tran-

fierint
,

fient negatiui decrefcentes. Hinc quantitas in*

finite magna fpefrari poteft tanquam limes
,
per quem

numeri affirmatiui progreffi fiunt negatiui, &,viciflim:

vnde pluribus vifum eft, numeros negaduos confiderari

pofle, tanquam infinito maiores, proptcrca quod in hac

ferie termini continuo crefcentes, pwquam infinitum at*

tigerint, abeant in negaduos. At vero fi ad feriem, cuius

terminus generalis eft ~
, attendants

, poft tranfitum

per infinitum rurfus prodeunt termini affirrrrariui.

&c. i -H * -4- i -+- *4- f H- f-H i 4- &c.

quos tamen nemo infinito maiores dixerit.

tot. Saepenumero quoque in feriebus terminus

infinitus conftituit limitem, terminos reales ab imagina-

• 1 M riis
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riis fegregantcm, vd fit in ferie hac, cuius terminus ge*

ncralis eft
Vx

*c
- vq +•

jhl •+• v^t 7 +• Vi VI
'+H &c'

«

neque tamen hinc fequirur, imaginaria efle infinito ma-

iora: quoniam ex ferie ante allata

&c.-f-V- 3-+-V-2-t-V- 1-f- o-f-Vi-hVs -4-1/ 3 &c.

aeque fequeretur, imaginaria efle nihilo minora. Deinde

vero etiam a terminis realibus tranfitus ad imaginarios

exhiberi poteft, quorum limes neque fit o neque c/3,

vd fit, fi terminus generalis fucrit His autem

cafibus, cum ob irradonalitatem quilibet terminus gemi-

num habeat valorem, in limite inter realia & imaginaria

Temper bini ilii valores fiunt inter le aequales. At quo-

ties termini, qui ante erant affirmadui, abeunt in nega-

duos
,

tranfitus Temper fit per limitem vel infinite par-

vum, vel infinite magnum, quae omnia ex lege conri-

nuitatis, quam in ineis curuis deprehendimus
,

clarius

elucent.

io2 . Ex fummarione quoque ferierum in infini-

tum excurrenrium plura hie afierri poflunt
,
quae cum

ad hanc infinid do&rinam magis illuftrandam, cum vero

ad prura dlibia, quae in hoc negotio fuboriri folent, de-

Ienda inferuiurtt. Ac primo quidem, fi feries conftet

ex terminis aequalibus, vt

i —I— i i “4— i "4— i —4“ i -4- &c.
t
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eaque fine fine, hoc eft in infinitum condnuetur, nuHum

certe , eft dubium , quin .omnium horum terminorum

lumma miior ft omni nranero affignabili
;
eaque prop-

tcrea infinite ft necefle eft. Hoc quoque confinnat eius

origo, dum oritur ex cuolutione fra&ionis

—-—~ i -4- at—}— jr
1 -4~jr

3 —j-&c.i—x

ponendo x—i
;

erit ergo '

—-—~ i x -f- 1 -4- 1 -4- &c.
i— i

ideoque fumma ~ 1

^ ^— infinito.

103. Quamuis autem hie nullum dubium nafei

queat, cum idem nuraerus finitus infinities fuintus in in-,

finitum abirc debeat; tamen ipfa origo ex ferie gencrali

—i—— 1 — -*—I— —l—^ 3 — x*4—!

—

s
~i—&c - - -

!,• . i—* '

. . i .
•

#
•;

grauiffima incommoda afferre videtu* : fi enim pro x

lucceffiue ponantur numeri 1, 2, 3, &c. fequentes feries

cum fuis fummis prodibimt.

A . . . 1-4-1-H i + «+ 1 -4-&c.= infinita

t

B . . . 4+ 8+ +&c.r- ~ l

C . . . i-4-3-I-»“H 27-4-8i4-&c.——— zz-i

D . . . 1-4-4-4-1 6-4-^4~ $6-+-&C.~ —— 7 '

1——4
. .

V- - &c. . .
--

• ~b " M a Cum
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>

Cum fgicur feries B fingulos terminos praefer primam
habeat maiores, quam feries A, fumma feriei B neces-

fario multo maior effe deberet, quam fumma feriei A:
interim tamen ifte calculus oftendit feriei A fummam in-

finitam, feriei B vcro fummam negarivam, hoc eft jiihr-

lo minorem, quod concipi non poteft. Multo minus

cum folitis ideis conciliari poteft, quemadmodum huius

eft fequentiurrt ferierum C, D, &c. fummae fiant nega-

tiuae, cum tamen omnes termini fint affirmatiui.

1 04. Ob hanc rationem opinio fupra allata multis pro-

babilis videri folet, quantitates fcilicet negatiuas quandoque

confiderari pofle tanquam infinito maiores feu plus quam
infinitas

;
& cum etiam numeros vltra nihil diminuendo

•perueniatur ad negatiuos, difcrimen ftatuunt inter numeros

negatiuos huiusmodi — i f
— 2,— 3, &c. & huiusmodi

t | I • 2 |
- * * *

. , , &c. illos nihilo minores, hos vero

infinito maiores dicendo. Verumtamen hoc pa£lo diffi-

cultatem non tollunt, quam fuggerit haec feries

1 -+- a*-f- 3 -b 4* 3 +.H4 •+ &c. =
vnde oriuntur fequentes feries :

A . . i-V-a-+- 3 4 4- J infinito

1
B . . I H-4-f-i 2-f-32-f-8o-f-&c

— —= I

vbi cum finguli termini feriei B fint maiores, quam fin-

guli termini Jsrici A, primis foiis exceptis, quemadmo-
*

,
• dum

0
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dum fumma feriei A fit infinite, feriei B vero fumma ae*

qualis i, hoc eft foli termino primo, ex illo principio

cxplicari omnino nequit.

105. Quoniam autem fi vellemus negare efle —1~
r I - | . I

, fi fi—-
,
& —

j
— — -7 ,

firmiflima Anatyfeos fundamenta

collaberenrar
,

ilia ante commemorate explicatio prorfus

admitti non potefh Quin potius negare debebimus, il-

las, quas. formulae generales fuppeditauerant , fummas
efle veras. Cum enim hae feries ex continua diuifione

oriantur, dum refiduum continuo vlterius diuiditur: re^

fiduum autem perpetuo fiat maius, quo Iongius progre-

diamur
,
id nunquam negligere poterimus

;
atque mini*

me refiduum vltimum , hoc eft quod in diuifione infini-

tefima remanet
,

omitti poteft
,
quippe quod fit infinite

magnum. Quia autem hoc in fdperioribus feriebus non

obferuatur
, dum nuflius refidui ratio habetur, mirum

non eft, eas fummationes ad abfurdum deducere. Haec-

que relponfio, vd eft ex ipfa ferierum genefi petita

,

ita quoque eft veriftima, atque omnem dubitadonem

tollit.
' ‘ ‘

106. Quo hoc clarius appareat
,

contemplemur

euolutioncm fraftionis —1—
,
vd in cerminis primran

%

funds tantum abfbluicur. Erit ergo
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i—

x

i

i -

i

— rz i -4- k
X

~ i —|— x -f- x* H—
X*

~ I -f-.r
j x

1 -

x 3

&c.

qui ergo dicere veHet huius feriei finitae

fummam efle
,

is erraret a vero quantitate ——— •

& qui fiimmam huius feriei ‘

-f-*1009

ftatuere veilet zz
I . jftooi—

, is erraret quantitate
“ ~ * j

qui error fi x fit numerus unitate maior, fbret maximus.

107. Ex his perfpicuum eft eum, qui eiusdem fe-

riei in infinitum continuatae feu huius ;

H-*06

a veritate efle aberra-

1 —J— —4— JC* -f- x 3 -j— *

fummam ftatuere velit
~

turum quantitate
;

quae Ci Rt x > 1 vtique erit

hinc ratio pate

• r 3 -4-4T 4—j—&c.

infinite magna. Simul vero hinc ratio patet, cur feriei
in infinitum continuatae

fum-
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j ^

fumma reuera fit zz , fi fuerit x fraftio vnitate mi-
• j ,— x 7

nor, turn enim error -—- fit infinite paruus, ideoque

nullus
;

cuius propterea ratio tuto poteft negligi. Sic

pofito x — i ,
erit reuera

= a,
I“T

fimiliterque reliquarum ferierum
,

fi x fit fra&io vnitate

minor, fumma vera hoc modo indicatur.

108. Haec eadem refponfio valet de fummis ferie-

rum diuergentium, in quibus figna & — alteman-

tur
,
quae vulgo ex eadem formula exhibcri folent

,
po-

ncndo pro x numeros negatiuos. Cum enim fit

:

—7— zz i—x~±~x 2—x3 -4—

—

x s -4— &c.
i-+-x

nifi vltimi refidui ratio habeatur
,
foret

:

A ... i— i -+- i —— i —4— i *— i —4— &c. zz -J

B . . . i— 2 —f—4— 8 -4- 1 ^— 32 —j— &c. zz •§

C . . . 1— 3-4-9—27-4-8*—243— &c.zz*
,

&C. -

Patct autem feriei fecundae B fummam ideo non pofle

efle zz i ,
cum quo plures termini aftu fummentur, ag-

gregata eo magis ab \ recedant. Perpetuo autem cuius-

que feriei fumma debet effe limes, ad quem eo propius

perueniatur, quo plures termini aftu addantur.

109. Ex his quidam concluferunt huiusmodi feries,

quae vocantur diuergentes, prorfus nullas habere fummas
fixas;
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fixasj propterea quod coiligendis a&u terminis ad nullum

limitem fiat appropinquatio
,
qui pro fumma feriei in in-

finitum continuatae haberi poflet: quae fententia, cum iftae

fummae iam ob neglccla vltima refidua erroneae fint os-

tenfae, vericati maxime eft confentanea. Interim tamen

contra earn fummo iure obiici poteft, has mcmoraras fum-

mas, quantumuis a veritate abhorrerc videantur, tamen

nunquam in errores inducere
;

quin potius iis admiflis

plurima praeclara efle cruta, quibus fi iftas fummationcs

prorfus reiicere vellemus, carendum eflet. Ncque vcro

hae fummae, ft eftent falfae, perpetuo ad veritatem nos

ducere poffent; quin potius, cum non parum fed infini-

te a veritate difcrepent, nos quoque in infinitum a vero

feducere deberent. Quod tamen cum non eueniat, diffi-

cillimus nobis reftat nodus foluendus.

no. Dico igitur in voce fummae latere totam diffi-

cultatem
;

fi enim fumma feriei ,
vt vulgo vfus fert, fu-

matur pro aggregato omnium eius terminorum a&u col-

k&orum, turn dubium eft nullum, quin earum tanturn fe-

rierum in infinitum excurrentium fnmmae exhiberi que-

ant, quae fint conuergentes, atque continuo propius ad

certum ftatumque valorem deducant, quo plures termini

a£lu coliigantur. Series autem diuergentes, quarum ter-

mini non decrefcunt
,
Hue figna -f- Sc — altementur

fiue fecus, prorfus nullas habebunt fummas fixasj fi qui-

dem vox fummae hoc fenfu pro aggregato omnium ter-

minorum accipiatur. At vero in iis cafibus, quorum me-

minimus, quibus ex iftiusmodi furnmis erroneis veritas ta-

men
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men elicirar; id non fit, quatenus expreffio finita, verbi

gratia
,
eft fumma feriei i-+-x-f-x*-f-x3-f-&c. fed

quatenus ea expreffio euoluta hanc feriem praebet
j

fic*

que in hoc ncgotio nomen fummae prorfus omitri poflet.

m. Haec igitur incommoda, hasque apparentes

contradi&iones penitus euitabimus, fi voci fummae aliam

notionem, atque vulgo fieri folet, tribuamus. Dicamus

ergo feriei cuiusque infinitae fummam efle expreffionem

finitam, ex cuius euolutione ilia feries nafcatur. Hoc-

que fenfu feriei infinitae i-+-x-Hx*-f-x 3 -4- &c. fum-

ma reuera erit —
,
quia ilia feries ex huius fraftio-

nis euolutione oritur: quicunque numerus loco x fubfti-

tuatur. Hoc patio, fi feries fuerit conuergens, ifta no-

va vocis fummae definitio, cum confueta congruet
;
&

quia diuergentes nullas habent fummas proprie fic dic-

tas, hinc nullum incommodum ex noua hac appellatio-

ne orietur. Denique ope huius definitionis vtilitatem

ferierum diuergendum tueri, atque ab omnibus iniuriis

vindicare poterimus.

N

1 1 r w
....in-Alt'

p i
l:i.<

A:

'

\ P %
l
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Digitized by Google



9i

CAPUT IV.
DE DIFFERENTIALIUM CUIUSQUE

ORDINIS NATVRA.

212 .

I n capite primo vidimus
,

fi quanritas variabilis x ac-

cipiat augmenram ~ w
,
turn cuiusuis fun£Honis ip-

fius x augmenram inde oriundum tali forma exprimi

Pw -f- Qw a
-f- R» 3

-f- &c. fiue haec expreflio lit finita

fiue in infinitum excurrat. FunfHo ergo y, fi in ea lo-

co x fcribatur valorem fequentcm induet:

y
1—y Pw -4-Qw 1 -f-R

u

3 -f- Sw 4 -+- &c.

* quo
,

fi valor prior y fubtrahatur ,
remanebic differen-

tia fun&ionis jy, quae ita exprimetur

by zzz Pw—l-Qw s-4-Rw 3—HSc*)4-+- &c.

atque cum valor ipfius x fequens fit x t— x -f- w , erit

differentia ipfius x, nempe A jr~ w. Litterae autem

P, Q^, R
,
&c. denotant funftiones ipfius x pendentes

ab y, quas capite primo inuenire docuimus.

1
1 3. Hinc ergo quocunque augmento w augearar

quanritas variabilis x, fimul definiri poterit augmenram,

quod cuique ipfius x funflioni y accedit
;
dummodo pro

quouis ipfius y valore funttiones P, CL, R, S, &c. de-

finire valeamus. In hoc autem capite, atque in vniuer-

fa Analyfi infinitorum augmenram illud w, quoquantita-

tem variabilera x crefccrc fumlimus ,
itacucmus infinite

par-
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paruum, atque adeo euanefcens
,
feu ~o . Vhde ma-

nifeftum eft ,
incremenrum feu differenriam fun&ionis y

quoque fore infinite paruam. Cum autem in hac hy-

pothefi finguli termini expreflionis

Pw-|—Qw 4—(— Ro) J-f-Sw4-j— &c.

prae antecedentibus euanefcant, (88. & fe^q.) , folus pi>

mus Pw remanebit, eritque propterea hoc cafu, quo u>

eft infinite paruum, differentia ipfius y nempe Ay— Pw.

%

1 1 4. Erit ergo Analyfis infinitorum
,
quam hie

tra&are caepimus, nil aliud, nifi cafus particularis me-

thodi differentiarum in capite primo expofitae, qui ori-

tur , dum differentiae
,

quae ante finitae erant afliiin-

tae, ftatuantur infinite paruae. Quo igitur ifte cafus,

quo vniuerfa Analyfis infinitorum continetur, a metho-

do differentiarum diftinguatur, cum peculiaribus nomi-

nibus, turn etiam fignis ad differentias iftas infinite

paruas denotandas vq conueniet. Differentias igitur

infinite paruas hie cum leibnizio different ta-

lia vocabimus
5
atque cum differentiarum in primo ca-

pite diuerfos ordines conftituiflemus, ex iis nunc facile

quoque intelligetur, quid differentialia prima, fecunda,

tertia, &c. cuiusque funOionis fignificent. Loco cha-

ratteris autem A, quo ante differentias indicaueramus

,

nunc vtemur charaftere </; ita vt dy fignificet differen-

tiale primum ipfius y \
ddy differentiale fecundum j

d*y

tercium & ita porro.

N a
* r, y-
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iif. Quoniam differentias infinite paraas, qnashic

tra&amus
,

differentialia vocamus
, hinc totus calculus,

quo differentialia inueftigantur atque ad vfiun accom-

modantur, appellari folet Calculus differentialis. Mathe-

mariciAngli, inter quos primum newtonus aeque ac

leibnizius inter Germanos lianc nouam Analyfeos

partem excolere coepit, aliis tarn nominibos quam (ignis

vrantur. Differentias enim infinite paruas, quas nos dif-

ferentialia vocamus, potifiimum fluxiones nominare fo-

lent, interdum quoque incrementa: quae voces vti lati-

no fermoni magis conueniunt, ita quoque res, quas de-

notant, facts commode exprimunt. Quantitas enim va-

riabilis crefcendo continuo alios atque alios valores reci-

piens tanquam fluens confiderari poteft, hincque vox flu-

xionis, quae primum a neutono ad celeritatem crefcen-

di adhibebatur, ad incrementum infinite paruum, quod

quantitas quafifluendo accipit, defignandum analogice eft

translata.

11 6. Quamuis autem circa vocum vfum atque

definidonem cum Anglis difceptare abfonum foret, nos-

que coram iudice puritatem latinae linguae atque ex-

preffionum commoditatem fpe&ante facile fuperaremur;

tamen nullum eft dubium
,
quin Anglis ratione figno-

rum palmam praeripiamus. Differenrialia enim, quae ipfi

fluxiones appellant, pun&is, quae litteris fuperfcribunt,

denotare folent, ita vt y ,
iis fignificet fluxionem primain

• •

ipfius y ; y fluxionem fecundam
; y fluxionem tertiam

,

atque ita porro. Qui notandi modus, vti ab arbitrio

pen-
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pendens
,

etfi improbari nequit
,

fi pun&orum nnmerus

fueric paruus, vt numerando facile percipi queat; tamen

fi plura pun&a infcribi debeant, maximam confufionem

plurimaque incommoda affert. Differcntiale enim feu flu-

ii

xio decima perquam incommode hoc modo y repraefen-

tatur, cum noftro fignandi modo dl °y facillime compre-

hendatur. Oriuntur autem cafus
,
quibus multo adhuc

fupcriores differentialium ordines atque adeo indefiniti

exprimi debent > ad quos Anglorum modus prorfus fit

ineptus.

1x7. Noftris igitur tarn nominibus quam figrn's

vtemur,. quippe quorum ilia in noftris regionibus iam

funt vfu recepta atque plerisque familiaria , haec vero

commodiora. Interim tamen non abs re erat, Anglo-

rum denominationes & fignariones hie commemorare, vt

qui eorum libros euoluunt, eos quoque intelligere que-

ant. Neque enim Angli fuo mori tarn pertinaciter ad-

haerent, vt quae noftro more funt fcripta, prorfus repu-

dient ,
nec legere dignentur. Nos quidem ipforum ope-

ra maxima cum auiditate perlegimus, ex iisque fummum
fructum percipimus

;
faepenumero vero etiam animad-

vertimus, ipfos noftratium fcripta non fine volitate fegis-

fe. Quamobrem etfi idem vbique atque aequabilis mo-

dus cogitata fua exprimendi maxime eflet optandus, ta-

men non admodum eft difficile, vt vtrique aftuefcamus,

quantum quidem intelligentia librorum alieno more fcrip-

torum poftulat.

N 3 118.
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1 1

8

. Cam igitur littera « nobis ha&enus denote
verk differentiam feu incremencum, quo quantitas varia-

bilis x crefcere concipitur, nunc autem w ftatuatur infi-

nite paruum, eric w differentiale ipfius x
; & hancobrem

recepto fignandi modo erit <azzdx
;
atque dx proinde erit

differentia infinite parua, qua ipfa x crefcere concipitur.

Simili modo differentiale ipfius y ita exprimetur dy
;

at*

que fi y fuerit fimftio quaecunque ipfius x, differentiale dy

denotabit incrementum, quod fun£Ho y capit, dum x abit

in x—f—dx. Quare fi in fun&ione y vbique loco x fubfti*

tuatur x-f-dx, 8c quantitas refultans ponatur zzy l
> erit

dy—y 1—y ,
hocque modo differentiale cuiusque fiinc-

tionis reperietur
:
quod quidem intelligendum eft de dif-

ferentiali primo feu primi ordinis
j
de reliquis enim poft-

ea videbimus.

ii$. Probe ergo tenendum eft litteram d hie non

quantitatem denotare, fed tantum loco figni adhiberi, ad

vocem differentiaUs exprimendam, eodem modo, quo

in do&rina logarithmorum littera / pro figno logarith*

mi, & in Algebra chara&ere V pro figno radicis vti con-

fueuimus. Hinc dy non fignificat, vti vulgo in Analyfi

vfu eft receptum, produ£him ex quantitate d in quanti-

tatem y ,
fed ita enunciari debet, vt dicatur differentiale

ipfius y. Simili modo fi feribatur d*y
,
neque binarius

exponentem, neque d* poteftatem ipfius d fignificat, fed

adhibetur tantum ad nomen differentiaUs fecundi brevi-

ter 8c apte exprimendum. Cum igitur littera d in cal-

culo differential! non quantitatem, fed fignum tantum
' w ex-
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cxhibeat, ad confufionem vitandam in calculis, vbi plu-

res quantitates conftantes occurrunt, littera d ad carum

defignationem vfurpari nequit
;
perinde atque euitare fo-

lemus litteram / tanquam quantitatem in calculum indu-

ccre, vbi fimul logarithmi occurrunt. Optandum autcm

eflet, vt litterae iftae d & / per chara&eres aliquantulum

alteratos exprimerentur, ne cum litteris Alphabethi, qui-

bus quantitates defignari folent, confundantur : fimili fci-

licet modo, quo loco litterae r, qua primum vox radi-

cis indicabatur, nunc character iftc diftortus V in vfum

eft receptus.

120. Quoniam igitur vidimus differentiale primum

ipfius y, ft y fuerit fun&io quaecunque ipfius x, habitu-

rum efle huiusmodi formam Pu
5
ob t»—dx

}
erit dy—Pdx.

Qualiscunque fcilicet fuerit y funQrio ipfius x, eius diffe-

rentiale dy exprimetur certa quadam fun&ione ipfius x,

pro qua hie ponimus P, per differentiale ipfius x, nem-

pe per dx multiplicata. Etiamfi ergo differentialia ipfa-

rum x 8c y rcucra fint infinite parua, idcoque nihilo ae-

qualia
;
tamen inter fe finitam habebunt rationcm : erit fci-

licet dy: dx— P: 1. Inuenta ergo fun&ione ifta P, in-

notefeit ratio inter differentiale dx & differentiale dy.

Cum igitur calculus differentials in inuentione differen-

tialium confiftat, in eo non tarn ipfa differentialia, quae

fiuit nihilo aequalia ac propterea nullo hbore inueniren-

tur, quam corum ratio mutua geometrica inueftigatur.

1 a 1. Differentialia igitur multo facilius inueninn-

cur, quam differentiae fioitae. Ad diffin-endara enim fini-

tam
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tam Ay, qua fun&io y crefcit, dum quantitas variabilis r

incrementum w accipit, non fufficit fun£Honem P node,

fed indagari infuper oportet fun&iones Q^, R ,
S

,
&c.

quae in ditferentiam finitam, quam pofuimus

~ Pw — Qw* -f- Rw 3 —j— &c. -

ingrediuntur
;
ad differentiate ipfius y autem inueniendum

fads eft, ft nouerimus folam fun&ionem P. Quamobrem
ex cognita differentia finita cuiusque fun&ionis ipfius x

y

facillime eius differentiale definitur
;
verum contra ex dif-

ferencial! eius fiin&ionis
, nondum erui poteft eius diffe-

rentia finita. Interim tamen infra docebitur, quemad-

modum ex differentialibus omnium ordinum fimul cogni-

tis differentia quaeuis finita cuiusque funtfionis propofi-

tae inueniri queat. Ccterum ex his maniftftum eft diffe-

rentiale primum dy~Pdx
y
praebere terminum primum

differentiae finitae, quippe qui eft ~Pw.

122. Si igitur incrementum w, quod quantitas va-

riabilis * accipere concipitur, fucrit vehementer paruum,

ita vt in expreffione Pw Qw*-hRc*> 3 -|- &c. termini

Qw* & Rw J
,
multoque magis reliqui, fiant tam parui,

vt in computo, quo fummus rigor non obferuatur, prae

primo Pw negligi queant
;
turn cognito differentiali Pdx,

ex eo differentia finita vero proxime cognofcetur, quip-

pe quae erit zrPw : vnde in pluribus occafionibus, qui-

bus calculus ad praxin adhibetur, non parum fru&us hau-

ritur. Atque hinc nonnulli arbitrantur, differentials tan-

quam incrementa vehementer parua confiderari pofle,

eaque nihilo rcucra aequalia efle negant
,

atque tantum

Digitized by Google



CAPUT ir. lOf

indefinite parua ftatuunt. Haecque idea aliis occafionetn

praebuit Analyfin infinitorum accufendi, quod non veras

rerum quantitates eliciat
,

fed tamum vero proximas

;

quae obie&io Temper aliquam vim retineret, nifi infinite

parua prorfus nihilo aequalia ftatueremus. ..

f*3. Qui autem nolunt infinite parua plane in ni-

hilum abire , ii vt vim obie&ionis . deftruere videantur,

difierentialia comparant minimis puluisculis ratione todus

terrae, cuius quandtatem nemo non veram tradidifle cen-

feretur, qui vnico puluifculo a veritate aberrauerit. Talem

igitur radonem inter quandtatem finitam & infinite par-

Vam efle volunt, qualis eft inter totam terram minimum-

que puluisculum : atque fi cui hoc diferimen adhuc non

• • ikis magnum videatur, earn radonem miDies magisque

adaugent , vt paruitas amplius omnino percipi nequeat.

Interim tamen agnofeere coguntur
,
fummum rigorem

geometricum aliquantulum infringf
;
quare quo huic ob-

icOioni occurranr, ad eiusmodi exempla confugiunt, quo-

rum tarn per Gcometriam quam per Analyfin infinitorum

foluriones inueniri poftimt, ex earumque congrucnda bo-

nitatem pofterioris methodi concludunt. Quanquam an-

tein hoc argumentum negotium non conficit, cum faepe

numero per erroneas methodos verum ebci queat; tamen

quia hoc vitio non laborat, porius euincit, eas quantita-

tes, quae in calculo fint negleciae, non folum non incom-

prehenfibiliter paruas, fed plane nullas eflfe, vri nos afiu-

mimus. Ex quo rigori geometrico nullam omnino vim

inferimus.
0
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tcf CAPUT IF

1 34. Progrediamur ad difTerendalium fecnndi or-

dinis naturara explicandam
,
quae oriuntur ex differen-

tiis fecundis in capite primo expofitis, ponendo quanti-

catem w infinite paruam zzdx. Cum igitur fi ponamus

quaneitatem variabilem x aequalibus incrementis crefcere,

ita vt fi valor fecundus x 1 fuerit — fequentes

futuri fint x'lzzzx-P-zdx
;
x^zix-p-^dx 8ec. ob diffe-

rentias primas conftantes ~dx, differentiae fecundae eua-

nefcent: erit ergo quoque differentiale fecundum ipfius

x nempe ddx—o, atque ob hanc rationem quoque dif-

ferentials vlteriora erunt “o, fcilicet d3xz^o, d*x—Q\
d*xzzo; &c. Obiici quidem potcft

,
haec differentials,

cum fint infinite parua
,

per fe effe ~ o
, neque hoc

proprium eflc rius quantitatis variabilis x
,

cuius incre-

ments aequalia concipiantur : at vero hanc euanefeenti-

am ita interpretari oportet, vt differendalia ddx, d3x See.

non folum in fe fpefhya fint nulla, fed ctiam ratione po-

teftatum ipfius dx
} cum quibus alias comparari poflent,

euanefeere.

i2j. Quae quo clarfus intelligantur, recordandum

eft differendam fecundam cuiusque fun&ionis ipfius x
t

quae fit j,huiusmodi forma exprimi Pw a-f-Qw 3-|-Raj 3 -
4-

&c. Quodfi ergo c*> fit infinite paruum, termini Qw 3
,

R'jj4 &c. prae primo Pu> a euanefcent, vnde pofito ta~dx

differendale fecundum ipfius y erit — Pd x 2
,
denotante

dx2 quadratum differentials dx. Quare etfi differendale

fecundum ipfius y, nempe ddy per fe fit ~o ,
tamen

cum fit ddy— Pdx 2
,
ad dx 2 habebit rationem finitam,

*- vti
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CAPUT ir. (Of

vti P ad r: fin autem fit yzrx, turn fit P~o, Qrro,

R— o, &c. ideoquc hoc cafu differentiate fccundum ip*

iius x etiam refpedfu dx% altiorumque ipfius dx potefta-

turn euanefeit. Hocque modo intelligenda funt ea, quae

ante diximus, efle fcilicet ddx~ o, d3xzzo
t &c.

•

126. Cum differentia fecunda nil aliud fit, nifi differ

rentia differentiae primae
;

differentiale quoque fecundum

feu vti faepe vocari folet, differentio-differentiale nil aliud

erit praeter differentiale differentialis primi. Quia dein-

de quanticas conftans nulla neque augmenta neque de-

crementa accipit, nullasque admittit differenrias, quippe

quae folis quantitatibus variabilibus funt propriae, diet-

mus eodem fenfu quantitatum conftantium differentials

omnia cuiusquc ordinis elfe — o, hoc eft prae omnibus

adeo poteftatibus ipfius dx cuanefcere. Cum igitur dif-

ferentiale ipfius dx hoc eft ddx fit =0 ;
differentiale dx

tanquam quantitas conftans confiderari poteft, & quodes

differentiale cuiuspiam quandtatis dicitur conftans, tories

ea quantitas intelligenda eft continuo aequalia incremen-

ta accipere. Sumimus hie autem x pro ea quantitate, cu-

ius differentiale fit conftans, hicque fingularum eius func-

tionum variabilitatem, cui earum differendalia funt obno-

xia, aeftimabimus.

127. Ponamus differentiale primum ipfius y efle

~pdx\ atque ad eius differentiale fecundum inuenien-

dum, ipfius pdx denuo differentiale quaeri debet. Cum

autem dx fit conftans, neque varietur eiamfi loco -r feri-

0 » ' ba
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io8 CAPUT IF.

barar tantum opus eft, vt quantitatis finitne p
differentiate quaeratur: fit igitur dp—qdx

,
quoniam vi-

dimus omnium funftionum ipfius x differenrialia ad bu-

iusmodi formam rcuocari : & cum fit, vti de differenriis

finitis oftendimus, differentiate ipfius np—nqdx
,

fi n fit

quantitas conftans, ponatur dx loco », eritque differen-

tiate ipfius pdxzz.qdx'1 . Hancobrem fi fit dyzzpdx &
dp rr qdx, erit differentiale fecundum ddj — qdx 2

,
fic-

que conftat, quod iam ante innuimus, differentiale fecun-

dum ipfius y ad dx* habere rationem finitam.

128. In Capite primo ianrnocauimus differenrias fe-

cundas atquc fequcntes conftitui non pofle, nifi valores

fucceftiui ipfius x certa quadam lege progredi aflumantur,

quae lex cum fit arbitraria, his valoribus progrcffionem

arithmeticam tanquam facillimam fimulque aptiffimam tri-

buimus. Ob eandem ergo rationem de differenrialibus

fecundis nihil certi ftatui potent, nifi differenrialia prima,

quibus quantitas variabilis x conrinuo crefcere concipitur,

fecundum datam legem progrediantur
;
ponhnus itaque

differenrialia prima ipfius x
,
nempe dx, dx «, dx a

,
8cc.

omnia inter fe aequalia, vnde fiunt differenrialia fecunda

ddx~dx l—dx~ o
}
ddx t~dx n dx l~ o, &C.

Quoniam ergo differenrialia fecunda & vlteriora ab onli-

ne, quern differenrialia quantitatis variabilis x inter fe te-

nent, pendent, hicque ordo fit arbitrarius, quae conditio

differenrialia prima non afficit
;
hinc ingens diferimen in-

ter differenrialia prima ac fequenria rarione inuenrionis

intercedit.

1 23.
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139- Qaodfi autem fuccefliui ipfius x valores *,**,

x u
,
xm, **y, &c. non fecundum arithmeticam progres-

fionem ftatuantur, fed alia quacunque lege progredi po-

nantur, turn eoram quoquc differential^ prima dx, dx*,

dx **, &c. non erunt inter fe aeqnalia, neque proptere*

erk ddx—o. Hancobrem differentklia fecunda quarum-
vis funOrionum ipfius x aliam formam inducnt ; fi eninr

huiusmodi funftionis y differentialeprimum fuerit —pdx
ad eius differentiale fecundum inueniendum non’ fofficir

differentiate ipfius p per dx multiplicaflc, fed infuper ra-

tio differentialis ipfius dx
,
quod eft ddx haberi debet.

Quoniam enim differentiale fecundum oritur
, ft pdx a

valore eius fequente,, qui oritur dum x-\-dx loco x 8c

dx-±-ddx loco dx ponitur, fubtrahatur, ponamus valo-

rem ipfius p fequentem efle —p-\-qdx
, eritque ipfius

pdx valor fequens

—(p-\-qdx)(dx-\-ddx) —pdx-\-pddx-\-qd’x*-lrqdxddx ;

a quo fubtrahatur pdx
,
eritque differentiale fecundum

ddy—pddx-\-qdx'l -\-qdxddx—pddx-\-qdx*,

quia qdxddx prae pddx euanefeit.

I jo. Quanquam autem ratio aequalitatis eft fimpK-

cifftma atque aptiffima, quae continue ipfius x incremen-

tis tribuatur, tamen frequenter euenire folet, vt non eius

quantitatis varrabifis x, cuius y eft funftio, incrementa

aequalia alfumanttir
,
fed alius cuiuspfam quantitatis

, cu-

ius ipfa * fit ftin&io quaedam. Qufn etiam feepe eius-

modi alius quantitatis differentialia prima ftatuantur ae-

0 3 qua-



no CAPUT ir.

qualm, cuius nequidem relatio ad x conftct. Priori cafu

pendebunc differentiaiia fccunda & fequenria ipfius x a

rarione, quam x tenet ad iUam quandtatem, quae aequa-

biliter crcfcere ponitur, ex eaque pari modo definiri de-

bent, quo hie differentiaiia fecunda ipfius y ex efifferen-

tialibus ipfius x definire docuimus. Pofteriori autem ca-

Tu differentiaiia fecunda & fequenda ipfius r tanquam in-

cognita fpe&ari , eorumque loco figna ddx
t
d3x

t
d*x

y

Scc. vfurpari debebunt.

1 3 1. Cum autem, quemadmodum bis cafibus diffe-

rentiationes fingulas abfblui oporteat, infra fufius fimus

oftenfuri
,

hie pergamus quandtatem variabilem * tan-

quam vniformiter crefcentem afTumere, ita vt eius diffe-

rentiaiia prima dx
y
dx*

t
dx*, &c. inter fe omnia aequa-

lia
, ac propterea differentiaiia fccunda ac fequenria ni-

hilo aeqnalia fhtuantur
:

quae conditio ita enunciari fo-

let vt differenriale ipfius x nempe dx conftans affumi di-„

catur. Sit deinde y funftio quaecunque ipfius x
,
quae

cum per x Sc conffantes definiatur, fingula quoque eius

differentiaiia prima, fecunda, terria, quarta, &c. quae

his fignis indicantur dy
,
ddy ,

d3
y ,

d*y
, &c. per x &

dx exprimi poterunt. Scilicet fi in y loco x fcrifcatur

x-\~dx
>
ab hoeque valore prior fubtrahacur, remunebit

differentiate primum dy : in quo fi porro loco x pona-

tur x-\-dx
, prodibit dy x

,
eritque ddy—dy—dy ,

fi-

mili modo ponendo x-\-dx loco x
, ex ddy nafcetur

ddji
} atque ddy—ddy dabit d3

y 8c ita porro: in qui-

bus
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bus operationibqs differentiale dx perpetuo tanquam

quanticas conftans fpe£latur }
quae nullum differentiale

recipiat.

13J. Ex ratione, qua fun£Ko y per x determina-

tin', tam ope methodi differcntkrum finitarum
,
quam

multo expedirius ex iis, quae poftea fumus tradituri,

definietur valor fun&ionis p y qaae per dx tnulciplicata

praebeat differentiale primum dy. Pofiro ergo dy—pdx
y

differentiale ipfius pdx dabit differentiale fecundum ddy
;

Vnde fi fuerit ~ qdx y ob dx conftans , orietur

ddy— qdx», vti iam ante oftendimus. Vlterius igitur

progrediendo ,
cum differentials fecundi differentiale

praebeat differentiate tertkim, ponamus efle dq~ r d

x

,

critque d3yzzrdx 3
: fimili modo fi huius fun&ionis r

differentiale quaeratur, fueritque dr~ tdx y habebitur

differentiale quartum d*y“ sdx*
y

ficque porro, dum-

modo nouerimus differentiafe primum cuiusque func-

donis inuenire, differentiale cuiusque ordinis affignare

poterimus.

133. Quo igitur formae fingulorum horum diffe-

rentialium ,
fimulque ratio ea inueniendi chrius mend

repraefentetur ,
ea fequenti tabella complcfti vifum eft.



XI* caput ir.

Si y fiierit fun&io quaecunque ipfius * t
-

i

erit
" •' atque pofito •

dy ~pdx dp “ qdx

ddyZZqdx* dqZZrdx
• , >

ePyzzrdx 3 dr~sdx

thyzz tdx* ds~tdx . j

d*y ZZ t dxs See.

Cum igitur fun&io p ex fun&ione y per differendario-

nem cognofcatur
, (imilique modo ex p inueniamr q ,

hineque porro r, & ex eo vlterius t> 8cc. difTercntialia

cuiusuis ordinis ipfius y facile reperientur
, dummodo

differentiale dx aflumatur conftans.
i

134* Cum p y q> r, t, t, 8cc. fint quantitates ft-

nitae, fun&iones nimirum ipfius x, differentiale primum
ipfius y ,

rationem finitam habebit ad differentiale pri-

mum ipfius x, fcilicet vt p ad 1
;
haneque ob caufam

differential ia dx 8c dy vocantur homogenea. Deindc cum
ddy ad dx* habeat rationem finitam vt -7 ad i, erunt

ddy 8c dx* homogenea; fimili modo homogenea erunt
d 3

q & dx\ itemque d*y 8c dx*
t 8c ita porro. Vnde

vti differendalia prima funt inter fe homogenea, feu ra-

tionem finitam tenentia
;

fic differendalia fecunda cum
quadraris differendalium primorum, differendalia autem
terria cum cubis differendalium primorum atque ita por-
ro erunt homogenea. Atque generadra differentiale ip-

fius
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fio$ y ordinis #
,
quod ita exprimitur d*y, homogeneum

crit cum dx*, -hoc? eft cum poceftate differentialis dx

,

• . : v u •xV'T «ran8|fj*3 wn Tuiajj

emus exponens eft n. > v
. >

155. Cum igitur prae dx euanefcant omnes cius

poteftates
,
quartan exponentes font vnitate maiores, prim

dy quoque euanefeent dx

1

,
dx3

,
dx*, &c. &quac ad ha9

poteftates rationem finitam tenent differenrialia altiorum

ordinum ddy, d3
y ,

d*y, &c. Simili modo prae ddy quia

eft homogeneum cum dx*, omnes ipfius dx poteftates

quadrato fhperiores dx3
,
dx*, &c. euanefeent, euanefeent

ergo quoque dsy ,
d*y, &c. Atque prae d3y

,

euanelcent

dx*, d*y
j
dx 3

,
dsy‘

:
&c. Hincque facile, it propofitae

fuerint quaecunque
,
expreffioftes huiusmodi differentialia

inuoluentes, dignofei poterunt, vtrum fint homogeneae

nee ne? Refpici enim debebunt tantum differentialia,

omiffis quantitatibus finitis, quippe, quae homogeneitatertl

non turbane
;
atque pro differenrialibus iecundi altiorum-

que ordinum feribantur poteftates ipfius dx ipfis homo?

neae, quae fi pracbeant vbique eundem dimenfionum nu-

merum ,
exprefiiones erunt homogeneae.

i %s. Ita patebit has exprefliones Pddy* & Qdyd3y

efle inter fe homogeneas. Nam ddy* denotat quadra-

tum ipfius ddy, & quia ddy homogeneum eft cum dx*,

erit ddy* homogeneum cum dx*. Deinde quia dy cum

dx & d3
y cum dx3 homogeneum eft, erit produdum

dyd3
y cum dx* homogeneum: ex quo fequitur expres-

fiones Pddy & Qdyd 3
y inter fe effle homogeneas, ideo-

P que
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que rationem inter fc finicam habere. Simili modo col-

PJ3yt Qdsy
Jigetur has expreffiones

j^ddy & jy
e^*e bomoge-

neas
;

fubftitutis enim pro dy, ddy
,
d3y & d*y his ipfius

ix poteftatibus ipfis homogeneis dx, dx 9
,
dx3 & dx3

,

orienturjiae expreffiones Pdx3 & Qdx3
y quae vtique

erunt inter fe homogeneae.

•
*

'
. ,

1 37. Quod Ci fa£h hac redu&ione expreffiones pro-

pofitae non contineant aequales ipfius dx poteftates, turn

non erunt homogeneae, neque propterea inter fe ratio-

nem finicam tenebunt. Eric ergo altera infinities fiqo

maior fiue minor altera
, hincque vna refpeQru altcrius

euanefcet. Sic ad rationem habebit infi-
dx 4 dy

nice magnam: prior enim expreffio reducitur ad Pdx &
altera ad Qdx 3

,
vnde haec prae ilia euanefcet. Quam-

obrem fi in quopiam calculo aggregatum huiusmodi bi-

Q ddy 3
r 1

¥d 3y
narum formularum occurrat

, -jxy dy-
>

pofte-

rior terminus prae priori cuto reiici, folusque primus

in calculo rctineri poterit: fubfiftet enim perfetta

ratio aequalitatis inter expreffiones

VJIj Qddy* - P d 3y
dx9 dy * dx3 »

quia exponens rationis eft

' Odx 9ddy 9 Q d

x

9ddy*— 1 H VJyd'y'
~ 1 °b

~Pdyd3y
Hoe-
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Hocque pafro exprefliones differentiales quandoque mi*

rifice contrahi poffunt. *

138. In calculo differentiali praecepta traduntur

,

quorum ope cuiusuis quantitatis propofitae differentiate

primum inueniri poteft : & quoniam differentialia fecun-

da ex differenriatione primorum, tertia per eandem ope-

rationem ex fecundis & ita porro fequentia ex praece-

dentibus reperiuntur
,
calculus differentialis continet me-

thodum omnia cuiusque ordinis differentialia inueniendi.

Ex voce autem differentialis ,
qua differentia infinite par-

va denotatur, alia nomina deriuantur, quae vfu funt re-

cepta. Sic verbum habetur differentiarc ,
quod fignificat

differentiale htuenire
,

quantitasque differentiari dicitur,

quando eius differentiale dicitur. Differentiatio autem de-

notat operationein
,
qua differentialia inueniuntur. Hinc

calculus differentialis quoque vocatur methodus different

tiandiy cum modum differentialia inueniendi contineat.

139. Quemadmodum in calculo differentiali cuius-

vis quantitatis differentiale inueftigatur- ,
ita viciffim cal-

culi fpecies conftituitur quoque in inuentione eius quan-

titatis, cuius differentiale proponitur, qui calculus inte-

gralis vocatur. Si enim propofitum fuerit differentiale

quodcunque, eius refpedu ea quantitas, cuius eft diffe-

rentiale, vocari folet integrale. Cuius denominationis ra-

tio eft, quod, cum differentiale confiderari pollit, tan-

quam pars infinite parua, qua quantitas quaepiam crefcit,

ipfa ilia quantitas refpeftu huius partis tanquam totiun

feu integrum fpe&ari poteft, haneque ob caufam eius vo-

P a ca-
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catur integrale. Sic cum dy fit difFerenriale ipfius % vi-

ci/fim y erit integrale ipfius dy
,
& cum ddy fit difle-

rentiale ipfius dy, erit dy integrale ipfius ddy. Simili-

quemodoerit ddy integrale ipfius d*y, & d 3
y ipfius d*y

& ita porro : vnde quaelibet differentiate, fi inuerfe fpec-

tatur, intcgrationis exemplum exhibet.

t y!

140. Origo & natura integralium pariter ac diffe-

rentialium clariffime ex differentiarum finitarum doftrina

in capite primo expofita explicari poceft. Poftquam enim

effet ofienfum, quomodo cuiusque quantitatis differen-

riam inueniri opoiteat , rctrogredicndo quoque monftra-

vimus, quomodo, fi propofica fuerit differentia, ea quan-

titas inueniri queat, cuius ilia fit differentia; quam quan-

titatem refpe&u fuae differentiae vocauiinus cius fum-

mam. Vri igitur ad infimta parua procedendo differen-

tiae in differentiaJia abierunt, ita fummae quae ibi erant

vocatae, integralium nomen fortiuntur: Sc hanc ob cau-

fam integralia quoque non raro fummae appellari folent.

Angli qui. differemialia fluxiones nominant, integralia vo.

cant quantitates fluentes
;
eorumque loquendi more datae

ffuxionis fluentem inuenire
,
idem eft, quod noftro more

dati differentialis integrale inuenire dicimus.
t* ,

•'*

1 41. Vti differentialia charaftere d defignamus, ita

ad integralia indicanda hac littera / vtimur, quae ergo

quantitatibus differentialibus praefixa eas denotabit quan-

titates, quarum ilia funt differentialia. Sic fi differendale

ipfius j fuerit pdx
y
feu dy—pdx, erit y integrale ipfius

pdx.
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pdx, quod hoc modo fcribirar y—fpdx, cum fit y—fdy.

Integrate ergo fpfius pdx, quod pcs-fpdx indicatur, de-

notat quantitatem, cuius differentiate eft pdx. Simili mo-

do cum fit ddy — qdx2 exiftente dp~ qdx
j erit inte-

grate ipfius ddy hoc eft dy—pdx, atque ob p~fqdx,
erit dy—dxfqdx ,

ac proptcrea y—fdxfqdx. Si vlrerius

fit dq— rdx
,

erit qZZ/rdx Sc dp— dxfrdx • vnde fi

Charafter f denuo praefigatur, fiet p—fdxfrdx ,
porn>

que dy—dxfdxfrdx

,

atque y—fdxfdxfrdx*

142. Quia differentiate dy eft quantitas infinite par-

va, eius integrale autem y quantitas finita, parique mo-

do differentiate fecundum ddy infinities minus eft, quam

eius integrale dy y maniieftum eft differentialia prae fuis

integrafibus euanefeere. Quae affe&io quo melius per-

tipiatur, infinite parua in ordines diuidi iblent , dkitur-

que infinite paruum primi ordinis, ad quod referuntur

differentialia prima dx
,
dy. Infinite paruum fecundi

ordinis compleQatur differential# fecundi ordinis, quae

homogenea funt cum dx2
;

fimilique modo infinite par-

va
,
quae cum dx 3 funt homogenea ,

vocantur ordinis

tertii ,
ad quem ergo pertinent differentialia tertia om-

nia ;
ficque porro. Vnde vti infinite parua primi or-

Hinia prae quantitatibus finitis euanefeunt, fie infinite

parua fecundi ordinis prae infinite paruts primi ordinis,

atque generarim infinite parua cuiusque ordinis ahioris

prae infinite poruis ordinis inferioris euanefeent.

'• '

*143. His igitur infinite paruorum ordinihus con-

ftitdtiSj vd differentiate quantitaris finitae eft infinite par-

u> P 3 vum
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vum primi ordinis, atque differenrialc infinite parui primi

ordinis eft infinite paruum fecundi ordinis, & ita porro

;

ita viciftim manifeftum eft integrale infinite parui primi

ordinis eile quantitatem finitam, integrale autem infinite

parui fecundi ordinis efle infinite paruum primi ordinis

ficque deinceps. Quarc fi differentiate propofitum fue-

rit infinite paruum ordinis », eius integrale erit infinite

paruum ordinis n—
i }

hineque vti differenriando ordo

infinite paruorum augetur, ita integratione ad ordines in*

feriores progredimur
,

donee ad ipfas quantitates finitas

perueniamus. Sin autem quantitates finitas denuo inte-

grate velimus, turn fecundum hanc legem perueniemus

ad quantitates infinite magnas, ab harumque integratio-

ne inftirata ad quantitates adltuc infinities maiores, fic-

que progrediendo obtinebimus fimiles infinitorum ordi-

nes, quorum quisque praecedentem infinities fuperat.
. u 1

144. Supereft vt in hoc Capite quaedam de vfii

fignorum recepto moneamus, ne ambiguitati vllus locus

relinquatur. Ac primo quidem fignum differentiationis

d tantum afficit literam immediate fequentein folam : fic

dxy non denotat differentiate produfti xy, fed different

dale ipfius x per ipfam quanutatem y mulriplicatum.

Solet autem, quominus confufio nafeatur, quandtas y ant

te fignum d hoc modo feribi ydx
,
quo produtfum ex

y in dx indicatur. Attamen Ci y fit quantims vel fignum

radicale V vel logarithmicum habens praefixum
,

turn

port differentiale poni folet: nimirum dx~V(an—xx) fig-

nificat produ&um ex quantitate finita V(aa—xx) in
J ^
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differentiate dx, fimiHqae modo dxl(i-\-x) eft produc-

tum ex logarirhmo quantitatis i-f-*, per dx multipli-

cato. Ob eandem rationem ddyVx exprimit produ£hun

differentialis fecundi ddy 8c quantitatis ffnitac Vx.

t .

J4j, Neque vero ffgnum d litteram immediate ft-

quemem foiam afficit , fed edam nequidem exponentem

fi quem habetr fpe&at. Ita dx* non exprimit differed

date ipffus x* y fed quadratum differentialis rpffus x, ita

vt exponens 2 non ad x, fed ad dx referri debeat. Pos*

fist edam fcribi dxdx, quemadmodum produ£him duo*

rum differentialium dx & dy hoc modo dxdy exponitur,

verum prior modus dx* y vti eft breuior, ita vfftatior.

Praeferrim fi aldores poceftates ipffus dx eflent indican-

dae, nimis prolixum forct dx toeies reperi: fic dx3 de-

notat cubum ipffus dx
,

8c in differentiaffbus alriorum

ordinum ffmilis ratio obferuatur. Scilicet ddy denotat

poceftatem quartam differentialis fecundi ordinis ddy •

atque d iy*Vx ffgnificar quadratum differentialis tertii or-

dinis ipffus y mukiplicatum efle per Vx ,* fin autem per

quantitatem rationalem x multipUcari deberet
,

ea prac-

figitur hoc modo xd 3y*.
' 1

.
' \ * >

* '

• *
.

*.

146. Sin autem velimus, vt ffgnum d plus quam.

foiam litteram fubfequentem afficiat
,
id peculiari modo

indicari debet. Vtimur hoc cafu praecipue vncinulis,

quibus ea quantitas inclutfitur, cuius differentiate debet

indicare. Vti d(xx-\-yy) denotat differentiate quanti-

tans xx-\~yy
3
verum fi velimus differentiate poteftatis .

•'
; * hu-
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huiusmodi quantitatis defignare

, ambiguitatem vix eui-

tjare poffumus:. fi enim fcribaraus d(xx~j~yy)*
} intelli-

gi poflet quadrarum ipfius d(xx-i-yy). Poterimus au,
tem hoc cafu punftom in auxilium vocare

, ita vt
d.(xx-\-yy)* denotet differentiate ipfius (xx-+-yyy %

omiffo aucein punfto d(xx~\-yy)» quadratum ipfius

d(xx~)~yy). Pun&o fcilicer commode indicarf potcft

fignum d ad totam quanritatem poft punftum fequcn-

tempertinere: fic djcdy exprimet differentiate ipfius xdy*
& J. 3xdyV(an-\-xx) differentiate terdi ordinis exprcs-

fionis xdyV(aa-y-xx)
,

quae eft produftum ex quan-
dtatibus finids * & V (au-^-vx) atque ex tiiftemtf

tiali dym
# •' /- •

% vu iv

-f . Vt •»: . , .
.* :

I
‘

147. Quemadmodum autem fignum diffcrcnmuo-
nis d iolam quanticatem immediate fequentem afficir, nifi

punfto interpofito eius vis ad totam expreffioncm ie-

guentem extendatur •> ita contra fignum integrationis £
Temper totam expreftionem, cui eft praefixum, complec-

titur. ita fydx(/ta—xx)” denotat integrate feu earn

Quantitatem, cuius differentiate eft ydx(aa— xx)", at-

que haec expreffio fxdxfdx/x dcnotat quanticatem, cu-:

ius differentiaie eft xdr/dx/x. Hinc fi velimus pro-

duftum duorum integralium fcilicet fydx Sc fad

x

cx-

primere, id hoc modo fydxfzdx perperam fiet, intelli-

geretur enim integrate quantitatis ydxfzdx. Hanc ob
caufam iterum punfto fbdet haec ambiguitas colli

,
ita

^ fydx . fxdx fignificet produ&um integralium fydx
8c fzdx.i ... . .y.

, k

4
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148* Analyfis infinitomm igitur cam in diffcren-

tialibus turn in integralibus inueniendis verfatur, & hanc
obrcm in duas praecipuas panes diuidittjr, quarurn alte-

ra vocatur Calculus diFerenrialis
,

altera Calculus inregra-

lis. In priori praecepta traduntur quantitatum quarum*
vis diFerentialia inueniendi

;
in poftcriori vero via mon-

ftratur diffirentialium propoiicorum integralia inueftigan-

di : in vtroque autem fiinuJ fummus vfus, quem ifti cal-

culi tain ad ipfam Analyiin quam ad Geometriam fub-

limiorem aFcrunt, indicatur. Quam ob cauiam ifta Ana-

lyleos pars iam tanta acccpit incremenra, vt modico vo-

lumine prorfus comprehendi nequeat. Imprimis vero

in calculo integrali indies tam nova artificia integrand!,

quam adiumenta eius in loluendis variis generis proble-

niatibus, deteguntur, vt ob haec noua inuenea, quae con-

tinuo accedunt
,
nunquam exhauriri

,
multo minus per-

fect deferibi atque expiicari pofilt. Dabo autem ope-

ram, vt quae adhuc font reperta
, vel cun&a in his li-

bris exponam ,
vel faltem methodos explieem

,
vnde ea

facile deduci queant.

149. Solent vulgo plures Analyfeos infinitorum par-

tes numerari
5
practer calculos enim diFerentialem & in-

tegralem inueniuntur paffim calculi differentio - diFeren-

tialis atque exponentialis. In calculo diFerentio-diFeren-

riali tradi folet methodus diFerentialia fecundi atque al-

tiorum ordinum inueniendi: quondam autem modum cu-

iusque ordinis differentials inueniendi in ipfo calculo dif-

ferential! fum expoliturus, hac fobdiuifione, quae potius
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ex merito inuentionis, quam ex re ipfe fa&a efle vide*

tur, fuperiedebimus. Quod dcinde ad calculum exponen*
tialem attinet, quo Celeb, ioh. Bernoulli, cui ob in-

numera eaque maxima incrementa Analyfeos infinitorum

aetemas debemus gratias, methodos differentiandi atque
inregrandi ad quantitates exponentialcs transtulit, quia

vtrumque calculum ad omnls generis quantitates tarn al-

gebraicas quam transcendentes accommodare conftitui,

hinc partem peculiarem facere fuperfluum atque inftitu-

to contrarium foret.

i jo. Primum igitur calculum differentialem in hoc
libro pertra&are ftatui, modumque fum expofiturus, cu-

ius ope omnium quantitatum variabilium differentials

non folum prima, fed etiam iecunda & altiorum ordinum
expedite inueniri queant. Primum ergo quantitates alge-

braicas contemplabor, fiuc lint funftiones vnius variabi-

lis, Hue plurium, fiue demum explicite dentur, fiue per
aequationes. Deinde inuentionem differentialium quoque
accommodabo ad quantitates non algebraicas, ad quarura

notitiam quidem fine calculi integralis fubfidio peruenire

licet : cuiusmodi funt logarithm!', atque quantitates expo-

nential
; deinde etiam arcus circuit, vicilfimquc arcuum

circularium linus , & tangentes. Denique etiam quanti-

tates vtcunque ex his compofitas & permixtas differentia-

re docebo
;

ficque calculi differentialis pars prior
,
mc-

thodus fcilicet differentiandi abfoluetur.

iyr.
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i jt. Alters pars vfoi
,
quern methodus differenti-

andi tarn ad Analyfin qnam Geometriam fublimiorem af-

fcrt, explicando eft deftinata. In Algebram autem com-

munem inde plurima redundant commoda, partim ad ra-

dices aequationum inueniendas, partim ad feries trac-

tandas atque fummandas, partim ad maxima minimaque

emenda, partim ad valores expreffionum, quae certis ca-

fibus indeterminatae videantur, definiendos
, & quae funt

alia. Geometria autem fublimior ex calculo differential!

maxima accepit incrementa, dum eius ope tangentes li-

nearum curuarum ,
eorumque curuatura ipfa mira faci-

litate definiri
,
multaque alia problemata circa radios a

lineis curuis vel reflexos vel refra&os refolui poflunt.

Quibus etfi ampliffimus tra&atus impleri poflet, tamen

conabor, quantum fieri licet, omnia breuiter ac perfpi-

cue explicare.

CAPUT
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CAPUT V.

DE DIFFERENTIATIONS FUNC-
TIONUM ALGEBRAICAR UM rNICAM

FARIAB1LEM INUOLUENTIUM.

Q
-"

.*
!I -

uia quandtatis variabilis x differendale eft ~ dx
eric x in proximum promouendo x 1 ~x-\~dx.

Quare ft fuerit y quaecunque funttio ipfius x
,

ft in ea
loco x ponatur x-f-dx, ea abibit in j

1
,
atque differen-

cia jy*- y dabic differentiate ipfius y. Si igitur pona-
mus y~x n fiet

y
1—(x-^-dx)*—**-f- fix”-! dx~\-”-^-—

^

I. 2 ‘

critque ergo

dyzzy* y— nx*-idx-\-
~

I#
^
2

At in hac expreftione terminus fecundus cum reliqois fe-

quentibus prae primo euaneicit, eritque idcirco nx+-'dx

differentiale ipftus x", feu d.x"—nx"->dx. Vnde (i a fit

numerus feu quantitas conftans , erit quoque d.ax»—
nnxm~'dx. Cuiuscunque ergo ipfius x poteftads diffe*

remiale inuenitur, muldplicando earn per exponentem,
diuidendo per x

y & reliquum per dx muldplicando, quae
regula facile memoria retinetur.

1 5 3- Cognito diffcrenriali primo' ipftus x*, ex eo

facile differentiale fecundum reperitur, dummodo, vt

hie
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CAPUT F. 135

hie conftanter affuinemus, difTerentiale dx ccmftans fta-

tuatur. Cum enim in drfTerentiali nx’—'dx fa&or ndx

fit conftans, akerius fa&oris x*-» difTerentiale fumi de-

bet, quod proinde crit (»

—

t)x*-*dx. Hoc ego per

ndx mulciplicatum dabit differentiale fecundum : dd. x"
—n(n—i)x n-*dx 2

. Simili modo fi differentiale ipfius x n~*

quod eft —(»—

2

)x*~idx multipBcetur per n(n—i)dx2

prodibit difTerentiale tertium

• d. 3x*ZZn(n—r) (» 2)x”-*dx*.

Porro itaque erit difTerentiale quartum

d.*x"ZZn(n 1)(«—--2) (» 3)x"-4 dx*

,

& differentiale quintum

d. 5X"ZZn(n 1) (» 2) (n 3) (» fix'—Ux 5
J

vnde fimul forma fequentium difTerentialium facillime

colligitur.

154. Quoties ergo n eft numerus integer affirma-

tiuus, tones ad differentialia tandem peruenitur euanefeen-

da; quae fcilicet ita funt =0, vt prae omnibus ipfius

dx poteftaribus euancfcant. Horum autem notandi funt

cafus fimpliciores.

dx zz dx
;

dd.x zz o
;

d. 3xzzo\ &c.

dx'zzixdx J
dd.x*ZZ2dx2

j
d. 3x*~o; d.*x ,Zia&C.

dx 3zz‘ix*dx ;
dd.x3 zz 6xdx *

;
d. 3x3zz&dx 3

;
d.*x3zzo

d.x*zz+x3dx
;

dd.x* zz*2x*dx%
>

d. 3x*zz2$xdx3
;

d.*x*~2^dx*

d.xsZZ5X*dx
;
dd.x5 ~20X 3dx*

j
d. 3x 5~6ox 2dx 3

;

d*

X

5JZLI*0 xdx* j
d. 5X s ZZI2Qdx*

\
d.ex5 zzo

.

Q>3 Pa-
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Patet ergo ft n fuerit numerus integer affirmatiuus
,
po-

teftacis xn differentiate ordinis n effe conftans, nempa
"1.2. 3. . . . nJx m

t adeoque dilFerentialia fuperio-

rum ordinum omnium effe ~ o

.

ijy. Si » fit numerus integer negatiuus, huius-

modi ipfius x poteftatum negatiuarum —
,
~

, , &c.

differentials Tumi poterunt, cum fit — zzx~'
$
— ~x~*,

& gencraliter -^~x~m
. Si ergo in formula antccedente

ponatur n——m ,
erit ipfius ~ differentiale primum

__ (differentiale fecundum rz
W (^~4~ IM£_ .

x”+ l ’ x*»4-* *

differentiate temum zz — ~

—

!— &c. vn-X"-H
de fequentes cafus fimpliciores imprimis notari merentur-

d. -
x

d.—,\

</.-VX 4

3. 4 —

~3x
m £ __ idxj_

e j ,
l_ _

X* ’ * * X 3 ’ X
~zdx ,, i 6dx *

, - 1

zz — 7- j
dd. — — —7-

;
d.

3 — —
X 3 3 X1 X* } X 1

=£*
. dd

X 4 » *3 ~ *3 > * *3

~4dx
, jj'±.— iodx'

vJ } " v 4

~6dx*

x*
-2^dx3

~X*
~6odx 3

x 3

'Sd* .

x°

• d 3
J

U. 4 *

' X4X’ X

I _ 30*£ . J_-;-i *

&c.

** 1 2odx 3

p
-2 10dx 3

156.
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ijff. Ponendis deinde pro n numeris fra£Hs diffe-

rendalia formularum irrationalium obtinebimus. Sic enim

a £ 9
f»

0—y ,
erit formulae x v feu V* differcntiale primum

V fi-v— f^x v — f^dxVx fecundum
* v

f*~2V p

= x"T" </.r* = </x* yx &c.
»* nr

Hinc erit :

... dx ....
.

-dx* I.idx *

d.Yx— —t- : dd.Vx— —-7- : </.
3Vx— - 7

-

2Vx 7 4*Vx 3
8 ** V*

dx ,, j -2dx %
, 3 2.c dx*

d,iyxZZ—3— ; dd.yxzz 3
—- : d 3 v/x———.

—

”
JJ/X*

* V SXy'X 9 1 " 2JXa ^X*

4 dx 4 — %dx* 4 a *t Ax*
d.Vx-z~i dd.Vx— jjVx—Il?**

quae expreffiones fi paulifper infpiciantur, facile habitus

acquiretur huiusmodi differendalia, etiam fine praeuia re-

duflione ad formam poteftads, inueniendi.

157. Si n non fuerit 1, fed numerus alius flue af-

firmatiuus fiue negatiuus integer, differendalia aeque fa-

cile definientur. Cum autem differendalia fecunda &
altiorum ordinum eadem lege ex primis

,
qua haec ex

ipfis poteftatibus
,

deriuentur
,
exempla fimpliciora pri-

morum tanturn differentialium apponamus.

d.x
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d.xVx~l dxVx\ d^Vx— \ xdxYx ;
d,xiVx^z$xiixVx\

d. ——- • J — —~^ dx
Vx 2XVx> ' xVx 2xxVx ’ ’jr^yx 2X 3Vx *

dx
d. fo*

~
| ;

d.x$x= $ ; </.
;

</. jrAy'^r“ -} xdxy'x • d. xxrfyx 2 ~
f xdxy'x*

j &c.

^
x_ “dx i -2dx i -4 dx

\f* 3xy'x
3 ' \fx* ixftx 2 * 'rj/*

j
1 __ —$dx 1 —jdx

&c-

i?8. Ex his iam fun£tioniim omnium algebraica-

rum rationaiium integrarum differentialia potcrunt inue-
niri, propterea quod earum finguli termini funt potefta-

tes ipfius x, quas differendare nouimus. Cum enim quan-
dtas huiusmodi p—\—q—|

—

r—|—

s

—)— &c. pofito x—\—dx loco

aheat in p~ |

—

dp -
|

•

j
dij—j

—

y—|

—

dY—\—s ~^-" ds'
j Sec

•

eric eius differentiate —dp-\-Jj-\-dr-\-dt-\- &c. Quare
fi fingularum quandtatum p, q, r, j, differentialia affig-

narc qucamus, fimul quoque aggregari earum differentiate

innotefeet. Atque cum muldpli ipfius p difTerentiale fit

aeque multiplum ipfius dp, hoc eft d. ap~adp\ eritquan-
utatis np-\-bq-\-cr differendale ~adp-\~bdq-\-cdr.
Cum denique quandtatum conftantium differentialia fine

nulla, erit quoque quandtaris huius op -\-bq-{-cr-\-f
differendale = a dp -f- bdq-{- edr

.

1 59 . In funftionibus ergo rarionalibus integriscum

finguli termini fint vel conftantes vel poteftates ipfius x
t

diffe-

Digitized by Google



CAPUT r. 139

difFerentiado fecundum praecepta data facile abfoluetur.

Sic erit

:

d (a-\—x) ZZ dx
;

d(a-\-bx) “ bdx
;

d(a-\~xx) — 2 xdx -

f d(aa xx) — — 2xdx
J

d (a—\~bx~-{-cx

x

)
“ bdx—}— 2 cxdx

;

'

d (a-\-bx-\-cxx-{-ex3
)
~ bdx-\-2 cxdx-\-$ ex 7dx

j

d {a ~f- bx—f—fJr cx 3 -\-fx bdx—f- 2cxdx—f— ^rx 3ax

-f-4/jrVx.

Atque fi exponentes fuerint indefinite erit :

d (1 x*)~— nx"~idx
j

d(i-{-xm)~Mxm—idx ’

d (a-}-bx m-\-cx n
)
~ mbx m- ldx~\-ncx n-idx .

160. Cum igitur fun£Hones rationales integrae fe-

cundum maximam ipfius x dignitatem in gradus diftin-

guantur, manifcftum eft, fi huiusmodi funftionum con*

tinuo differenrialia capiantur, ea tandem fieri conftanda,

pofteaque in nihilum abire ,
fi quidem differentiale dx

aflumatur conftans. Sic funftionis primi gradus a—j—bx

differentiale primum bdx eft conftans ,
fecundum cum

fequentibus nullum. Sit funftiojecundi gradus

n-\-bx-\-cxx—y ;
erit dy~ bdx-\-2 cxdx

j

ddy ZZ 2cdx*
;

d 3yZZo.

Simili modo fi ponatur funftio tertii gradus

a~\-bx-\-cxx-{~tx 3 ziy
;

erit dyZZbdx-\~2cxdx-\-yx3dx\

ddyzZ2cdx* 6 exdx* & d3yzz6edx 3 atque d'yzzo.

Quare generalicer fi huiusmodi funttio fit gradus », eius

differentiale ordinis n erit conftans ,
& fcquentia omnia

nulla.
‘ R ' ,5°’
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iSt. Neque etiam differentiatio turbabitur
,

fi in-

ter potentates ipfius x, quae huiusmodi funftioncm com-
ponunt, occurrant tales, quarum exponentes tint nume-
ri negatiui feu frafti. Ita

I. Si fit y — a-if-kVx —
x

. , Idx cdxm y- rvx~^

D, Si fit y — ~^b-\-cVx ^
. . ~adx

, cdxcm

& dly—
qxxVx 4xVx ’

2Vx
cdx *

• cdx
,

m. Si fit y= *+Jyxx xfx xx

. , -ibdx
ent dy— —3$xyxx

& ddy——%~.

$cdx

3xxfix

2 8 cdx 2

yx 3
-ftx

ifdx
7T~

»

x3

6fdx *

cuiiismodi cxempla fecundum praecepta data /acillime
abfoluuntur.

162. Si quantitas differentianda propofita fuerit po-
tefias eiusmodi funftionis

, cuius differentiale exhibere
valetnus

,
praecedentia praecepta fufficiunt ad eius diffe-

rentiale primum definiendum. Sit cnim p funffio quae-
cunque ipfius x

} cuius differentiale dp in potentate eft, erit

ipfi-
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ipfius poteftatis p* differentiale primum ~ np dp,

Hinc fequenda cxempla foluuntur :

I. Si fit y — (a-\-x) n
j

erit dy rr n (*-\-x)—i dx
II. Si fit y— (aa •*•*•)*; erit dy——/\xdx(aa xx)

HI. Si fit y— ~~
*

feu y ~{aa-{~xx)-i

, - 2xdx
ent dy — -—

(n/3-\-xx)*

IV. Si fit y — V(a-\-bx-\-cxx) erit

, bdx—\—2cxdx
dy

aV (a—{-bx —|— cxx )

*

V. Si fit y
—

y'Ca 4—x*y feu y — (a* jc4^|

erit dy % x 3 dx (

a

4 x*)~*—

.

VI. Si fit y
— *

- feu y
~

(i—xx)~*

xdx
’(i xx)V (i

VII. Si fit y — y' («*-+-Vbx-\-x)

j
dxVb : 2Vx-\—dx dxVb-\- 2dxVx

ent y
3 -]/bx-f-r)» 6Vx.yt(a-\-V '

VIII. Si fit
—

V(i—xx)

' erit dy — xdx(i —
-

x-\-Y(aa xx) *

ob d. V(aa xx) ~ X^X
Y ( act xx) ’

ent

.
~dx-\-xdx : 1/(aa—xx) xdx— JxV(aa— jr.r)

^ (x-\-V(tia-xx))* (x-hY(ati—xx)) aV(aa-xx)
- . - dx(x— Y(aa— j\r))

3

feu dy— yJ
(2xx—aayZ(aa— xx)' IX.
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IX. Si fit y — 1^(*—

.

Ponatur ~p & y'G

—

xx)*zzq\ r

• ob J= ./>•+-?)*, erit

lam per antecedents eft

^ 2xVx ^ \ -4xdx ) iy'C 1-*•*)*

quibus vaJoribus fubftitutis fiet

:

, xdx'.ixVx Axdx\\/( i jtjt)
dy ~ •

Simfli autem modo fingulares litteras loco terminorum all-

quantum compofitorum fnbftituendo omnium huiusmodi

fun&ionum differentials facile eruuntur.

1 63. Si quantitas differentianda fuerit produ&um
ex duabus pluribusue fun&ionibus ipfius x

,
quarum diffe-

rentials conftant, eius differentiate fequente modo com- •

modifllme inuenietur. Sint p & q funftiones ipfius x,

quarum differentials dp Sc dq iam funt cognita
,

quia

pofito x-\-dx loco x; p abit in p-\-dp & q in q-\-dq

•

produQrum pq transmutabitur in

(p-\~dp) (q-\-dq) — pq—(—pdq— qdp-\-dpdq

,

vnde produfti pq differendale erit
~pdq-f-qdp—(—dpdq •

vbi cum pdq & qdp fint infinite pans primi ordinis, at
"

dpdq fecundi ordinis
, vldmus terminus euanefcet

,
erit-

que igitur d.pq~pdq-\-qdp. Differendale ergo pro-

dufti pq conftac ex duobus membris, quae obtinentur,
•

Ci

Digitized by Google



CAPUT r. *33

fi vrerque faflor per differentiate alterius faftoris multipli*

cetur. Hinc facile decfueitur differentiatio produ&i pqr

ex tribus fa&oribus conftantis : ponatur enim qr~z y fiet

jijry—
j
& d.pqrZZpdz—\—zdp y

verum ob %— qr

erit dz—qdr~\~rdq y
quibus valoribus loco % 8c da fub-

ftirucis erit .

d. pqr — pqdr-\-prdq-\~qrdp
,

Simfli modo fi quantitas differenrianda quatuor habeat

fa&ores erit:

d. p qr s ZZ p qr ds—\~p q s dr—\—prs dq-\— qrtdp ,

vnde quilibet differentiationem plurium facforum facile

perfpiciet. ,

I. Si ergo fuerit y zz (b—*•), erit

dy ——dx(a-hx)-+-dx(b—xy——ndx-t-l>dx— 2xdx

quod idem differentiale quoque inuenitur, fi quantitas

propofita euoluatur: fit enim y zz trb—ax-\-bx—xx y

ideoque per fuperiora praecepta dyzz— adx -+* bdx— 2xdx*

II. Si fuerit y zz — V( a a—xx) .

X

Ponatur — zzp & V (an— xx)zzq
,
quia eft dpzz——

X ""
_ ,

~xdx
ent

h=,*i+fir± **>’

quae ad eundem denominatorem reduffae dabunt

-xxix-«±x^x_ _-•’{*
. nine etk dfflMen-

• xxV(aa-xx) xxV(aa—xx)

— aadx
dale quaefitum, = ID.
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XX

1 34

III. Si fuerit y
~

, .-r— .J V(«4 -+-* 4
)

Ponatur xx zzp, 8c = q ;
quia inueni-

mus dp ~ 2 xdx & Jz= — 2x3(ix
t erit

~2x sdx 2xdx a g'xdx

Hinc ergo erit diffcrentiale quaefitum

Jy — ia'xdx

pdq-\- qdp
~

(tf4*-f-*
4
) V (a<-i-x') *

IV. Si fuerit y
~ —y

x~{-V(i-i-xx) *

•
Ponendo x =' =f, ob '/=*

Sc dn— ~dx-xdx:V{\+xx')_ -dx(x—}—V

(

I—J—.**•))

(*H-V( I -\-xx)y C^-t-VCn-A-A-)) 2 V(l-hxx)
-dx

’ ent P dd~^ <l dP—
-xdx

. </*

^-hV(i-+-^))]/(i-f-rjr) 1

x-hV(i—I—**)
_ *rCVCi-Kwrt-jr>— (,v-4_|/( I _h xijjvc Fiet ers° differentiate

quaefitum </y~ x

1

~-*0
. • rq 011115 frflC-

tionis f? numerator ac denominator multiplicetur per"

V(i-
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V (i-\-xx)—x
,

fiet

dx—f- 2 xxdx

j
dx(i-|—

2

XX—2xV )

y (i—

xxdx

.

— y(i-\-xx)

Idem differentiate alio modo commodius inueniri po-

teft; cum cnim fit y
—

^ j y
—

, molciplicetur

numerator ac denominator per —x, fiecqne

y~xy (i— xx)— xx— y(x3—)—X1
) XX

,

cuius differentiate per priorem regulam eft

, xdx-\- % x 3dx
,

dx-\~2xxdxdy— ;
— — xxdx— — xxdx.

y(xx-\-x*) y(i-\-xx)

V. Si fiierit y
—

(/i-f-jr) (b—x) Qx—r), erit

dy— (a-\-x) (b -x) dx- (x- c) dx->r (b -x) (x- c) dx

.

VI. Si fuerit y — x (/r«— xx) y {an— xx).

Ob tres faftores ergo reperietur

dy— dx ('fta-\-xx)y {a

a

xx) —f- 2 xxdxy(ju a jt)

xxdx (<i/i—\~xx) _ dx(a4—\—aaxx 4X4
)

y(aa-«—-arx) V(/in xx)

164. Quanquam etiarii fra&iones in fa&oribus com-
prehendi poffunt, tamen commodius vtemur regula frac-

tionibus differentiandi inferaiente. Sit ergo propofica

haec fraftio , cuius differentiale inueniri oportear.

Quoniam pofito x-\-dx loco * fra6lio iUa abit in

P~h
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P^*r-rP_>^(V ^Jj\~P pJi
,

h Wi
q-\-dq ^ '\q qqj q qq q qq ’

vnde fi fraftio ipfa — fubtrahatur, rcmanet ehis differentiate

1

d. —~ —— ob euanefcentem terminum ——

.

q q qq qq

Hinc ergo erit d.

^
~ — —— ,

vnde haec regula

pro diiferentiacinne cniusque fra&ionis enafcitur. A dif

ferentiali nmneratoris per denominatorem multiplicato fub-

trahatur differentiale denominators per numeratorem mul-

tiplicatum
,
rejidmm diridatur per quadratum denominato-

, ris
,
quotusque erit differentiate fraflionis quaefttum. Cu-

ius regulae vfus per fequentia cxempla illuftrabitur.

1. Si faerie
tf/f-j—xx ’

erit per hanc regulam

__ {qa—(—xx) dx—2xxdx (aa—xx) dx
^ (/w—}— xjt)

1 (aa-\-xx)*

V (aa-\-xx)
n. Si faerie y— —— - reperitur

aa—xx 7

(qa xx)xdx:V (/t/t~j—xx)—\—2xdxV (aa-\~xx)

^ (oa xx 1
)

*

& fa£h redu&ione dy — -—£?-
*

' —v •

(qa xx)
1V (rf/7—f— xx)

Saepenumero expedit ea regula vci
,
quae fequitur ex

formula priori d. —— —

—

Z£l
qUa differentiale frac-

tionis aequale reperitur differential! numeratoris per de-

no-
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nominatorem diuifo ,
demto differendali denomuiatoris

per nunieratorem muldplicato at pgr quadratum deno-

minatoris diuilo. Ita

m p* c f
(l (l " xm^X

X

• Si merit y
~

:
—

-

a4—1— a axx-\- jr4
ent

dy~ -2 xdx (aa xx) (2 aaxdx-\-^x idx)
a*-\-aaxx-\-x* (a+-\-tuixx-\-x+y

quae ad eundem determinatorem reuocata praebet.

j
-2 xdx ( 2 /i

4-^—zaaxx—-jr4) .

* •*
:i

iffy. Haec iam fufficiunt ad cuiusqne fiin£Honis
radonalis ipfius * propofitae differcndale inueftigandum

;

fi enim fiicrit integra modus difFerenriandi iam fupra
eft expofitus. Sit igitur funftio propofita fratta, quae
Temper ad huiusmodi formam reducetur:

AH~ B-r—l—C* , -4-D.v 3—|— E:r4-f—Fjr 5—J—&C.
y~ a H- 5r-f- y &x*-+- f *4

-f-
> .

Ponatur numerator — p 8c denominator =: q , vt fiat

y—j i
eritque xfy~ rwy

• At cum fit

:

p — A-4-B x—|— Car* —f—D*3—}—E**—j— &c.

& q ZZ cl —f- S-v—J— y jf9 —J— djr3-4— e jr4-f- &c.

erit dp— J&dx-^ zQxdx-\~ dx-\-4&X 3 dx~\- &c.

& dq~Gdx -4-3 yxdx~\- 3 $x*dx-4-4 tx 3dx-{- &c.

At

Vndc
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vnde per multiplicationem obtinebitur : \

qdp—<t&Jx-\~z aCxdx~\- 3aDr*</.r—|—qaRx 3 dx-\-8ic.

-4— £ B xdx~\-2GCx3dx-+-‘}GDx i dx-±-lkc.

*4- yBxadx-+-2yGx 3dx-\-8cc.

•4- S B x3dx—{— &c.

pdqZzSAdx-\- SBxdx -\- GCx*Jx —f~ ffD-rJ ^jr-4-*&C.

4-2yAjr</r-4-2yBx*Jx -f- ayCxV* -f-&c.

-\-^5Axidx -f- 3 SBx 3dx —|—&c.
~-\—4tAx3 dx 4-&C.

Ex his ita qiie obtifltebitur differentiale quaefitum

:

*=

aB—6A
dx 2aC

A xdx^~
3aD

lyA eC x— yB
X

— 3^A

4-4aE

—23B
4»A

-f-jaF

t^x'dx&c.

3 fB— 5^A

(a-h^-Hy*»-{-&x 3 -±- f -r4-f- £x
J
-f- &c.)

*

/
•

Quae expreflio ad cuinsuis fun£btonis rationale differen-

tiale expedite inueniendum maxime eft accommodaca.

Quamadmcdum enim numerator differentialis ex coeffi-

cientibus numeratoris ac denominatoris fun&ionis pro-

pofitae combinatur, ex infpeftione mox intelligitur. De-

nominator vero differentialis eft quadratum denominato-

ris fimftionis propofitae.

1 66.
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1 66. Si fra£Honi$ propofitae vcl numerator vel de-

nominator vel vterque ex fa&oribus conftct, multiplica-

tioner a£hi infKtuta orietur quidem forma, qualem modo
differentiauimus

;
attamen facilios pro his cafibus regula

peculiaris formabitur. Sit igitur propofita huiusmodi

fra&io yzz—. Ponatur numerator pr^ P, vt fit

9

dV—pdr-f- rdp

.

Atque ob y— erit dy—^—~^-^

fubftitutis autem loco P 8c dP valoribus, habebitur:

L Si fuerit yzz — \

9

j.£T J p qdr-\—qrdp-
eius dirt, dy~ — — -prdq %

Si fit yzz pofito denominatore qs— Q^,

erit dQzzqdt-{-tdq
y 8c dy—^*?——^. Quare

M

II. Si fuerit y
—

H

_ P

,... i 9 s dp pqdt ptdq
ent dy- — .

Si fuerit ponatur pr— P & qt—Q^ vt ha-
9 s

P
beatur y—

q^,
& dy—

fie dP ^Zpdr -\-rdp 8c

bit fequens differentiario

:

QJP— P^CL Cum autem
QSL

dQ^zz qdt ~{~ tdq
} prodi-

S a III.
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m. Si fuerit y ~ —
,

I s

ent

feu

dy -=M* <lr-+-V sdP -pqrds prsdq

. 11 s *

dy— rJjP
|

PJiil Plil
tJ

qs qs qqs qss

Simili modo, fi numerator ac denominator fra£Honis pro-

pofitae plures habeant fa&ores
,

differentials eadcm ra-

rione inueftigabuntur
;
nequc ad hoc ampliori manuduc-

rione erit opus. Quamobrem quoque exempla hue per-

tinenria praetermitto
,
cum mox modus generalis has

om^p differentiandi methodos pardculares complc&ens

afferetur.

167. Dantur autem cafus tarn produ&orum quam
ffa&ionum, quibus differentiale commodius exprimi po-

teft, quam per regulas generaliores hie eXpofitas. Eue-

nit hoc Ci fafrores
,
qui vei funOionem ipfam, vel func-

rionis numeratorem aut denominatorem conftituunt, fue-

rint poteftates.

Ponamus fun&ionem differentiandam effe y~p"
q",

ad cuius differentiale inueniendum fit p mzrP & £»— Q,

vt fiat y—PQ_ & dy~¥ dQ-{-QdP. Cum autem fit

dPzz mp m~ 1 dp 8c dQj^'* l"~ l d q, fiet his valoribus

fubftitutis

:

dy— npmf~l dq -4-mpm~ x

q
ndp~p m~ x q"~>

(
'npdq-\- mqdp)\

vnde fequens oritur regula:

. L Si
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I. Si fiierit y — pm q” \

erit dy — p m
~ l q"-' (npdq -\~ mqdp) .

Simili modo fi tres fuerint fadores, differentialc inuenie-

tur, ac reperictur hoc modo expreffum.

II. Si fiierit y — p
mq»r k ‘

1

erit dy—p m-l

q
m-1 r k~t (mqrdp-\-nprdq-\~kpqdr)

.

168. Sin autem fiierit propofita fraftio, cuius vel

numerator vd denominator habeat faftoreni, qui eft po-

teftas, regulae quoque particulares tradi poterunt. Sit pri-

fi tn

mum propofita huius.nodi fra£fio yzz— y erit per regu-

lam fra&ionibus inferuientcm dy—— iiLZZJL-il
qq

5

quod differentiale commodius fic expriraetur.

p m
I. Si fuerit y~ —

y

f

_p m~'(mqdp pdq>
Cnt ay _ — — ,

??

Sit iam y
— —

,
fiet per candem iuperiorem regulam

f
"

npq*Jy-Cit
l dq

, cuius exprefiionis fi numerator ac
7

~

denominator per q"~l diuidatur, erit dy— .

Quamobrenr.

II. Si fuerit y
~

erit dy
1

S3

qdp npdq

q*+l

Quod

f
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Ml

I

Quod fi vero proponatur y rr
5

, mpm~l q*dp npmqm
~ldq

dy— —
, quae reduckur ad

«!>
-

III. Si fuerit jy
~^

:

erk A zz
npdq )

*

Denique fi propofita fuerit huiusmodi fra&io > r=

habebitur per regulam fra&ionum gencralem

r

dy -jP m,
l
Mjr mP m~1

‘7 " r<fy> np m g”-'rdq

,

pif^qin )

cuius exprefiionis cum numerator & denominator fit di-

vifibilis per p”- 1
q
»->

:

IV. Si fuerit y
—

ent

^ f-f *

dy — tnqrdp

Si plures occurrant faftores
,
huiusmodi regulae fpecia-

les
,
quas verbis exprimere fuperfluum foret

,
facili ne-

gotio pro quouis cafus erui poterunt.

•

1 69. Regulae difTcrentiaridi quas haftenus expofui-

mus tarn late patent
,

vt nulla excogitari poffit funefio

ipfius jr algebraica
,
quae non earum opc differentiari

I • que-

t
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quest. Si enim fon£Ho ipfius x fuerit rationalis, vel.

erit integra vel fraQra, priori cafu §. 1 55. modum dedi-

mus eiusmodi ffu&iones differentiandi
,

poftcriori vero

cafu in §. i6y. negotium abfohiimus. Simul vero eti-

ani compendia, fi faftores inuoluantur, differentiationis

exhibuimus. Deinde vero etiam quantitates irrationales

cuiusuis generis differentiare docuimus, quae quomodo-

cunque funftionem propodtam afficiant, due ei per ad-

ditionem, due per fubtracHonem due multiplicationem

,

due diuidonem dnt implicatae, perpetuo ad cafus iam

traftatos reuocari poterant. Intelligenda autem haec font

de fun&ionibus explicitis
;
nam de implicitis

,
quorum

natura per acquationem datur, infra, poftquam funftio-

nes duarum pluriumue variabilium differentiare docue-

rirnus ,
traftandi locus erit.

170. Si regulas hie traditas dngulas perpendarmrs

atque inter fe conferamus, eas omnes ad vnam ma5dme
vniuerfalem reducere poterimus

;
quam autem infra de-

mum rigida demonftratione munire Hcebit; interim ta-

men & hoc loco non adeo difficile erit eius veritatem

attendenti intueri. Fun£Ho quaecunque algebraica com-
podta eft ex paxtibus, quae vel additione vel fobtra£Ho-

ne vel multiplicarione vel diuidone inter fe erunt com-

plicatae; haeque partes erunt vel rationales vel irratio-

nales. Vocemus ergo iftas quantitates fun£Honem quam-
vis conftituentes eius partes. Turn pro qualibet parte

funclio propojita feorjim ita dijferentietur
,
quaji ea pars

fola ejjet variabilis ,
reliquae vero partes omnes conjlantes.
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Quo faflo Jingula ifta differentialia
,
quae ex fingulis par-

tibus modo defcripto eliciurttur,
in vnam fummarn celligan-

tur
, ficque obtinebitur differentiate fundiionis propojitae.

„

Huiusque regulae ope omnes omnino funtliones difFe-

renriari poterunt, nequidem transcendentibus excepds,

vd infra oftendetur.

1 7 1. Ad regulam hanc illuftrandam ponamus func-

tionem y duabus conftare partibus, fiue per additionem

flue fubcratlionem connexis, ita vt fit yzzp + q. Po-

natur primo fola pars p variabilis, altera q conftans erit

diffcrentiale =2 dp
, deinde ponatur altera pars ±q fola

variabilis, altera vero p conftans, eritque differentiale

~ it dq. Atque ex his differentialibus differendale

quaefitum ita componetur, vt lit dy— dp -j-dq, omnino

vd idem iam fupra inuenimus. Hinc vero dm id liquet,

fi fua&io pluribus conftet partibus ,
fiue inuicem addi-

ns due fubtrafHs, nempe q—p±q

±

rdb s
* °Pe huius

regulae inuentum iri dy~dp-^-d//-+-dr-^-dt, plane vd

& fuperior rcgula docebat.

172. Si partes dnt in fe inuicem multiplicatae, ita

vt fit y—pq\ manifcftum eft pofita fola parte p varia-

bili , fore differendale ~ q dp ;
at fi altera pars q fola

variabilis ftatuatur, erit difTerentiale zzpdq. Addantur

ergo haec duo differentialia inuicem
,
atque prodibit dif-

ferendale quaefitum dy — qdp -f- pdq ,
quemadmodum

ex iam allads conftat. Si plures fuerint partes per mul-

riplicaridhem connexae, fcilicet y—pqrs
,

fi fucceffiue

vna-
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vnaquacque fola variabiiis ftatuatur, oricntur ifta differen-

tialia qrsdp
,
prsdq, pqsdr

, & pqrds ,

quorum fumma dabit differentiale quaefitum
, nempc

dy~ qrsdp -f- prsdq -\-pqsdr -f— pqrds ,

prorfus vri iam ante inuenimus. Differentiale ergo ex

totidem partibus componitur, fiue partes tun&ionem
conflituentes fint inuicem additae fubtra&aeve, flue in

fe inuicem multiplicatae.

173. Si partes fun&ionem formantes per cfiuifio-

nem fint connexae, nempe y zz —
,
ponatur fecundum

regulam primum fola pars p variabiiis, eritque ob q com

ftans differentiale z=~
;
deinde ponatur fola pars q va-

riabiiis ob y —pq~ l
,
erit differentiale zz —

,
quae

duo differentialia collefta dabunt differentiale fim&ionis

propofitae dy~ dp pdq qdp pdq
ficut

q qq qq
iam fupra inuenimus. Simili modo fi funftio propofita

fit y zr ~
,

* ponendo fucceffiue fingulas partes folas

p,q,r & s variables, prodibunt fequentia differentialia

:

f£p tjl & tlil, vnde fit
rs 1 rs 1 rrs 1 rss

qrsdp~\-prsdq—~-pqsdr——pqrds

rrss

T

dy—

*74*
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174. Dummodo ergo fingulae partes

, ex quibus

fun&io componitur , ita fuerint comparatae
,

vt earum
differentials exhiberi queant, fimul qaoque totius func-

rionis differendale inueniri potent. Quodfi igitur partes

fuerint fun&iones rationales
, turn earum difTerentialia

non folum ope praeceptorum ante iam datorum inue-

niuntur, fed ea quoque ex hac ipfa regula generali erui

poterunt : fin autem partes fuerint irrationales
,
quia ir-

rationalitas ad poteftates, quarum exponentes funt nume-

ri frafti
,

reducitur
,

eae per differcntiationem potefta-

tum, qua eft d.x»~~nx m~ ldx differendabuntur. At-

que ex eodem fonte haurietur quoque differentiate eius*

modi formularum irradonalium
,
quae alias infuper ex-

preftiones furdas inuoluunt. Vnde patct ft cum regula

generali hie data , infra vero demonftranda
,
coniunga-

tur regula differendandi poteftates, turn omnium omnino

funftionum algebraicarum diffcrcndalia exhiberi pofle.

i7j. Ex his omnibus iam dilucide fequitur, fi y
fucrit funflio quaecunque ipfius x, differendale eius dy

huiusmodi habiturum effe formam dy — pdx
, in qua

valor ipfius p per praecepta hie expofita Temper aftignari

queat. Erit autem p funftio ipfius x quoque algebraica,

cum in eius determinadonem nullae aliae operationes in-

grediantur, nifi confuetae, quibus fun&iones algebraicae

conftitui folent. Hancobrem fi y fuerit functio algebrai-

ca ipfius x
,

erit quoque funftio algebraica ipfius x.

Atque fi % fuerit edam functio algebraica ipfius x, ita vt

Cidz
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fi’Arrf <?*, ob q funQionem algebraicam ipfius x, eritquo-

que ‘j- fun&io algebraica ip fills x, quippe quae eft — —

.

y
d%

9

Quare fi huiusmodi formulae -j-y in expreffionem cete-

ra algebraicam ingrediantur
,

eae non impedient, quo-

minus ea expreflio fit algebraica, dummodo y & a fue-

tint fun&iones algebraicae.

176. Poterimus autem hoc ratiocinium extendere ad

differentialia fecunda & fuperiorem ordinum. Si enim

manente y fun&ione algebraica ipfius x, fiierit dy~pdx
t

atque dp— qdx
j

erit fumto differential! dx conftante,

ddy — qdx * vti fupra vidimus. Cum igitur ob ratio-

nes ante allegatas fit quoque q fiin&io algebraica ipfius

x
,

erit quoque non folum quantitas finita, fed ctiam

fiinQio algebraica ipfius x, dummodo y fiierit eiusmodi

fim&io. Simili modo perfpicietur, fore—
, ,

&c.

fiinQdones algebraicas ipfius x, modo y fiierit talis
;

at-

que fi a fit quoque fiin&io algebraica ipfius x, omnes

exprelfiones finitae; quae ex diflerentialibus cuiusuis or-

dinis ipfarum y, a, & ex dx componuntur cuiusmodi

i %£& i &c- toU eraw fi*”®0-

nes algebraicae ipfius x .

T * 177-

Digitized by Google



C A P U T' r.448

t77- Cum igicur nunc methodus fir tradita cuius-
que funftionis ipfius * algebraicae difFerendale primum
inueniendi

,
eadem methodo poterimus quoque difTeren-

tialia fecunda altiorumque ordinum inueftigare. Si enim
y fuerit fun£Ho quaecunque algebraica ipfius x

, ex eius
ditferentiarione dy—pdx innotefcet valor ipfius p. Qui

i fi denuo differentietur atque reperiatur dp — qdx, erit
ddy— 'qdx 3

,
pofito dx conftante, ficque definiecur dif-

ferentiale fecundum. DifFerentiando porro q , vt fit

dq— rdx

,

habebitur difFerendale tertium d 3
y — rdx 3 •

ficque vlterius differentialia akiorum ordinum indaga-
buntur; quoniam quantitates p, q, r, &c . omnes fune
funftiones ipfius * algebraicae

, ad quas differentiandas
praecepta data fufficiunt. Hoc ergo efficietur continua
difFerentiadone

;
omifiis enim dx, in differentiadone ip-

fius y ,
prodibit valor ipfius

d

£ ~ P , qui denuc. diffe-

rendatus ac diuifus per dx, quod fit dum vbique (Me-

rentiale dx omittatur, dabit valorem ipfius a — ^2.
* dx* *

Simili modo porro inuenitur r zr
e
~~ &c.

L Sk y —
iTa -\-xx

cuius dlffcrencia!ia tarn prima

quam fequendum ordinum requiruntur.

Primum ergo difFcrentiando fimulque per dx diuidendo
. dy -2 aax

era hl"«l<K Porro

ddy
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145

diiy - a a *-\* 6 <utxx

dx l

(/?<?—f-xx) 3

d 3
y *4<j4x 24<i<»x3

dx3 xx) 4

d*y 24 a* 240«4xx-4-I20/kix4

dx* ~~~ (aa-\-xx) s

d s
y »«720<i*x-f-2400fl4x3— 720aax3

dx 3 (Ya-+-xxy6
.

&C.

j II. Sit y —^
1

~
>
eruntque differentials pri-

mum & fequentia:

dy x '

*

ddy 1-4- 2xx

ix'~
(._«)*

d 3
y sx-4-6x9

(1—xx)^ *

d+y 9—}—72xa— 24X4

5? "S
‘ (,—xx)*~
22;.yHr6oo.»r :> -4-xao* 3

571” (,—xx?*‘

d e
y 2 J 5

-4- 40 f0 -*‘*-f“ 5400X4-)—720X*
___ _ ~
*

(1 xx) 3

&c. Hacc
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IJO CAPUT y.

Haec Diftercntialia facile vlterius condnnantur
;

interim

tamen lex
,
qua termini eorum progrediuntur, non cito

patet. Coefficiens quidem fupremarum ipfius x potefta-

tum Temper eft produfhim numerorum naturalium ab i

vsque ad ordinem difFerentialis, quod quaeritur. Inte-

rim fi has formas vlterius continuemus atque perpcnda-

mus, deprehendemus fore generaliter, (i y~ ——?

V(i—xxy

dx

•

(i
—

~

a i. a.

bl »(»-0C I-3-? (»-$) ’

s
a.4 i. 2. 3. 4 ^”2.4.6' 1. 2 ... 6

**

M.7 ^1) C—7) N
^2. 4.6.8 1. a 8

-ir«c.j

Huiusmodi ergo exempla non folum inferuiunt, ad ha-

bitum in differentiationis negorio acquirendum, fed eri-

am leges, quae in differentialibus omnium ordinum ob-

feruantur, per fe funt notatu digniffimae, atque ad alias

inuentiones deducere poflunt.

CAPUT
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CAPUT VI.
«

D£ DIFFERENTIA TIONE FUNC-
TJONUM TRsfNSCENDENT1UM,

•A •

i7g.

Praeter infinita quantitatum transccndentium feu non

algebraicarum genera, quae calculus integralis fup-

peditabit, in Introdu&ione ad analyfin infinicorum ad co-

gnitionem aliquot huiusmodi quantitatum magis vfita-

tarum nobis peruenire licuit, quas do&rina de logarith-

ms & arcubus circularibus fuggeflerat. Quoniam igi-

tur harum quantitatum naturam tam dilucide expofiiimns,

vt fere eadem facilitate atque quantitates algebraicae in

calculo tra&ari queant, earum quoque differentialia in

hoc capite inueftigabimus
,
quo earum indoles ac proprie-

tates clarius perfpiciantur
;
hoeque pafto aditus ad calcu-

lum integralem, qui quantitatum transccndentium eft fons

proprius, patefiat.

175. Primum igirar occurrunt quantitates logarith-

micae, feu eiusmodi fun&iones ipfius x, quae praeter ex-

prefliones algebraicas quoque logarithmum ipfius x, feu

cuiusuis ipfius funftionis inuoluunt. Ad quas differen*

tiandas, cum quantitates algebraicae nullum negotium am-

plius faceffant
,
omnis difficultas in inueniendo differen*

clali logarithmi cuiusque ipfius x funftionis erit pofita.

Quia vero logaridimorum plurima dantur genera diuerfa,

quae

l

1
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CAPUT VIin

quae tamen inter fe courtantes tenent rationes, hie loga-

rithmos hyperbolicos potiflimum conteruplabimur, cum
ex iis omnes reliqui logarithmi facile formentur. Si enim

funcHonis p logarithmus hyperbolicus fuerit ~ //>, turn

ciusdem funcHonis p logarithmus ex alio canonc defum-

tus erit — m Ip
,
denotante m numerum, quo relatio hu-

ius logarithmorum canonis ad hyperbolicos exprimitur.

Hanc ob caufam Ip perpetuo hie defignabit logarithmum

hyperbolicum quantitatis p .

1 80. Quaeramus ergo diffcrentiale logarithmi hy-

perbolici quantitatis .*•, ponaturque yzzlx, ita vt diffe-

rentialis dy valor definiri debeat. Ponatur x-\-dx loco

x
,
ficque tranfibit y in y

1 ~y-\~dy
; quare habebitur

y~\~dy— l(x—{- dx) & dy—/(x-\-dx)—lx~/(i-\——').
X

At iam fupra logarithmum hyperbolicum huiusmodi ex-

preflionis i-f-a ita per feriem infinitam expreflimus, vt

a a a 3 a*
eflet /(t-f-a) — a

j
j— &C.

3 3 4

Pofito ergo — pro a
,

obtinebimus

:

dy“ dx dx* dx* __

i j &C.
%x 3X 2X 3

Cum igitur huius feriei omnes termini prae primo eua-

dx
nefcant, erit d. lx~dy~ — . Vnde alius cuiuscunque

logarithmi, cuius ad hyperbolicum ratio eft vt *:i, dif-

r . . . ndx
rerenaale ent ~ — . . ..

x • - - i 8 r.
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C A P V T VI

t8i. Si igitur curasque ipfius x fonOrionis p Ioga-

rithmus Ip proponatur, eodem ratiocinio repcrietur eius

difFerentiale eflc ” ^ ,
vnde ad logarithmorum diffe-

renrialia inuenienda haec habetur regula. Quantitatis p,
cuius logarithmus proponitur

,
fumatur differential'e

, hoc-,

que per ipfam quontitatem p diuifum dabit differentialc lo-

garithms quaefitunu Sequitur haec eadem regula quoque

ex forma -—-—,
ad quam fupefiori libro logarithmura

ipfius p reduximus. Sit w — o, & cum fit

lp~- ; erit - d.lp—d.—p u‘zzp'a
~ tdpzz— obr W CO p

J

w— o. Notandum autem eft — efle difFerentiale loga-

rithmi hyperbolici ipfius p ;
ita vt, fi logarithmus vulga-

do
ris ipfius p proponeretur, difFerentiale illud multipli-

cari deberet per hunc numefum 0,43429448 &c.

182. Ope huius ergo rcgulae, cuiuscunque func-

tionis ipfius x logarithmus proponatur, eius differentialc

facilliine inueniri poterit, quemadmodum ex fequentibus

exemplis perfpicietur

:

, dx . :1 i

I. Si fit y— lx
;

ent dy — —.

II. Si fit yzz/x*i ponatur x*—p, vt fit y~lp, eritque

dyzz— . At eft dp~nx*-'dx, vnde fit dy=z~ .

'
• ‘ V ' *

Idem



m CAPUT VL

Idem quoque ex logarithmorum natura colligitur
;
cum

enim fit lx»—nix
,

erit dAx n~ndJx~ n——
.

x

HI. Si fit y—l(i-\-xx ) , erit dy^z -
X{fx

.

.

l-{—**

IV. Si fit >— ;
quia erit y--lV(i-xx)

- — - il(i-xx) ,
inuenitur </y

~~Jx
.

i jr.r

V. Si fit ob y—lx- */(i-4-.va-)?

- , dx xdx dx
fiet dy

—

——
. _x ’ l-f-Jfjr jr(i-|-**)

VI. Si fie y r= /(*-HV(i-f-**))
, fiee

d
dx^~xJx:V(i~Jf-xx)_

( i-Hr*) (*-HV(i-H**))V(i-H**)*

cuius fra&ionis cum numerator ac denominator per

x~\- 1/ (i-j-xx) fit diuifibill's fiet dy — .

V (i -\-xx

)

VII. Si fit y“ y~~^ l(•*"V— —**)), ponatur

xy— i=z . Atque ob jf=p^-j/C*-HV(i-Haa)),

erit per praecedens dy — dz:V(i -H*a).

Quare, ob d%zzdxV— i, fiet dy~— — .

V(l— jtjt)

Quamuis ergo Iogarithmus propofitus imaginaria inuol*

vat, tamen eius differentiate fit realc.

183.
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C A P V T VI 1 5f

183. Si quantitas, cuius logarithmus proponirar, ha-

beat fa&ores
,

turn ipfc logarithmus in plures alios re-

foluetur hoc modo: Si proponatur y~ Ipqrs
,

quia erie

erit dy~~ —f-— —f-~

.

Haec refolutio pariter locum habet
, fi ilia quantitas, cu-

ius logarithmus diflerentiari debct, fucrit fra£Ho. Sit enim

y~l—
, ob y~!p-hLj—lr—h, erit dyzz— -*r — — ——

—

4
rx * j r i i

P # r t

Neque etiam poteftates difficultatem moucbunt
, fi enim

« IB B

fiierit y— /-—— , ob yzz.mlp-\-nlq— plr— »//,

r
ft
s
V

. , mdp
.
ndq udr tds

ent dy— —-H — .J
p q r t

I. Si fiierit y~i(a-\~x)(i-\~x) (r-f-jr), quia erit

y zzJ(n-i-x)-{-l(b-+-x)~hl(c-{-x), fiet differcndale quaefitum

, dx
t

dx
t

dx •

^
tt —f—r ' £ —j— ar c -+—•*

*

A. Si fuerit erit /(i-f-ar)- J/(i—.v)
f

hincque dy
$dx dx dx

i-\-x

in. Si fit , ob y=i /(V(i-i-xx)-bx)

. — . v .. . . . Idx : Idx
«* *=> 7̂)+vu£;7) =

dx
Hoc -idem facilius inuenitur, fi in fra&ione

V 2 V(i
V(i+jw)*
C.
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CAPUT ri.Ij6

J j- -

l~
-J» ^

V(t |
xx) x *

irrat,ona^tas in denominatore tollatur

multiplicando numeratorem ac denominatorem per

.
V( i -+-•*Jf) -+-•*

> prodibit enim

y— i ==/(K(i-f-Jrx)-h.r),
'

•
' Ay.

f
cuius difFerenriale ante vidimus efle dy— .

K(r-Hrx)
,
V(i-^*)-hV(i—x)

IV. Si ft yzzT Ponauir huius

frafHonis numerator V(i-\~x)-\~y(x—x)—p & de-

nominator erit y=.l£—lp-Ify

& dy~ d—— d~. Eftvero dp—

—

4̂ £f__—
P <1

'

, 2V(i-Kr) 2V(i-j)“
• -dx
aY(i—
dqZl

—-(V(i-f-%r) V(i x)-\~—7ldX- • &•*)
' v " »V(I—xxy

dx dx .* pdx
HincfietaVCi-HO^aKO—jr) aK(i—xr)'

>*)•'. * * • V

-gdx pdx ~.(pp-±^qyx
p q 2/>V(l o-JT) a*V(i xx)~~2pqV( I xx)

'

At eft pp -+- f q — 4 & pq zz xx, vnde erit

dx
dy Hoc autem diiTerentiale faciliusxy(i—xxy
inuenietur, fi logarithmus propoftus ita transformetur,

- ,=/dzV(^)=/^ o) •

•

I , t* •
“

„ .
Po/ito
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Pofito enim —
x (=—) = '

•

eric

dP—
~ dx dx

XX
x 3V(--i)

—dx
XX

dx
x~Y(i—xx)

XX

xxv(l-xx) ~l 1 r *

. . dp -dx
etlt dy—- — ~rrr-.

P *V(i XX)
vt ante.

184. Cum igitur logarithmorum differentials pri-

ms, fi per dx diuidantur, . fint quantitates algebraicae, dif-

ferentialia fecunda ac fequentium ordinum per praece-

pta praecedentis capitis facile inueniuntur, fiquidem dif-

ferentiate dx aflumamr conffans, Sic pofito

y:- lx

dx
X

-dx

*

dy~

ddy ~

d3y ZZ

d*y—

x*

2dx 3

x3

- 6dx4

,
&

, &

,
&

»
&

&C.

ent

dy .... 1

dx X

ddy — 1

dx* x*

d 3y 2
dx3 x3

d'y -<s

dx* ~ x+

V 3 Atque
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158 CAPUT VL

Atque fi/fiierit quantitas algebraica, fitque yzzlp, etiamfi.?

non fit quantitas algebraica, tamen ^ ^ ;
&c.

erunt funtiiones algebraicae ipflus x.

i8j. Expofita logarithmorum differendatione, func-

tiones, quae ex algebraicis ac logarichmis funt permixtae,

facile diff'erentiabuntur, pcrinde atque eae
,
quae ex lo-

garithmis folis componuntur
j

vti cx fcquentibus exem-

plis fiet perfpicuum.

I. Si fit y—(lx)*
,
ponatur lx—p, atque ob y~p*

erit dy~2pJp\ verum dp——
\
ideoque erit dy—— /x.

II. Simili modo fi fit >zz(/ar)*, erit dy—— (/or)"-*,
•X

vnde, fi fit y~V lx
,
ob erit dy—

III. Atque fi p fuerit funftio quaecunque ipfius or,

. ndp
ponaturque y ~(/p)", ent dy—-y- (Ip)*- 1

. Quare cum

difFercntiale dp per praecedentia affignari poffit, erit quo-

que differentiale ipfius y cognitum.

IV. Si fit y~lp . lf t fuerintque p & q fun£liones

quaecunque ipfius x, per regulam fa&orum fupra datam

erit dy~ — lq-\- — Ip.
P 1

V. Si fit y — x/x-
t

erit per eandem regulam

dy ZZ,dxlx —dx!x-\-dx. VI.
. x
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CAPUT Ft *J9

VI. Si fit y~xmlx diflerentiarione fecundum
tn #

partes inftituta, reperierur dx/x -4- -

& d.— xm —x»-'dx, vnde erit dy— mxm~ldxlx.
tn

VD. Si fit y~ x m (!x)", fiet dy— mxm-*dx(Ix)"

4- nx^-'dx (/x) *-»,

VIII. Si logarithmi Iogarithmorum occurranr, vti fi fue*

rit y~llx
7
ponatur Ix—p> erit y—lp, & ~

;

/

^

at eft dp——
i

vnde fiet dy— .

IX. Atque fi fuerit yzz IIIx y fi ftatuatur lx— p, fiet

yzzllpy eritque per exemplum praeeedens dy-*—’ at eft

dp— — ,quibus valoribus fubftituns habebitur dy——^
X

.. -

.

•T JCIJC%IIX

i85. Expofita logarithmoram differentiatione, pro-

grediamur ad quantitates exponential, feu eiusmodi po-

teftates, quarum exponentes fint variabiles. Huiusmodi

autem ipfiqs x funftionum dihe'rentialia per logarithmo-

rum differentiationem inneniri poffunt hoc modo. Quae-

ratur differentiate ipfios a*> ad quod mueftigandum po-

natur y~a x
7

eritque logarithmis fumendis lyzzxla.

Sumantur iam differentials, atque obtinebitur ~— dxla
;

vnde fit dy—ydxla
,

cum autem fit y~a*
t erit

dy—a*dxla
,
quod eft differentiale ipfius a x . Simili

mo-



CAPUT FL1(9

modo, fi fit p fiin&io quaecanque ipfius' .r, huius quan-

titatis exponentialis at differentiale erit rr atdpia.

187. Hoc idem autem differentials immediate ex
,

natura quantitatum exponentialium in introdu&ione ex-

pofita deduci pore ft. Sit enim propofita at, denotante p
funftionem quamcanque ipfius Jr, quae, pofito x-\~dx
loco abeat in p-\-dp. Vnde ft ponatur y ~ at,

fi x abeat in x-\-dx, erit y dy— at+ dt, ideoque

dy—aP+dP—aP—at(adP—1). Oftendimus autem fu-

pra, qnamuis quantitatem exponentialcm a* perhuiusmo-

di lenem expnmi t-\~z/a~\ ——[ —|- &c.

vnde erit a dtzz 1 *4“ dpla-+- ^ &c.
,
&

adt— 1— dp la
,
quia fequentes termini prae dp la omnes

euanefeunt. Confequenter erit dy— d. at— at dp la.

Quart quantitatis exponentialis aP differentiate erit pro-

duttum ex ipfa quantitate exponential! ,
exponentis diffe-

renttali dp, & logarithmo quantitatis couftantis a, quae

ad exponentem variabilem eft cueSa-

188. Si igitur e fit numerus, cuius logarithmus hy-
perbolicus eft ~ r, vt fit le~i, erit quantitatis t* dif-

ferentiale ~e*dx. Atque fi dx fumatur conftans, erit

hqius differentiate “ exdx %
,
quod eft differentiate fecun-

dum ipfius e*

.

Simili modo differentiale tertium erit" ex d

x

3
, Quare fi fit

a' - * •

J—
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CAPUT FI. t£r

J “'it
gj
= <" * % l f*x

; n l e

d 3y . ‘ d4y _
porroque ~$= » 3 e'*

;
j^zzn'e**

;
8cc.

Vnde patet ipfius t nx differentialia primum, fecundum

& reliqua fequenda conftituere progreffionem geometri-

cam : eritque ergo differentiale ordinis m ipfius <”*zzy>

dmy . . dm ynempe —nm e**\ hineque lgitur yy, quantitas

conftans

189. Si ipfa quantitas, quae eleuatur, fuerit varia-

bilis , eius differentiale fimili modo inueftigabitur. Sint

p & q funftiones quaecunque ipfius x
,

ac proponatur
quantitas exponentialis y~pi. Sumris logarithmis erit

ly~ qlp, quibus vHfferentiaris erit ~ dqlp -f_ lit
f

vnde fit dy —ydq/p zzpi dq/p qpi- idp

,

ob y—pi. Hoc ergo differentiale conftat duobus mem-
bris, quorum prius pi dqlp oritur, fi quantitas propofita

pi ita differenrietur
,
quafi effet quantitas conftans, fo-

lusque exponens q variabilis : alterutn vero membrum
qpi-'dp oritur, fi in quantitate propofita pi exponens q
tanquam conftans fpe&etur

,
-folaque quantitas /?, quafi

effet variabilis, traftetur. Hocque ergo differentiale per

regulam generalem differentiandi fupra traditam inueniri

potuiffet.

X 190.

1
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190. Eiusdem vero expreffionis pi difTerentiale

quoque ex nature quantitatum exponentialium erui po-

tefthoc modo: fit y~pi
y

eritque, loco x pofito x-+-Jx,

vdque y-+-dyzz(p-{-dp)i+ J i, quae expreffio, fimore

fclito in fericm refoluatur, ficc

y -f- dy “ p1^~ d1 —|— (q-b-dq) p1+d 1~ ldp

+ 0
,t+dt-.jf.+SK.

ideoquc

dy ZZp1+J1 pi —(— (y-f-dq) p1+ J1~ tdp
>

fequentes enim termini, qui altiores ipfius dp poteftates

inuoluunt, prae (q-\-dq)pi+ Ji-idp euanefcunt. At eft

p1+ j1—p1—pl(p d 1—i)—pl(l+dq/p+ dq1 (lpy+8cc.-i)
2

—fidqlp. In altero vcro termino

fi loco q—\—dq fcribamus q, orietur qpi-'dp
, ideoque

difTerentiale eric vt ante dy—pidqIp-\-qpi-idp.

15 1. Facilius vero l»c idem differentiale ex natu-

re quantitatum exponentialium inueftigabitur
, hoc mo-

do : Cum, fumto e pro npmero, cuius logarithmus hy*

perbolicus eft = 1, fit pi ~ei lt
,

vtriusque enim loga-

rithmus eft idem qlp
;

erit yzzei>r. Quare, cum nunc

quantitas eleuata e fit conftans, erit dy—ei lr

vti ante oftendimus in regula §.187 data. Reftitua-

tur igitur pi loco ei l
?

,
fietque

dyzzpldqlp-^-plqdp : p— pldqlp—{— qp1~*dp.
• - Si

O
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CAPUT VI. 163

Si igitur flierit y erit dy— x*dx!x-\-x xdx
j

atque hinc quoque eius vlteriora differentialia defiinien-

tur: reperietur enim:

&c.

192. Inter differentialia huiusmodi fonftionum
,

quae quantitates exponentiales comple&untur
, imprimis

funt notanda fequentia exempla, quae ex differentiatio-

ne formulae t*p originem habent; eft autem

d. e*p ~t*dp -f- e*pdx— e* (dp -f-pdx )

.

I. Si fit yZZe*x»\ erit dyzze*nx*-'dx-\-e*x mdx

feu dyzze*dx (nx"-'—(—x”)

II. Si fit y~ex (x 1)

Erit dy— e*xdx

.

HI. Si fit y— e*(x* 2Ar>4-2)

Erit dy~e xxxdx.

IV. Si fit yZZex (x 3 3jr s-{-6.r—— 6)

Erit dy~e*x 3dx.

193. Si ipfi exponentes fuerint denuo quantitates ex-

ponentiates, differentiado fecundum eadem praecepta in-

X 2 fti-
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ftituetur. Sic fi haec quantitas e* differentiari debeat,
X

ftatuatur e x~p, vt (it y—e* ~ ep, erit dy— etdp

•

at

eft dp ~ exdx r vnde fi fuerit

x x
e ex

y — f
;

erit dy ~ e t dx
,

X ' X
e ex

t e e x
atque fi fit y — e

J
erit dy — e e e dx.

* r

Quod fi vero fuerk y m p*
,

ftatuatur q
r— s, erit

dy ZZp*dzlp-\-zp*- l dp, at d%~ q
Tdrlq-\-rq

r~ l dq^

Vnde dy— p x
q
r drlp.lq-\~p*rqr-idqlp~^-p*^rjp.j

} .

Quare fi fit :

y—p 1
,

erit dy —p 1
q

r (dr lp.lq-\

Hoc ergo modo, quaecunque occurrat quantitas expo-

nentialis, eius differenriale inueniri poterit.

194. Pergamus ergo ad quantitates transcendentes,

ad quarum cognitionem confideratio arcuum circularium

nos fupra deduxit. Sit igitur in circulo
, cuius radium

conftanter ponimus vnitati aequalem, propofitus arcus, cu-

ius finus fit ~x, quern arcum hoc modo cxprimamus

A fin x
;
huiusque arcus diffcrentiale inueftigemus, feu

incrementum quod accipit, fi finus x differcntiali fuo dx

au-
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augeatur. Hoc autem ex difFerenriatione logarithmorum

praeftari potent, quia in introdu&ione oftendimus hanc ex*

preflionem A fin x reduci pofle ad hanc Iogarithmicam

:

/(V( i ~xx)+xY- 1 ). Pofito ergo yzzACinx, erit quo-

que y~y-— l(y(i~xx)+xV~iy, quae difTerentiata dat

»=->(,T^y.p-cYO-wr-ww
vnde& ^=V(Sj)-

195. Iftud arcus circularis differenriale etiam hoc

modo facilius fine logarithmorum fobfidio inuenjji po*

teft. Si enim fit y ~ A iinx, erit x finus arcus jy, feu

x—Cmy. Cum igitur, pofito x-\~ dx loco x, ab'eat

y in y-\-dy, fiet x-\-dx~Cm(y~\-dy). At quia eft

fin
—

fin a. cofi -f~ cof a. fin b, erit

fin (y-{~dy)— fin cof dy -f- cofy. fin dy

:

arcus autem euanefcentis dy finus ipfi illi arcui dy, eras*

que cofinus finui tori aequatur, hanc ob rem fiet

fin(y^dy)—ft\y-\-dy ciy, ideoque x-\-dxzz iny-\-dyc£y.

Quia vero eft

fin j“ x, erit cofinus ipfius y feu cofjy“V(i

—

xx),

quibus valoribus fubftituris
,

erit dx ~dyV (i—xx),

dx
ex qua obrinebitur dy— y—-—y

X 3 Ar-
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Arcus ergo, cuius Jims proponitur, differentiale aequatur

differentiali Jims per cojimm diuifio.

1 96. Cum igitur, fi p fuerit fiinQio quaecunquc

ipfius x, atquc y denotec arcuin, cuius (inus eft ~ p,

feu y~A(inp, fit huius arcus differentiale dyrz -,-/
F —

.

vy -ppy
vbi V(t—pp) exprimit cofinum eiusdem arcus, inueniri

quoque potcrit differentiale arcus, cuius cofinus proponitur.

Sit eniin ^“Acofx, erit eiusdem arcus finus zzV(i-xx), '

ideoque y~ACmV(t-xx). Fafto ergo p~V(i-xx), eric

*=i &
i
vnde fiet

Arcus ergo, cuius cofims proponitur, differentiale aequatur

differejitiali cofinus negatiue fiumto ,
atque per Jinum eius-

dem arcus diuifo. Quod etiam hoc modo oftendi poteft:

dx
ii fit .y~Acofx, ponatur a—Afinx, erit dzz-

y^ xxy
at arcus y—\~ z fimul furnti dant arcum conftantem 90°

}

eritque y-\~ s~ conftans ideoque dy dz~o

,

feu

— dx
dy~—d%

;
vnde fit dy~ y/-—

>

vt ante.

197. Si arcus proponatur differentiandus, cuius tan-

gens detur, ita vt fit jy~ Atangx. Arcus autem cuius

tangens eft x, finus erit=~^-
y &

cofinus

P°fit° ergo =p,vt RtV(.-fp)= v
~

7v
fiet

Digitized by Google
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fiet yzzAdnp: vnde per regulam modo datam erit

dp . ,
x '

, , dx
i,=

7.Z~:v
dx

(i+jj)’

quibus valoribus fubftitutis fiet dy ——^ . Arcus

ergo
,
cuius tangens proponitur, differentiate aequatur diffe-

reutiali. tangentis per quadratum fecantis diuifo. Eft enim

V'(x-f-jrjr) fecans, ft x fit tangens.

158. Simili modo ft proponatur arcus, cuius cotan-

gens datur, ita vt ftt yzz. A cot x
;

quia eiusdem arcus

tangens eft ~ ,
pofito “ />, erit y~A tmgp> ac

propterea dy— - Cum nunc ftt dp—^ } fa&a

fubftiturione, erit dy— p~ ,
quod eft differentiale co-

tangentis negariue fumtum, atque per quadratum cofecan-

tis diuifum. Porro ft proponatur y— A fee. x, quia eft

,=A cofi
, fie. .,=

Atque, ft ftt Acofcc.r, erit jfrr:Afin—
,

ideoque

•- dx
dy——T7 r . Saepe etkm finus verfus occurrit, itaJ xV{xx— ] )

ft proponatur y—

A

fv. x
,
quia eft y~A cof(i -x\ huius-

que arcuS finus eft —V (zx-xx), fiet dy— •

159.
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J 99 - Quanquam ergo arcus, cuius finus, vel cofi-

nus
,
vel tangens

,
vel cotangens

,
vel fecans

, vel cofe-

cans, vel denique finus vcrfus datur, eft quantitas trans-

cendens, tamen eius diftercntiale, fi per dx diuidatur,

eric quantitas algcbraica, ac propterea quoque eius diffe-

rentialia fecunda, tertia, quarta &c. fi per poteftates ip-

fius dx conuenientes diuidantur. Cetcrum, quo haec

differentiatio melius percipiatur
, adiunximus fequentia

exempla.

I. Si fit yzzh€\mxV(\-xx\ ponatur/7zr2jrT/(i-^)
>

vt fit y znz A fin p ,
eritque dy— -;^

p —. At eft

. , f \ 2 xxdx 2dx(i—
dp — 2dxV(l XX) —7 -= —-r) —

V(l XX) V( I XX) »

& V(i

—

pp)
—

r— 2 xx
,
quibus valoribus fubftitutis,

i dx
erit dy—

^

—
.

Quod edam inde patet
,
quod

2xV(i—xx) fit finus arcus dupli, dum x eft finus fim-

2 dx
pli, erit ergo y

~
a A fin x, ideoque dy—

^ ^
.

• T—

—

Lyty j
II. Si fit y— Afin^—j— ponatur

i—|—xx

2X

~ p,

erit dP- & = QS"e

CUmfit *y=V(~^y
m.
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HI. Si fit y
— AfinV' — —

,
ponatur V =p ,

crit V (i

—

pp)~:V^~, & dp———~r t vnde

4 \ a J
— dp __ ~dx

dy
VO pp) »V(l xx) •

IV. Sift >= Atang;-^, fafto P~-^TX .

eri. «+»=$£=£. & Qs«
t

cum fit dy—-~-j-
p

per regulam tangentium (157),

tra ^= 7+5 -

V. Si ft ^“ A tang —— — ,
pofto

-1 _ i-\~xx zV(i-\-xx)

_ 2-i-2XX-2V(l-+-XX) 2(V(l~hXX)—l')V(l-+-Xx)
1-+-PP- — — « *

. , ~dx dx dx(V(i-f-XJr) 1)
qui p xxy(i-\-xx)‘~^~"xx xxV(i-\-xx)

Quare cum ft <?=!(£“) ;
quod

etiam inde intelligitur, quod fit A tang
xx)—

1

~l A tang *.

VI.

Digitized by Google



i7o C A P U T FI

A fin x
VI. Si fit yzzt

, hacc formula quoque per praece-

dentia difFerentiabirur : fiet enim dy—e V̂iXx
-
77
^-—-

.

y(l—XX)
Hoc ergp modo omnes fun&iones ipfius x, in quas prae-

ter logarithmos atque exponenriales quantitates etiam ar-

cus circulares ingrediuntur, differentiari poterunt.

200. Quoniam differentialia arcuum per dx diuifa

funt quantitates algebraicae, eorum differentialia fecunda &
fequenda per ea, quae de funttionum algebraicarum dif-

ferentiatione expofuimus, inuenientur. Sit jy~A (inx,

. n * dx . dy i

auia eft dy— , ent ~ — 77? \ >
cu*

* J V(i xx)’ dx y( i xx)'

ius differentiale dabit valorem pro
, fi quidem dx

fumatur conftans : vnde differentialia ipfius y cuiusuis or-

dinis ita fe habebunt.

Si fit yzzAfmx-,

dy i

dx V(i xx)

ddy x
dx* — 1

(i xx)

d 3y__ i-f-axx

dx3
e A
(i—xx)T

d*y 9X— fix*

erit

;
& fumto dx conftante

d sy
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m
X

d s
y 9 -4- 72 .r*-|- 24 Jr4 {

dx 5
/ v-|
(i-—xxy

' J

d cy 22j x-+-6oox 3 -+-i20x*
~rr—— iidx

(x—**)
*

&c.

vnde concludimus vt fupra §. 177 fore generalictr:

d*+'y 1.2. 3 n

dx*+i (1

—

-xxy*+i~
m

(
, t n(n 1) , 1.3 n(n~\\(n— 2)(n— 3)
x”~\ .— -x»-*H — — —X*-4

2 1.-2. * 2.4 I. 2. 3. 4

ij.j
. »C»-0 («~2)C«- 3)C»- 4)(»-O < , o >

^2.4.6 1. 2. 3. 4. 5. 6

20 r. Superfunt quantitates, quae ex harum inuer-

fione nafcuntur, fcilicet finus, tangentesue arcuum dato-

rum, quas quomodo difierentiare oporteat, oftendamus.

Sic igitur x arcus circuli, & fin or denotet eius finum,

cuius differentiate inueftigemus. Ponainus y~ Cm x, ac

pofito x-\~dx loco x, quia y abic in y-+~dy
t erit

y-^dy~(m(x’-{-dx)
i & dy

~

fin (x-\-dx)— fin x.

Eft autem fin (x-\-dx)— finx. cof dx -4- cofx. fin dx
t

atque cum fit, vd in inrroduftione ofteridimus

f.. .— s -
43

|

i_
* 5

&c.
m

tin % ——

~

1 1.2.3
'

1.2. 3.4.

J

a*
1

"
4

- &c.COi *— t ”“*
1. 2 ‘ 1. 2. 3. 4

•t
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erit reie£Hs terminis euanefcentibus cofdx rr i & fin dx

zzdx, vnde fit fin(*—\-dx)— Cmx-\-dx cof#. Quare,

pofito jy — finr, erit dy— dx cof*. Differentiale ergo

firm arcus cuiusuis aequatur differentiali arcus per coji-

num multiplicato. Si igitur fuerit p fun&io quaecunque

ipfius x
,

erit fimili modo d. fin p nr dp cofp.

202. Similiter fi proponatur cof*, feu cofinus ar-

cus x
,
cuius differentiate inueftigari oporteat. Ponatur

.yrrcofr, & pofito x+ dx loco *, fiet y+dy~coC(x+dx).
Eft vero cof(*—f- </*) rz cof*. cof/*— fin *. fin^*

, & quia

vt modo vidimus eft coCdx—i Scfmdx—dx, erit yr\~dy

~co£x — dx fin x
,
ideoque dy——dxfmx. Quare diffe-

rentiale cofinus cuiusque arcus aequatur differentiali arcus

negative fumto per finum eittsdem arcus multiplicato. Sic fi

p fuerit funftio quaecunque ipfius *, erit d.col'p—~dp('mp.

Hae differentiationes quoque ex antecedentibus elici pos-

ftint hoc modo: fi fuerit y~ Cmp, erit p~Adny\ &
* oby=zfmp, erit cofp-V(i-yy),

dy
quo valore fubftituto erit dp ~ 8c dy— dp coCp

}
vt

ante. Pari modo fi fit y
~ cof/, erit V{i—yy)zzdnp,

& P- A cofj
;
ideoque dp—y^-

}
= ^0 ,

vnde

fit vt ante dyzz — dpCmp.

20 Si fuerit yzztangx, erit dy— tang (x-\-dx)

— tangxj at eft tang (

'

a qua
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a qua fra£Honc ft tangens x fubtrahatur
,

remanebit

dx ( 1

. Verum arcus eua-
' i tang x. tang dx

nefcentis dx tangens ipfi arcui eft aequalis , ideoque

tang dx— dx, & denominator x— dx tang or
,

abit in

vnitatem: quocirca fiet dy— dx ( i -4- tang x 2
). Eft

vero i tang x4= fee. x 4= ,
denotante eofx4

quadratum cofinus ipfios x : confequeneer ft ftierit

jyrrtangx, eric dy—dx fee x*—
c
~^, .

Quod diffe-

rentiale quoque per differentiationem ftnuum & cofinu*

. _ finx

um inueniri poteft; cum emm fit tang x—^ , erif

dx cofx. cofx -f- dx fin x. finx dx
dy _ - “£0fx l ~ cofx4 *

ob fin x* -4- cofx4 zz i

304. Aliteretiam hoc differentiale inuenitur. Cum

fit jertangx, eric x=Arango & per praeccpta fupe^

riora fiet dx— — At cum fit jyzrtangx, erit

y(i-$-yy)— fee X — ,
ideoque d'x—dy cofx 4

, &

dy—~
X
—, vt ante. Tangetitis ergo cniusuis arcus dif-

,

J cofx 4

ferentiale aequatur differentials arcus diuifo per quadra-

tum cofinus eiusdem arcus. Simili modo fi proponatur

Y 3 >=
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yzzcotx, fiet jrzrAcoo', & dxrr . At vero erit
i-hyy

• j •

VQl+yy)“eofec j:—
,
vnde habebitur dx-zz-dyfinx*

y

&. dyzz^^7 Cotangentis ergo cuiusuis arcus differen-

//«& aeqttatur differentials arcus negativefumto ac per qua-

draturnJims eiusdem arcus diuifo. Vel quia eft cotJr
“

fiet hanc fra&ionem difFerenriando : .

-dx fmx'1— dx cof -r* - dx
dy— -

vri modo inuenimus.

205

(in x% finx* *

Si proponatur fecans arcus, vt fit jyzzfec..r,

quia ent y_—^ ,
cm dy— —dx tang jr. fee. jt .

Simili modo fi fuerit y
~

cofec. x , ob eric

dy~
~

^ ~— dx cota- cofec.x, pro quibus cafibus

peculiarcs regulas formare fuperfluum foret. Si finus

verfus arcus proponatur yzzfv.x, quia eft y— 1 - cof-r,

erit dy~dx fin x. Omnes ergo cafus, quibus linea quae-

piam re£ta ad arcuin relata proponitur, quia femper per

finum cofinumue exprimi poteft, fine difficultate diffe-

rentiari poterunt. Neque vero tantum differentials pri-

ma, fed etiam fecunda 8c fequentia per regulas datas

inuenientur. Ponainus effe jy
~ fin .r & *— cofr, atquc

dx effe conftans : erit vt fequitur

:

: 9 =
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y — fin x

dy ~ dxcofx

tidy ZZ— dx7
fin X

d 3
y ZZ— dx3 cofir

d*y ZZ dx 4 fin x

. , &c.

* — cof x

dz ZZ— dx fin x

ddz ZZ— dx* cofx

d 3 z ZZ dx 3 fin x

d*z ZZ dx* cofjr

&C.

175

206. Simili mpdo inueniri potcrunt differentialia

omnium ordinum tangentis arcus x. Sit enim

y zz tang x ZZ , & ponatur dx conftans
, erit

fin x
y cof*

dy i

dx
~~~

cof-t 1

* ddy gfinx

dx * cofx3
*

d 3y_ ’ * - 4
dx 3 cof Jr* .COfJf*

' d*y 24 fin x 8 fmx
dx4 ~* cofx 5 Cofx*

d sy 120 120 . 16

dx * cofjf"* cof*4 cofx*

d‘j
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d 9y 729fiifcr 48ofinAr 32 fiflJT

dx°~~. cpfr7 cofjr* Cofx3

d 7
y __ 5 °4Q _ g72Q ,

201 6

dx7 ~~ cofa- * C0fjr ff ^ cofx

&c.

%

64

COfjT*

207. Fun£Hones ergo quaecunque, in quas finus

vel cofinus arcuum ingredkintur, per haec praecepta

differentiari poterunt, vti ex fequenribus exemplis vi-

dere licet.

- • >

L Si fit y
—

2 fin x. cofx~ fin ix

Erit dy — 2 dxcof**— 2 dx finx8 — 2 dx cof2 x .

H. Si fit y
—

vel j = fin{A

Erit dy—
"V7 Cum autem fit

Vi(i—cofx)
—

2 fin {x, & fin x —2 fin \ xcofi *•;

fiet dy — i dx. coff *•, vti ex forma j zz fin f *

immediate fequitur.

j * I
HI. Si'fit jy— cof/— ;

erit, pofito
X X

y ~ cof/> , & — dpCinp. At, ob pzzh-^—Ix,

erit dp— • ideoque dy — ^ fin

IV. Silk j— e^
nV

j
erit dy— e

m̂X
dxcofx.

V. Si
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.nv ssc u :

: /. cofr
, r

, V. Si fit J~t ; frit Jyzz ~
e—

- n

fuw-.
VI. Sift y

—
; ponatur

- n

C*
"jp ^

* *=/>; atque ob y=zl (i—V(i—/>)) , eric'

<fr- , v,
. . At ert

a( 1-V

(

1—/>))V(r-;0 fin x*

. * .

'
'

.
* / •

...., Quo valore fubftituto prodibit

- ' • • ' * - *

- n

fin*
f . ndxcofxj

dy=
fin* .

’— tie ,.dx CQix

si

- n - n

2fin.v
aC f—'V(t

—

*^*kX
))vC t—

.*i i.

Z CAPUT
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;c A P U T . VII.

de differentiations func-
TJONUM DUAS PLURESUE VARIAB1LES

f INUOLUENTJVM.

\

ituClJ
r »
A '

208 .

Si duae pluresuc quantitates variables x
, y., * ,

a fe

inuicem prorfus non pendeant, fieri poteft, vt eti-

amfi omnes fint variabiles
, tamen dum vna crefcit de-

/ I

* '

crefatue, religuae maneant inuariatae
: quia enim nullum

Yiexum inter fe habere ponuntur, immutatio vnius reti-

quas non afficit. Neque ergo differenrialia quanritatum

y & a pendebunt a differenriali ipfius jtj ideoque dum
x differenriali fuo dx augetur, quantitates y & », vel

eaedem manere, vel quomodocunque pro lubira variari

poffuut. Quodfi igirur differentia le quantitatis x ftatua-

tur dx

,

reliquaram qpantitatum differenrialia dy & d%

manent indeterminate , atque pro arbitrio noftro vel pror-

fus nihil, vel infinite parua ad dx quamuis racionem te-

nenria denotabunt.

205. Plerumque autem litterae y 8c z fun&iones

ipfius x vel incognitas
,

vel quarum relatio ad x non

fpe&atur, fignificare folent, hocque cafu earum differen-

tialia dy & d% certam ad dx relationem habebunt. Siue

autem y & a pendeant ab x fiue fecus, ratio differen-

tiationis
\
quam hie fpe&amus, eodem redic. Quaerimus

.‘H.j »» enim
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ehim funaionis, quae expluribus variabilibus x, y, & *

vtcunque fit formata, differentiate, quod accipit, dum fin-

gulac variabilcs x,y,&z fuis diffcrendalibus dx,dy,&d*

crefcunt. Ad hoc ergo inueniendum in fiin&ione pro-

pofita vbique loco variabilium quantitatum x, y, z fcri-

batur refpeaiue x-\-dx ]
y-\-dy

]
z-\-dz, & ab ex-

prefiione hoc modo refultanee auferatur ipfa funtho pro-

pofita : refiduum dabit ipfum differentiate, quod quaeri-

tur quemadmodum ex natura differentialium luculen-

ter conftat.

210. Sit X funaio ipfius *, eiusque differentiate,

feu augmentum, dum x differential! fuo dx crefcit, fit

— ?dx. Deinde fit Y funaio ipfius jy,
eiusque differeq-

tialc — Qdy, quod augmentum Y accipit, dum y abit in

y-^dy; atque Z fit funaio ipfius a, eiusque differen-

tiate fit quae differentialia Pdx, QJy, R^s ex

natura funaionum X, Y & Z ope praeceptorum: fupra

datorum inueniri poterunt. Quod fi ergo propofita fue-

rit haec quailtitas X—t—Y—1—Z ,
quae vdque erit func-

tio trium variabilium *, y, & *» differentiate erit

__ Vtrum autem haec tria diffe-

rentialia fint inter fe homogenea nec ne? perwde eft.

Tennini enim qui continentpoteftates ipfius dx prae Pdx

aeque euanefcunt, ac fi reliqua,membra QJy &
‘abeffent, fimilique eft ratio terminorum, qui in differen-

tiadone funtHonum Y. & Z<. funt negle£h.

air; Redneant X,Y & Z easdem fignifieariones,

iitque propofita ifta funftio XYZ ipfaram xiy $cz, cu-
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ius differentiate inueftigari oporteat. Quoniam, fi x-^-dx

loco x, y—\—dy loco y, & z-+-dz loco a fcribatur, abic

X in X-HP^; Y in Y-H Qdy & Z in Z-\-Rdz,

ipfa funttio propofita XYZ abibic in

(X—|— Pdx) (Y -I- Qdy) (Z —j— R</»)

= XYZH- YZPdx -f- XZQ^j -f- XYRdz

—1— ZPQdxdy-{-YPR dx dz-f-XQR dy <h-\-PQR dx dy dz.

At quia dx, dy, 8c dz funt infinite parua, fiue inter fe fint

homogenea fiue non
;
vlrimus terminus prae uno quoque

praccedentium euanefcit. Deinde terminus ZPQdxdy
tarn prae YZVdx quam prae XZQdy euanefcit; atque

ob eandem rationem termini YPR</.r</a & XQZ dyd%

euanefcent. Ablata ergo ipfa fun&ione propofita XYZ,
erit eius differentiate ~ YZP</jr-j-XZQVy-|-XYR</8.

* 4
f

* •

2 i 2 . Exempla haec fim&ionum trium variabilium

x, y, & a, quibus pro lubitu quisque plura adiicere po-

teft
,

fufficiunt ad oftendcndum ,
fi funftio qnaecunque

trium variabilium x, y, & a proponatur, vtcunque eti-

am hae variabiles inter fe fuerunt permixtae
,

eius di£

ferentiale femper huiusmodi formam efle habiturum

ydx -\- qdy rdz : vbi p, q, & r fiiturae fint lingu-

lae fiinftiones, vel omnium trium variabilium x, y, 8c z,

vel binarum
,
vel vnius rantum

,
prout ratio compofitio-

nis, qua fim£Ho propofita ex variabilibus x, y, 8c a

atque conftantibus formatur, fiierit comparata. Simili

modo, fi proponatur fun£Ho quatuor pluriumue variabi-

• lium
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lium x
y y, s', & v, dus differentiate Temper hums’ modi

fbrmam habebit pdx qdy-±-rd%-\- sdv.

t %

213. Confideremus primum funfh'onem duaram -

tantum variabilium x & y, quae fit ~Vy cuius ergo dif-

ferentiale ita fe habebit
, vt fit dV— pdx -f- qdy. Si

igitur quantitas y aflumeretur conftans , foret dy— o

,

ideoque fun&ionis V differenriale eflet pdx: fin autem
x ftatueretur conftans, vt eflet dxzz o, folaque y ma-
neret variabilis, turn ipfius V differenriale prodirec — qdy.

Cum igitur vtraque quantitate x 8c y variabili pofita fit
*

dV— pdx~\- qdy
y

ifta regula pro differenrianda func-

tione V dnas variabifes x 8c y inuoluente refuhabie :

Pemtur primum fola x variabilis, altera vero y tanquam

cotiftatts trafletur
, & quaeratur ipfius V differarttale, quod

fit — pdx. Deinde ponatur fola quantitas y variability

altera x pro eonftanti habita, & quaeratur ipfius V diffe-

rentiate, qtiodfit zrqdy. Qutbus failis, pofita vtraque

quantitate x & y variabili
, fiet dV— pdx-f-qdy.

214. Simifi modo, cum fim&ionis trium variabili-

um x, y r & s r quae fit ~V, differenriale huiusinodi ha-

beat formam dV~pdx-\-qdy~\-rd%, manifieftum eft,

fi fola quantitas x fuiflet variabilis pofita, reliquae vero

y & s conftances manfiflent, ob dy— o & d%—

o

y pr0.

diiffet ipfius V differenriale —pdx. Pari modo inuenire-

tur differenriale ipfius \~qdy
,

fi je & s elfent conftantes

folaque jy poneretur variabilis
;
atque fi x & y tanquam

conftantes tra&arentur folaque » ftatucretur variabilis, pro-
• • • • •

< z 3
" df
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dirct diffcrentiale ipfius V—rd%. Quare ad fiin&lonem
trium pluriumuc variabilium differentiandam

,
confidere*

tur feorfim quaelibet quantitas variabilis, & -fun&io pro
.qualibet differentietur, quart rdiquae omnes eflent con-

ftantes; turn fingula hacc differentialia
,
quae ex fingulis

quanritatibus variabiiibus font inuenta, colligantur, erit-

que aggregatum differentialc quaefitum fun&ionis pro-

pofitac.

215- In hae regula, quam pro di/Ierenriatione func-

denis quoccunque variabilium tnuenimus, continetur de-

monftrario regulae fopra §. 1 70 datae generalis, cuius ope

funftio quaecunque vnicam variabilem comple&ens diffe*

rentiari poteft. Si cnim pro fingulis partibus ibi com-
memoratis totidem lirterae diuerfae collocentur, fun&iq
Ipeciem induct iunftionis totidem diuerfarum variabili-

um, atque adeo inodo hie praefcripto differentiabitur, fuc-

ccfiiue vnamquamque partem, quart fola eflet variabilis^

tra&ando, cundaque difierentialia, quae ex fingulis par-

tibus oriuntur, in vnam fummam coniiciendo: quae fum-

ma erit differentiate quaefitum, poftquam pro fingulis lit-

teris valores fuerint reftituti. Haec ergo regula latifiime

patet
, atque etiam ad fun&iones plurium variabilium

,

quomodocunque fuerint comparatae, extenditur. Vnde
cius vfos per vniuerfum calculum difTerentialem eft am-,

plilfimus. 1

.
• - « .. »

2

1

5. Inuenta ergo regula generali, cuius ope func-

tioncs quotcunque variabilium difterentiari poftunt, eius

vfum in nonnullis exemplis oftendilTe iuuabit.
" 4

I. Si
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I. Si fuerit
'..i

Q. Si fuerit

HI. Si fuerit

IV. Si fuerit

CAP V T riK. 183

v= xyj erit dY~: at </>—!—
.
*

.
* • *

v=v .
'£

y*

r * n
\ .v i

dV= ,/jr x dy

~yy
\

• *

v- y
y(na ^ov

K.ii *

erit

• -V i ... .

/

.
— - h ,

yxJx
~ Y(na-xx) '

•AT*)* #

V=.(*x-\-Gy^-y) » (Sx-h'j-t-fri

erit

dVzzm(ax-b-Gy-\-y')m-Ktx-\- ty-¥-C)*(* J*-\-GJy)

<> ...
;

. fiue

rfV= («x-+-fH-r in

/

’

02?*" t “2
v >

. -4- «•{ , >-f- «£<? . N
I+- «ff«W H- «y* -H •r«

y J'
yJx

V. Sifoerit V~ylx

;

erit dV—Jylx-\-J--

.

.
1 *

.;VI. Si fuerit Vir*r; -erit dY=yxJ- tdx-jrx^dylx.

VIL Sifiierk V^rAqmg.^; erit dYz^^~^.

VID. Si fuerit V= fin *. cofy
;

erit'

dV~ dx cof* cofy— dy fin x . fin>.
IX.

I
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IX. Si fuerit V~ -7-

—

r~—r ;

V imul .

ene

d\~ fg^% e z(xxdy yxdx)
V (xx-\-yy) ~r“ (xaf-H.yjOV(xx-\-yy) *

X. Si fuerit V—e*ACm
,«*•+*V(rjr jy.?)

reparietur «/V~ ** </gA fin
X —

~

K(*.r jyjy)

xydy — jjy<fr

(4T-4-y(jrjr jy^)) (atx

y

J r

• l

/

a 17. Quoniam vidimus, fi V fuerit fun&io quae-

cunque binarum variabilium x 8c y } eius differentials

huiusmodi habiturum efle formam dV~Pdx —{- Qdy
,

in qua fint P & Q^funQrioncs a fon&ione V pendentes

per eamque determinatae : fequitur has duas quantitates

P & Q^certo quodara modo etiam a fe inuicem pende-

re, propterea quod vtraque ab eadem funftione V pen-

det. Quicunque igitur fit ifte nexus inter quantitates

finitas P & Q^, quern deinceps inueftigabimus
,

peripi-

cuum eft:, non omnes formulas differentiales huiusmodi
Fdx-\-Qjy

t in quibus P & Q^pro lubitu fint ex x 8c y
formatae

,
pofle efle differentialia cuiuspiam funfHonis-

finitae V ipfarum x Sc y. Nifi enim ea rclatio inter

fun&iones P & intercedat
,
quam natura differentia-

tionis requirit, huiusmodi differentiale Pdx-^Qdy 0riri
plane per differentiationem non potuit, ideoque vicifiim

integrale non habebit.

218.
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2;8. In mtegratione igirur plurimum intereft noffe

hanc relationem inter quantitates P & Q^, vt idifferen-

rialia, quae reuera ex differentiatione fiin&ionis cuius-

piam finitae funt orta , dignofei queant ab iis
,
quae ad

libitum funt formata, atque nulla integralia admittunt.

Quanquam autem hie nondum integrationis negotium

fufeipimus, tamen ad naturam differentialium realium

penidus infpiciendam conueniet hanc relationem inuefti-

gari
;
quippe cuius cognitio non folum ad calculum in-

tegralem
,
ad quern hie viam paramus

, eft maxime ne*

ceffaria, fed etiam in ipfo calculo differentiali infignem lu-

cem accendit. Primum igitur patet
,

fi V fit fiinftio dua-

ruin variabilium x 8c y, in eius differentiali P^jr-f-Q^j

vtriusque differentiale dx 8c dy ineffe oportcre. Neque
ergo poteft efle P~ o neque Qjzi o . Hinc fi P fue-

rit fun&io ipfarum x 8c y % formula Pdx nullius quan-

titatis finitae poterit eft differentiale, feu nulla extat quan-

titas finita, cuius differentiale fit P dx.

219. Sic nulla datur quantitas finita V fiue alge*

braica fiue transcendens, cuius differentiale fit yxdx, fi

quidem fit y quantitas variabilis ab x non pendens. Si

enim ponamus dari eiusmodi quantitatem finitam V, quia

y in eius differentiale ingreditur, necefle eft, vt y quoque

in ipfa quantitate V in fit
;
v.erum fi V contineret y, ob

variabilitatem ipfius y neceffario quoque in differentiali

ipfius V differentiale dy ineffe deberet. Quod tamen

cum non adfit, fieri nequit, vt differentiale yxdx ex cu-

iuspiam quantitaris finitae differentiatione fit ortum. Cum
-

" A « *gi-
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186 CAPUT vn
igirur pateat formulam Pdx Qdy

, fi Q^fit o , & P
contineat jy, differentiate reale efle non pofle, fimul intel-

v
ligirur, quanritati Q^non pro lubitu valorem tribui pofle,

fed eum a valore ipfins P pendere.

220. Quo igitur hanc relationem inter P & QJn
differentiali dV— Pdx -{- Qdy inueftigemus, ponamas

primo V efle fun&ionem nullius dimenfionis ipferum x

& y : a cafibus enim particularibus ad relationem gene-

ralem afcendamus. Quod fi ergo ponamus y~tx y ex

fun&ione. V quantitas x prorfus euanefcet
,
prodibitque

fiinftio ipfius t tantum, quae fit “ T, cuius differentiate

crit ~ Qdt, exiftente © fun&ione ipfius t. Ponamus

igitur quoque in differentiali P </•*•-!— Q/x, vbique yzztx,

& dy— tdx H— xdt
,
quo fa£to prodibit

Pdx -f- Qtdx —f~ Qxdt j

in quo cum dx non contineatur
,

nccefle eft vt fit

P Px
P-b Qf— Oy ideoque Qjr:————— ,

feu erit

Px-f-Qj»rro, vnde relatio inter P & Q^pro hoc cafu

innotefcit. Deinde debet efle 0 “Qx, ideoque Qx—
flmftioni ipfius f

,
hoc eft fun&ioni nullius dimenfionis

ipfarum x & y. Atque ob Qjn— fiet P“—— , &X XX

tam Px quam Qy erunt fun£liones nullius dimenfionis

ipfarum x & y.

221. Si igitur funftio nullius dimenfionis ipfarum

x Sc j, quae lit —V, diflerentietur, eius differentiate

dV~
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dV~ VJx -f~ QJy » temper ita erit coroparatunsv _vt fit

Pz-j-Qj— o. Hoc eft fi in different!ali loco differav

dalium dx & dy fcribaotur x & y, refillcabk quandtas

— o : vd in his exemplis vfi* venire patet : • i'

r «. \t *-*
• jXT^ydx xdy

I. Sit Vn— : crit d\—-
y a j yy>

atque po*

n. sit v—

fito x loco dx fc y loco. dy. erit —*~zzb.; ••

• yy

£ erit iV=St±^A a
’ V(xx—yy) * (xx-yy)*

'

vnde fit
-yy*+y?*~o.- ; -

(xx—yy) *
T

III. Sit quae eft funOio
- :~yT\-'V(xx-+-yy) ^

nullius dimenfionis ipfarum x & y j
erit

, j ;
- " ixxdy—^>2xydx -> ’ ew=
{y (»+»)-W(»45B‘ mp(om*

pofitis x & y loco dx & fit mo.

IV. SkV=rf=fc?i «kX—

>

* 2 jrir 2 tjf

atque — — °
4 jrjr yy

xx- -yy
-

.x

V. Sit V=Ann^qI|, erit^=5^^.
quae formula eadem proprietate gaiidet.
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222. Coneemplemur nunc alias fun£Hones homo-

geneas, fitque V fun&io » dimenfionum ipferum x 8c y.

Quare fi ponatur y— tr, induet V huiusmodi formam
Tjt"

,
-exiftente T fun&ione ipfius t, fitque

dTzzQdt, erit dV—xn Qdt-\-n
r
T*x’-'dx.

Quodfi ergo ftatuamus

:

dVzZ Pdx-\-Qdy
,

ob dyzz tdx~\—xdt,

fiet d\— Pdx Q*<Aar -f- Qxdt :

quae forma quoniam cum ilia congruere debet
,

erit

P-hQ£=:»T^»-«=~, ob V ~Tx*. . .

Hancobrem ob t—^~
•> fiet P-r -f- Qy“ »V, quae

aequatio relationem inter P & Qjca definit, vt fi altera

fit cognita
,

altera facile inueniatur. Quia porro eft

Qx— ^*0
,

erit Qj , ideoque etiam Qy 8c Px func-

tio n dimenfionum ipfarum x Sc y.
•

223. Si ergo in differentiali cuiusuis funfHonis ho
mogeneae ipfarum x 8c y, loco dx 8c dy

,
ponatur x 8c y,

quantitas oriunda aequabitur ipfi funfHoni, cuius diffc-

rentiale proponebatur, per numerum dimenfionum mul-

tiplicatae.

L Si fit \—V(xx-\--yy)\ erit am, & ob

to
V(xx-j-yy) V(xx-+-yy) v

n. si

Digitized by Google



CAPVT .FIL J85

II. Si fit V“ -
x— '

crit » “ 2 ,
&

.
y-~ x ?

ji T
iy 3 dy zyyxdy-^-^yxxdx 2X3 dx-\-y 3 dr x 3 dy

- I
Ponatur x pro dx & y pro dy orietur

:

~:V.2yi~—2y 3x -f- 2jyx3 2 x 4 _ 2y3 -f- 2 x 3
_

(y. X )l . >

• y.

ffl. Si fit . V=—l~
y eric »=~4, atque

W—- 4
(jylflxx)* ' ^a€ forrmik * & jt

loco </x & abit in — i^ZZZTi^ji -— _ 4 y#

IV. Sift V— *• 2; . en
'

t «— 2 , atque

</V=2*^w£^ -H — ' —
>
fa£la aatem

meraorata fubftitutione oritur 2**/ttf! — 2 V.
y •—

*

224. Similis proprietas obferuabitur, fi V fuerit

fun&io homogenea plurium variabilium : fit ergo V fimc*

tio quanritatum x, Jr, *, quae coniun£Hm vbique » di-

raenfiones adimpleant
;
atque differentiale huiusmodi ha-

bebitformam P^r-f-Q^/jy-f-R^a. Ponatur iam y~tx
.& s>— fjr, vt ft dy—fdx~\-xdt, & dzzzrd'x-\~xds

y

atque fun&io V induet hanc formam U* a
,
exiflmte U

.. A a $ func-

\

\
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fun&ione binarum variabilium t 8c j ;
hinc ergo fi -|fo-

tuatur dU— p di-^~ q d<j
, ftet

dY zr x npdt x*qds »Vx"~rdx. rs
Prior autcm forma dab it

dV— Vdx ~h Qtdx-}- Qxdt-[- Rr^Ar-f-RA**/*:
W • ...a.

'
‘ • - I- ••

• ' : quae cum ilia collata praebet / ,

nV
P-y Qt-yRs =zn\Jx ;-j

vnde obtinetur Pa:-f-Q^-{-Ra — »V
;

quae eadem

proprietas ad quotcunque plures variables extenditur.
*

22j t Si igitur propofita fucrit fim£Ho homogenei

quotcunque variabilium a*, y, s, r, &c. cius differen-

tialc perpetuo hanc habebit propricratem
,
vt filoco dif-

ferentialium dx, dy
,
dz, dv> &c. feribantur refpecHve

quantitates finitae x
, jy, a, &c. prodeat ipfa funfiio

propofita per numerum dimenfionum multiplicata. Haec-

que regula etiam valet, fi V fuerit fun&io homogenea

vnicae tantum variabilis x : Hoc enim cafu erit V po-

teftas ipfius a-, puta V~ nxn
,
quae eft funftio homo-

genea n dimenfionum : nulla fcilicet alia datur fun&io ip-

fius x , in qua x vbique » dimenfiones conftituat prae-

ter poteftatem xn
. Cum igitur fit d'V—nax M~ 1 dx t

ponarur x loco dx, atque prodibit naxm
,
hoc eft »V.

Ifta ergo fiinftionum homogenearum infignis proprietas

diligenter notari mcretur
,
cum in calculo integral* maxi-

mam afFerat vcilitatem. • J :i * i . - - «•*>. • •

... i -* • • • 226.
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32 6. Quo nunc in genere in relarionexn inter quan-

titates P & Q^, quae differentialc Pdx-\-Qdy fiin&io*

nis cuiuscunque V duarum variabilium x 8c y confHtu-

unt, inquiramus, ad fequentia attend! oportebit. Sit igi-

tur V fun&io quaecunque ipfarum x 8c yj atque pona-

tnus V abire in R, ft loco x ponatur x-~\~dx$ pofito au-

tem y dy loco y abeat V in S

:

quodft autem (Tmul

x -f- dx loco x
, & y -f- dy loco y fcribatur

,
mutetur

V in V*. Cum itaque R oriatur ex V, poftco x-\-dx
loco x y manifeftum eft ft vkerius in R ponatur y -\-dy

loco y t turn prodire V 1
;
idem enim eft, ac ft in V fta-

dm poneretur x-\-dx loco x, 8c y-\-dy loco y. Simili

modo ft in S ponatur x-{-dx loco x y quia S iam orta

eft ex V pofiito y -+- dy loco y ,
denuo prodibit V«

j
vd

ex hoc fchematismo clarius perfpicitur.

Qutnlitu

V
abit in

R

fi loco

X
1

. ;
1

1

. ri

ponatur.

x-\-dx

V S y y-\~dy

V V>
•

X
- i ' r>-H

x -\ddx

y~+-dy

R V«
. y yr\rdy

tk S.i u

* r .

\

'

v*

s.i

X '
q
xr\~dx •

l
:

“Y ,
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L

1*3

227. Si igitur V ita diffeentietur
, vt tantum -f

tanquam variabilis,j vero tanquam conftans traftetur., quia

pofito x-\-dx loco x, jftinftio V abit in R, eius differen-

riale erit ~R—V ;
at ex forma dV—PJx-\~Qdy

y fequi-

tur idem differentials fore~ Pdx
,
vnde crit R-V—Pdx.

Quod fi iam loco y ponatur y -j- dy
,
x vero tanquam

conftans craftetur, quia R abit in V 1 & V in S, quan-

titas R-V abibit in V 1— S ;
ideoque ipfius R-V~Pdx

diffeendale
,
quod oritur ft fola y variabilis afliimatur,

erit V;—R— S-f-V. Similimodo, cumpofito y-\-dj

loco y, abeat V in S, erit S—V difterentiale ipfius V
ppfita fola y variabili, eritque proptcrea S —V~ Qdy]

nunc quia loco x pofito x~\-dx, tranfit S in V* & V in R,

quandtas S-V abibit in Vf—R; atque ipfius S—V~Qdy

difterentiale, quod oritur fi fola x variabilis ftatuatur, erit

— V'-R-S-j-V, quod prorfus congruit cum diffeen-

riali ante inuenco. •
i

:
I

'•*

•
. .

i ...
j ,

-

t

228. Ex hac conuenientia deducitur fequens con*

clufio : Si funftionis V cuiuscunque binarum variabilium

x 8c y difterentiale fuerit dV— Pdx-\- Qdy, turn dif-

ferentiale ipfius Pdx, quod oritur fi fola quandtas y tan-

quam variabilis, x vero tanquam' conftans traftetur, ae-

quale erit differcndali ipfius QJy ,
quod oritur fi fola

quandtas x tanquam variabilis, y vero tanquam conftans

traftetur. Si fcilicetpofita fola y variabili fuerit dP~7Jy
erit diffecnriale ipfius Pdx praeferipto modo fumtum
— Z,dxdy- atque pofita fola x variabili erit quoque

dQzzZdx] fic enim diffeendale ipfius Qdy praeferipto

modo
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mode fumtum fiet quoque zzZ dxdy. Hacque rationc

ititclligitur relario, quae inter quantitates P & interce-

de, atque paucis verbis in hoc confiftit, vt differentiale

ipfius Vdx pofito x conftante aequale fit differentiali ip-

iius Q dy pofito y conftante.

229. Ida infignis proprietas clarius peripiciecur, fi

earn nonnullis exemplis illuftremus.

I. Sitigitur
;

erit dVzzydx-\- *dy, ideo-

que P ~y & x
;

vnde pofito x conftante erit

d.Fdx—dxdy, & pofito y conftante erit d.Qdy—dxdy,

ficque haec duo differentialia inter fe aequantur.

n. Sit V=V(«4-«,); era

ideoque P=v£±2--y & 0=^^— , vnde

pofito .r conftante erit d. Pdx—

—

i & pofito

xydxdy

(xx-+-2xy)*

. HI. Sit V—xdn Ay-\-y fin Ax
;

eritqne

JV— dxCmAy -f- xdy cofy dy fin Ax -\-ydx cof*.

Quare erit

• Pdx zz dx fin Ay -4- ydx cof

& Qdy— dyC\nAx~+~xdy cofy.
,

B b Po

y conftante erit d.Qdy:



154 CAPUT rii

Pofito ergo x conftante crit

d.Vdx~ dxdy cofy —|— dxdy cofr

,

' & pofito y conftante erit

d.Qdy— dxdy cof? -f- dxdy cofX.

IV. Sit erit d\~xj dylx-\-yxi-'dx
,

atque

PdxZZ yxy-'dx t & Qdy—xJdy!x,
Qpamobrem pofito x conftante habebitur

d. Pdxm xJ-idxdy -f-yxJ~ x dxdylx
y

& pofito y conftante erit

d.Qdy ~yxJ~* dxdy lx xJ-'dxdy

.

230. Ifta proprietas etiam hoc modo enunciari po-

teft, vnde cximia omnium fun&ionum, quae duas varia-

biles inuoluunt, indoles cognofcetur. Si funffio quae-

cunque V duarum variabilium x 8c y differentietur po-

fita fola x variabili, hocque differentiate denuo differen-

tietur pofita fola y variabili, turn poft duplicem hanc dif-

ferentiationem idem prodibit, ac fi ordine inuerfo func-

tioV primum pofita fola y variabili differentiaretur, hocque

differentiate pofita fola x variabili denuo differentiaretur

;

vtroque fcilicet cafu prodibit eadem expreffio huius for-

mae Z dxdy. Ratio huiuS identitatis ex praecedente

proprietate manifefto fequitur : fi enim V differentietur

pofita fola x variabili, prodit Vdx
; &, fi V differentie-

tur pofita fola y variabili, prodit QJy, horuin differen-
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tialiufti vero differentials modo indicato famta inter fe

aequalia dfe, ante demonftrauimus. Caeterum haec in-

doles immediate fequitur ex ratiocinio (§.337) allato. >

'331.. Relatio inter P & Q^, fi Pdx-+-Qdy faerie

differentiate fan£Honis V fequenri etiam modo indican

poteft. Quoniam P& funt fan&iones ipfarum x 8c yt
differenticntur ambae pofita vtraque x 8c y variabili

:

Si fcilicet faerit dV zzPdx QJy
(it dP — pdx -f- rdy

8c dQjZZ qdx -f- tdy.

Pofito ergo x conftante erit

dV — rdy
,
& d.Vdx ZZ. rdxdy.

Deinde oofito y conftante erit

dQjZZ qdx ,
& d. Qdy— qdxdy.

Cum igitur haec duo differentials rdxdy & qdxdy

(int inter aequalia, fequitur fore q~r. Funttiones ef-

go P & Qjca inuicem conne&untur, vt fi ambae diffe-

rentientur, vti fecimus, quantitates q 8c r inter fe flan*

aequales. Breuitatis gratia autem hoc faltem capite quan-

titates r & q ita commode denotari folent
,
vt r indice1-

tur pero ,
quae feriptura defignatur P ita differed

•/ • • • 1 , ,

*

tiari, vt fola y tanquam variabilis tractetur, atque diffe-

rentiale iftud per dy diuidatur: fic enim prodibit quanti-

tas finita r. Simili modo fignificabit (£) quantitatera

B b a fini-
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finitam f, quia hac radone indicator fun£Honem Q^fola
*• pofita variabili differenriari

,
tumque differentiate per

dx diuidi debere.

232. Vtamur ergo hoc fcribendi modo, etiamfi

alias ambiguitatem afferre poflit, quae tamen hie per
claufulas euitatur

,
vt ambages in deferibendis differen-

riandi condidonibus euitemus, deque breuiter relarionem

inter P & QJta verbis exprimere poterimus, vt dicamus

In huiusmodi fcilicet fra&ioni-

bus denominator praeter propriam dgnificadonem
,
qua

numerator per eum diuidi debet, indicat numeratoris

differenriale ita efle capiendum, vt ea fola quantitas cu-

ius differentiale denominatorem conftituit
, tanquam va-

riabilis fpe£fetur. Hoc enim modo per diuifionem dif-

ferenrialia prorfus ex calculo egredientur
,

iftaeque frac-

tiones GD &
(j/x)

exhibebunt quandtates finitas,

quae in praefenti cafu erunt inter fe aequales. Hoc ita-

que modo recepto quandtates quoque p & 1 ita deno-

tare licebit, vtfic

dem vt monitum eft, differentiatio numeratoiis per de-

nominatorem reftringatur.

233. Confenrit haec proprietas miri/tce cum pro-

prietatc, quam ante in fun&ionibus homogeneis incfTc

oftendimus. Sic enim V functio homogenea » ditnen-
* - *• fio-
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fionum ipferum x 8c y, ponamrque dV=:Vdx-±-Qdy,

atque demonftrauimus fore sVmPx-f-Q^j ideoquc

O- ——— . Sit Jtzzpdx+ rdyiv-~“
y y

eritque (~) = r, cm aequalc effe ita often-

detur. DifTerenrietur Q^pofita Tola * variabili, & quia

rtPdx Pdx xpdx*
in hac hypothefi eft «CL——Z ZT y *

gtt (~f\)
-z ~—~ —~ >

debebitque efle

= r feu (»-i)P =/*-+- rj.

y y

Quae aequalitas inde fit perfpicua
,
quod P fit fun£ho

homogenea n— i dimenfionum ipfarum x & y, vnde

eius differentiate dP =pdx-j~rdy ,
ob proprietatem

fiin£Honum homogenearum, ita debet efle comparatum,

Vt fit (n—i)P ~px -H ry »

a 3 4. Ifta proprietas ,
quod fit

(jj)—
quam omnibus fim£tionibus duarum variabflium x 8c y

communem efle oftendimus, nobis quoque patefaciet na-

turam fun&ionum trium pluriumue variabilium. Sit V
funQio quaecunque trium variabilium x r y r & *, ac po*

natur dV = Pdx Qdy -f- Rdz. Quod fi igitur in

hac diffcrentiatione z tanquam conftans traftaretur, fo-

ret vtique dV=:Pdx -\-QJy hoc autem cafu per

Bb 3
an-
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antecedents debet efle (j~)~ • Deinde fi

quantitns y con/tans afiumeretur, foret d\— Vdx~\-Rdz^

erit ergo ) • Denkjue pofito x conftan-

te repenetur (

~

= (£)• In differential! ergo

PJx-\-QJy -f-R ia fun&ionis V quantitates P, & R
ita a fe inuicem pendent, vt fit

GSM®. (3=®.<S=(i>
235. Sequitur hinc ifta funcHonum, quae tres plu-

resue variabiles inuoluunt, proprietas analoga ei, quam
1'upra (230) de fun&ionibus duarum variabilium often-

dimus. Si fuerit V fiinflio quaecunque trium variabi-

lium jr, jy, & a, eaque continuo ter difFerendetur, ita vt

primum vna quantitatum
,
puta jr

, fola variabilis pona-

tur
, in differentiatione fecunda fola y, atque in tertia

fola a variabilis aflumatur, prodibit expreflto huius for-

mae 'Ldxdydz, quae cadem reperietur, quocunque alio

ordine quantitates x, y, & a collocentur. Sexigiturdi-

verfis modis port triplicem difterentiadonem ad eandem ex-

preffionem lLdxdyd% peruenietur, quoniam ordo quan-

titatum x, y, & a fexies variari poteft. Quicunque er-

go ordo eligatur, fi fun&io V differcntietur pofita fola

prima variabili, hocque differendale denuo difFerendetur

pofita iola fecunda variabili
, atque differentiale hoc ite-

rum
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rum differentietur pofita Tola terria variabili, eadem pro-

dibit expreffio, vtcunque ordo quantitatum x, y ,
& a

varietur.

236. Quo ratio huius proprietaris clarius perfpicia-

tur, ponamus efle dV~ P</jt—f-Q/y-f- R</a ;
deinde

etiam quantitates P, Q, & R differentiemus ,
eruntque

earum differendalia per ante demonftrata
,

ita comparata

:

dP ~ pdx — sdy -f- tdz

JQ^— sdx -4- qdy —(— udz

dR “ tdy -f- udy —}— rdz.

Differentietur nunc. V pofito folo -r variabili prodibit P dx\

quod differentiale iterum differentietur pofito folo y va-

riabili atque habebitur sdx dy
;
quod fi differentietur po-

fito folo a variabili, poftquam per dxdydz fuerit diui-

fum
,
obtinebitur . Collocentur nunc variabiles

hoc ordine >, x, a, atque prima differendado dabit Q^y,

fecunda sdxdy
, & terda (fa&a diuifione per dxdydz

)

dabit vt ante. Difponantur variabiles hoc ordine

a, y, x, ac prima differendado dabit R</a fecunda udydz
,

terria vera poll diuifionem per dxdydz praebet (^)-

At cum pofito y conftante fit dQzzsdx-\~udz
;

erit

1
vti pariter eft demonftratum.

237.
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" 237. Ponamus efle V_ **y
.

aa—zz*
hancque func-

donum tones ter difiereotiemus, quodes ordo variabilium

x, y ,
a variari poteft:

' I. DIFFER. n. DIFFER. III. DIFFER.

pofito variabili folo x folo y folo Z

ixydx
.

ixdxdy 4xzdxdydz

aa—zz > aa—zz 7 (aa as)*

pofito variabili folo x folo % folo y
2 xydx 4xyzdxdz 4 xz dxdydz

aa zz » (an as)2 7
(aa-—as) 2

pofito variabili folo y folo x folo %

xxdy
•

zxdxdy 4xzdxdydz

aa aa > aa—zz 7 (aa—zz)2

pofito variabili folo y folo z folo X
xxdy

•
2 xxzdydz 4 xzdxdydz

aa as (aa as)* 7 (aa aa)*

pofito variabili folo a folo X folo y
2 xxyzdz

• 4xyzdxdz 4 xzdxdydz

(na—as)2 > (aa—as) 2 7 (aa aa)2

pofito variabili folo s folo y folo X

2 xxyzdz
•

2 xxzdydz 4 xzdxdydz

(aa zz)2 > (aa as) 2 7 (aa aa) 2

ex quo exemplo patet, .quocunque ordine tres variables

fuerint afTumtae, poft triplicem differendarionem Temper

Axzdxdvdz
eandem prodire expreflionem —rr (««—*»)* • 238.
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r 238. Vti autem poft tripliccm difTereotiationcm ad

candein expreflionem eft peruentum ,
ita quoquc confen-

fus deprehenditur in difterenrialibus
,
quae fecunda diffc-

renriatio fuppeditauit. In iis fcilicet expreftio quacuis bis

occurrit; vnde patet, quae formulae iisdem diff'erentiali-

bus lint aftettae ,
easdem quoque inter fe efte aequales,

atque differentialia tertia ideo efte omnia inter fe aequa-

iia, quia iisdem difterenrialibus dxdydz funt affe&a. Hinc

igitur concludimus, fi V fuerit fundtio quotcunque varia-

bilium x
y yt % ,

v, «, &c. eaque fuccefliue aliquories dif-

ferenrietur, vt Temper vnica tantum quantitas variabilis

aflumatur-, turn quories ad exprefliones perueniatur, quae

iisdem difterenrialibus fint affeftae
,

eas quoque inter fe

aequales fore. Sic duplici difterentiatione orietur huius-

modi expreffio Zdxdy, dum in altera fola x, in altera fo*

la y affumta eft variabilis: perindeque eft vtra priust

pofteriusue fit variabilis affumta. Simili modo fex variis

modis per triplicem differenriationem eadem exfurget ex-

preflio Zdxdydz ;
atque viginti quatuor variis modis per;

venietur poft quadruplicem differenriationem ad candem

expreflionem huius formae Z dxdydzdv, atque ita porro.

239. Veritatem horum Theorematum quilibet adhi-

bita leui attentione ex ante explicaris principiis facile ag*

nofeet, atque propria meditarione facilius intuebitur, quam

tantis verborum ambagibus, fine quibus demonftrationes

proferri non poflent. Quia vero harum proprietatum co-

gnitio maximi eft momenti in calculo integrali, Tyrones

funt monendi, vt non foluiq has propriecates ipfi diligen-

ce ter
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ter mcdi'tcntur, earumque veritatem fcratentur, fed etiam

pluribus exemplis comprobent
}
quo hoc pa&o libi hanc

materiam familiariorem reddanc
,

fruflusque inde natos

poftmodum fatilius percipere queant. Neque vero lo*

fan tyrones, led etiam ii, qui principiis calculi differen-

tialis iam font imburi, ad hoc flint cohortandi; quoniam
in omnibus fere manudu&ionibus ad hanc Analyfeos par*

fem hoc argumentum penitus praetermitti folet. Plerum-

que enim Auftores folas differenriationis regolas prae-

feripfifle, earumque vfum in Geometria fubtimiori often-

difle fuerant contend, neque in naturam atque propde-

lates differenrialium inquifiuerunt
; vnde tamen maxima

fiibddia in calculum integralem redundant. Quam ob
caufam hoc argumentum fere nouum in ifto Capitc fuftus

perfequi vifum ell
,
quo fimul via ad integradones alias

difficiliores pararetur, atque negodum poftea fufcipien-

duin fubleuaretur.

240. Cognids igitur his proprietadbus
,
quibus dif-

ferenrialia fundlionum duas pluresue variabiles inuoluen-

dum gaudent
,

facile poterimus dignofeere
,
vtrum for-

mula differenrialis propolita
,
in qua occurrant duae plu-

resue variabiles, lit orta ex diderendadone cuiuspiam func-

donis finitac an fecus? Si enim in formula PJx-^-QJy

non fiierit
,

certo poterimus affirmarc,

nullam exiftere fundlionem ipfarum x & cuius difle* •

rentiale lit = PJx —|- QJy: neque ergo infra in calculo

integraii huiusmodi formulae integrate indagari potell. Sic

cum
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dim in yxdx-\-xxdy requifita conditio non adfit, nuila

datur fundiio, ciiius differfentiafe eft ~ yxdx xxdy,

Vtrum autem fempcr, quoties eft — (7^ »
for-

mula ex differendatione cuiuspiam fiin£Honis fit orta?

quaeftio eft, quae demum ex integradonis principiis folidc

affirmari potent.

i i 241. Si in formula differential i propofita tres plu-

resue infint variabiles, vd ¥dx-\- QJy-\-Rdz
j
turn ea

ex differendadone orcum traxifle omnino nequic, nifi tres

iftae condidones in ea locum habeant, vt fit

.Cf>O iO=C5) i<^)=Cf>
Quarum conditionum, fi Vna tantum defit, certo affirmare

debemus, nullam extare fiin£Honum ipfarum x
, y, & z,

(

cuius differendale fit P</jr-4-Q/y-f-

•

huius mo4i

ergo formularum differendalium nequidem requiri pos-

!funt integralia, hincque integradonem prorfus non reci-

pere dicuntur. Facile autem intelligitur in calculo inte-

grali formulas differendales ante dignofci oponere, vtrum

integradonis fint capaces, quam inueftigado integrals a&u
fufcipiatur.

„
• .

i
'

i

Cc 2 CAPUT
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CAPUT VIII.

DE FORMULARUM DIFFERENTIA-
LJVM ULTERIOR I DIFFERENTIA•

TIONE.

242.

S
i vnica variabilis adfit

,
eiusque differenriale primum

conftans aflumatur, fupra iam methodus eft tradita

differenrialia cuiusquc gradus inueniendi. Scilicet fi func-

rionis cuiusuis differenriale denuo differcntierar, oritur

eius differenriale fecundum, hocque iterum differenria-

tum dat fimdHanis differentiate tertium, atque ita porro.
Haec vero eadem regula locum quoque habet, fiue func-
tio plures inuoluat variables Hue vnicam tanturn

, cuius
differenriale primum non ponitur conftans. Sit igitur V
fundtio quaecunque ipfius x, neque vero dx fit conftans, fed

vtcunque variabile, ita vt ipfius dx differentialc fft ~ddx
y

huiusque differenriale ~d 3x
y & ita porro, atque inuefti-

gemus differenrialia fecundum & fequenria fun&ionis V.

243. Ponamus differenriale primum fundHonis V
efle —Fdxy vbi erit P fundtio quaepiam ipfius x pen-
dens ab V. Si iam fundHonis V differenriale fecundum
inuenire velimus, eius differenriale primum Pdx denuo
differentiari oportet

;
quod cum fit produdhim ex dua-

bus quantitatibus variabilibus P & dx, quarum illius dif-

ferentiale fit d?~fdx t huius vero dx differenriale

ddXy
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ddx, per regularrrde fo&oribus datum erit differentiate

fecundum ddV— Vddx -f-pdx%
. Deinde (i ponatur

dpzzqdx, cum differentiate ipfius dx* fit zdxddx, erit

iteram differentiando

d 3V— Vd 3x -\-dPddx-\- ipdxddx dpdx*
,

Mm ob dVzzpdx & dp — qdx • erit

d 3V— Pd 3x -4- ipdxddx qdx 3
,

fimilique tnodo vlteriora differentialia inuenientur,

224. Applicemus haec ad poteftates ipfiiis x, qua-

rum fingula difFerentialia inueftigemus, fi dx non pona-

tur conftans

:

L Sit igitur Vrr;.. erit dV— dx
;

d*V~ dJx
;

d3V~d3x
;
d*V—d*x

j

&c.

II. Sit V= jt* * erit dV r= zxdx ;
&

ddV — ixddx -f- 2 dx%

d3\ ZZ *xd 3x -4- 6dxddx

d*V—zxd*x %dxd3x-\~ 6ddxa

d*V ~ 2 xd sx -\—iodxd*x^(— 2oddx

d

3x

&c.

HI. Si in genere fuerit Vzzx* j
erk

dV~nxm~ ldx

ddVzznx*- ,ddx-+-ri(n—i)x"-*dxa

d 3\— nx*~l d3x -4- 3 » (n-—i’)x
m'.-*dxddx -

. -\-n(n—~i)(n—2)xm-idx 3

,
, Cc 3 *V
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d*V~n**- ld*x-f- 4 *t(a-—i)Km-*Jxd ix

—j— 3 n (» —— i ) x »— * d i

x

•

-f- 6 h (a—i) (»—— a) xn~\dx*ddx

—(— »(«-—i) (a——2) (n 3) xn-*dx*

&C.

Si igitur fuerit dx conftans, ac propterca

ddx— o
,

d 3x~ o, d*x~ o
, &c.

orientur eadem differentialia, quae iam fupra pro hac hy*

pothefi funt inuenta.

24 j. Quoniam igitur differentialia cuiusque ordi-

nis ipftus x eadem lege differentiantur
,
qua quantitates

finitae, expreffiones quaccunque, inquibus praeter quan-

titatem finitam eius differentialia occurrunt
,
fecundum

praecepta fupra data differentiari potcrunt. Quam ope-

rationem, cum nonnunquam occurrat, hie aliquot exem-

plis illuftrabimus.

I. Si fuerit V rr » differentiando prodibit

JXT xd s x
,

ddx 2xddx*
V “

~di~
“+* dx dx 3 ’

A. Si fuerit V rr — ; ' erit dVzZi—
*

vbi nihil impedit
,
quod pro V quantitatem infinite ma-

gnam pofuimus.
“ ddx

•III. Si fuerit V zzxxl f
quia transmutatur

' - 1
' . - i Via
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V in x x l d Jx —- a x x l <tx
j

erit fecundum regulas confactas differenriando

:

... . xxd3x , .. axx ddx
dV— 2 xdxlddx-\ 44rdxldx —— .

Simili autem rnodo differentialia alriora ipfius V repc-

rientur.

3 46. Si cxpreflTo propoffta duas variabiles inuol-

var, nempe x 8c y, vel vnius differentiale ponirnr con-

ftans vel neucrius > arbitrarium enim eft alterutrius dif

ferentiale conftans aflumi
,

quia ab arbitrio noftro pen-

det
,
quemadmodum vnius valores fucceffiuos crefcere

ftatuere velimus. Neque vero vtriusque variables dif-

ferentialia fund ftatui pofliint conftantia, hoc ipfb enim

relatio inter variabiles x Sc y afliimererar, quae tamen

vel nulla eft, vel incognita ponitur. Si enim, dum x
aequabiliter crefcere ponimus, y quoque aequalia incre-

menta capere ftatueretur
,

turn eo ipfo indicaretur fore

y ~ ax-\-b $ deque y ab x penderet, quod tamen aflii-

mere non licet. Hancobrem vel vnius tantum variabilis

differentiale conftans aflumi poteft vel nulhun. Quodfi

autem differentiationes abfohiere nouerimus nuflo diffe*

rentiali aflbmto conftante, fimul quoque differenrialia con-

ftabunt, fi akerutrum differentiale ponatur conftans: tan-

tum enim opus eft, vt fi dx conftans ftatuatur, vbique

termini continentes ddx
y
d 3x t d*x. See. deleantur.

f I *
f

- - s

247. Denotet ergo V ftmftionem quamcimque finj*

tam ipfarum x Sc y, fitque dV—P Jx-{-Qdy. Ad
difFe-
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differentiale ipfius V fecundum inueniendum aflumamus
vtrumque differentiale dx & Jy variabile, & cum P St

fint funftiones ipfarum x & y ftatuamus

:

*

dp ZZ p d x r dy
dQjZZ r d x —f- q dy

fupra enim vidimus eflc r.

His pofftis differentietur d\r zzPdx -j- Qdy, & rcpe-

rietur

:

ddVZZPddx p dx * -4- a r dxdy-4- dy-\-q dy 1
.

Si igitur differentiale dx ftatuatur conftans, erit

ddV ZZ pdx 2 rdxdy —J— Qddy -f- qdy *,

fin autem differentiale dy ftatueretur conftans, fbret

ddV ZZ Pddx -\-pdx%
-f- 2 rdxdy —f- qdy*.

248. Si igitur fiinftio quaecunque ipfarum x & y
bis differentietur, nullo differentiali pofito conftante, eius

differentiale fecundum femper huiusmodi fbrmam habebit:

ddVzZ Pddx~\~Qddy-\~Rdx*-\Sdy a —(—Tdxdy

pendebunt autem quantitates P, Q, R, S, & T itaafe

inuicem, vt fit fignandi modo Capite praecedente adhibito

:

quarum conditionum fi vel vnica defit, certo affirmare po-

teri-
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terimus, formulam propofitam nullius fun&ionis effe dif-

ferentiale fecundum. Statim ergo dignofci potent, vtrum

huiusmodi formula fit cuiuspiam quantitatis difFerentiale

fecundum an minus?
-

24a. Simili modo diflercntialia tertia ac fequenda

inuenientur, quod in exemplo parriculari oftendi/Te ex*

pediet, quam formulas generales adhibcndo. ,,

Sit igitur V“ xy
;

Erit dV~ y dx -f- x dy

dd\ —yddx idxdy -ft#Ahs •
-

j

d3V ZZ yd3x -4- 3 dyddx -xd3
y

d*V ~yd*x -Jt—j^dyd3x~\-6ddxddy-\-/^dxd3y-^xd*y
&C.

in quo exemplo coefficientes numerici legem poteftatum

binomii fequuntur, indeque quousque libuerit continuari

pofliint.
,

'
.

At fi fuerit V~ — ;

Erit d\—— —
x
ydx
XX

'

ddW
ddy zdxdy iydx* yddx
X XX ’’ X 3 X a

;

d3V—— 3 dxddy (
Sdx*dy 3 dyddx

xx . "T" x*
‘

jra
”

,
6ydxddx 6ydx 3 yd3x

&C. .

4 ~ •
n. - . Dd m
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in quo exemplo progreffio differentialium non tam fa-

cile patet quam in praecedente.

250. Neque vero tantum haec difTerentiandi me-

thodus ad fundiones finitas adftringitur
,

fed etiam eo-

dem negorio cuiusuis expreflionis
,
quae iam differentia-

lia in fe continet, differentiale inueniri poteft, Hue vnum
quoddam differentiale aflumirur conftans fine minns. Cura

enim lingula differentialia aeque & eadem lege different

rientur ac quantitates finitae
,

regulae in
]
3raecedentibus

capitibus traditae, etiam hie valent atque obferuari de-

bent. Denotet igitur V earn expreffionem, quam dif-

ferentiari oportet, fiue fit finita, fiue infinite magna fiue

Infinite parua
;
atque ratio differentiationis ex his exem-

plis perlpicietur

:

L Sit \ zz </>*) ;

T7_-. j\t __ ddx -f- dy ddy

a s« V—-.yJx .

dy

m ...

bl s-

Frit dV— C 3dxddx-\- idyddy)V (dx* -\-dy')
dxddy dyddx

(dx^~]^dy*') i (dxd3y dyd'x)

{dxddy.— dyddx) %

" quae
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qflfle differentials cam lint gcncraliffimc fumta, nullo dif-

ferential* prp conftante babko, hmc <ea differeijr

dafca (kfiiiari poterpnt, qua? oriqntur, fi vel dx vci V>
ftatoatur conftans.

-
:

* 5 r - Quia nuflo difTerentiali conftante aflumto, nnlji

etum lex, fecundum quam fucceffiui variabilium valorem

progrediantur
,
praeferibitur, di/ferentialia fecunda

fy.
fo-

quentium ordinum non erunt determinata
, neque quic-

qoam cerfi fignificabunt. Hinc formula
, in qua diflfc-

renrialia fecunda atque aldora continentur, nullum deter-

mination habebit valorem, nifi quodpiom differential*

conftans fit aflUmtum ; fed eius fignificatio trie vaga, at-

que variabitur, proud aliud atque aliud differendale Fue-

-ric conftans pofitum. Interim tamen dantur quoque eius-

.
modi expreffiones differentials fecunda continent^ quae,

edamfi nullum differendale pofitum fit conftans, tamen
•fignificatum determinatum completfuntur

,
qui perpe-

tuo idem maneat, quodcunque differendale conftans fta-

tuatur. Huiusmodi autem formularum naturam infra d|-

ligentius ferutabimur, modumque trademus eas ab aliis
(

quae valores determinates non incluHunt
, dignolcendi.

252.' Quo haec ratio formularum, in quibus diffe-

rendalia fecunda vel aldora infunt
,

facilius perfpiciatuf,

contempleraur primum formulas vnicam variabilem con-

tinernes, atque facile patet, fi in quapiam formula infit

eius variabiUs x differendale fecundum ddx, nullumque

differentials conftans ftatuatur
, formulom nullum valo-

•, Dd * rem
1
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*

rem fixum habere pofle. Si enim ftatuatur differentiale

ipfius x conftans, fiet dix rr o; fin autem ipfius xx dif-

ferentiale txdx feu xdx conftans ponatur, cum ipfius

xdx differentiale xddx-\-dx * fitrro, fiet ddx—- .

Verum fi poteftatis cuiuscunque x* differentiale nx*-'dx

feu x"-'dx debeat efle conftans; erit eius differentiale

feenndum x m -'ddx -\~(n—i')x”-*dx 2 ~o
,

ideoque

dix—————

.

Alii valores pro ddx prodibunt,

fi aliarum ipfius x fiinftionum differentialia conftantia

ponantur. Manifeftum autem eft, formulam, in qua ddx

occurrat
,
diuerfiffimos induere valores

,
prout loco ddx

_ , , dx * . (n x}dx*
fenbatur vel o vel vel — -

x x vel alia

huiusmodi expreffio. Scilicet fi proponatur formula

,
quae ob ddx & dx* infinite parua homoge-

** •*,
. , » *

.

nea. finitum valorem habere deberet; eapofito dx con-

ftante abit in o, fi fit d.x2 conftans, ea abit in — at; fi

fit d.x3 conftans, ea abit in - ax; fi dx4
fit conftans,

ea abit in — 3*, & ita porro. Neque ergo determina-

tum valorem habere poteft, nifi definiatur, cuiusmodi

differentiale conftans fit aflumtum.

253. Ifta inconftantia fignificationis fimili ratione os-

tenditur, fi differentiale tertium in quapiam formula in-

fit. Coofideremus hanc formulam j~ddx »
quae pa-

* *
' ** riter
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liter finitum valorem prae fe fert. Si differentiale dx

’’ii o • - *
i

fit conftans, abit ea in —
,
cuius valor mox patebic. Sit

d.x z conftans, exit ddx~—
;
& denuo diflerendando

d 3xzz — 2 dxddx dx3
3dx3

x*' x* y ob ddx~ •

dx*
.

x

x 3d 3x
'UYj

hoc ergo calii formula propofita abit in — $x*.

* ' :
’

• *
x \Jxt

At fi fuerit d,x* conftans, erit ddx — — -

x
hineque '

.

i .. 2(n-~i)dxddx
d 3xZZ

jf x‘

(g——i) dx9
__^ (2n— i

)(»-

xx xx

(a~-t)dx3 a(«—i)*dx^

xx

I) dx* •

Hoc ergo cafu erit

d sx (a»

—

i)dx

ddx x
& x3d 3x

dxddx
-—(2n-z) x*.

vnde patet fi fit nzz i , feu dx conftans , valorem for- ,

mulae fore zz—x*. Ex quo manifeftum eft, fi in qua-

piam formula differentialia tertia vel altiora occurrant,

neque fimul indicctur, cuiusmodi difTerentiale afiumtum

fit conftans, earn formulam nullum certum valorem ha-

bere
,
atque adeo nihil prorfus fignificare j quamobrem

talcs exprelfiones in calculo occurrcre non poflimt.

D d 3 254.
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if4, Simili modo fi formula contineat duas plu-

resue variabiles, in eaque occurraut differentialia fecun-

di altiorisue gradus, inteUigetur valorem determinatum

locum habere non poffe , nifi differentiale quodpiam
conftans ftamamr

,
iis tantum exceptis cafibus

,
quos

inox perpendemus. Quum primuin enim ddx in qua-

piam formula ineft, quoniam pro variis differentialibus,

quae conffantia ponuntur, valor ipfius ddx perpetuo va-

riatur, fieri nequit, vt formula ftarum obtincat valorem;

hoeque idem valec de quouis differentiali altiori ipfius x,

Atquc etiam de differentialibus rcliquarum variabilium

iecundis & alrioribus. Sin autem duarum pluriumue va-

riabilium differentialia fecunda infint, fieri poteft, vt in-

conftantia ab vno oriunda per inconftantiam reliquarum

deftruatur
;

hineque nafeitur ille cafus
, cuius memini-

mus, quo formula huiusmodi differentialia fecunda dua-

rum pluriumue variabilium inuoluens valorem definitum

habere poteff
,
non obftante quod riullum differentiale

conftans fit pofitunx.

ayy. Haec igitur formula
yddx —|— xddy

dxdy •
*

ftatam

atquefixam fignificationem habere nequit, nifi quodpiam

differentiale primum conftans ftatuatur. Nam fi dx con-

ftans ponatur habebitur ; fin autem dy conftans

ponatur, habebitur »
manifeftum autem eft has

formulas non neceflario inter fe efle aequales. Si enim

t
ne-
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neceftario eflent aequales, tales manere dcberent, quae-

cunque fon&io ipfius x loco y fubftitueretur. Ponamus

tantum efle y^ixx, & com pofito dx conftante, (kl

idy— i dx* y formula abibic in i, fin autem dy

feu xxdx ponatur conftans
, fiet

dx% '

idy— 2 xddx—4- x dx%~ o
,

ideoque
,
ddx— —

-

,

vnde formula abit in - \

.

Cum igitur in vnico

cafu reperiatur difcrepantia, multo minus in genere crie

pofito dx conAante aequalis —^ pofito iy con^

ftante. Deinde quia formula
yddx -f- xddy

dxdy Hbi non

conftat, dummodo vel dx vel dy conftans ponatur, mul*

to minus fibi conftabit, fi fonfHonis ciiiusuis vel ipfius x
vel ipfius y vel vtriusque differentiale conftans ponatur.

1

aj 6. Hinc apparet huiusmodi formulam ftatum via-

lorem habere non pofle, nifi ita fit comparata, vt poft-

quam loco variabflium y , & a
,
quae praeter x inhine,

funftiones quaecunque ipfius x fberint fubfHmcae, differ

rentialia fecunda& altiora ipfius x
y nempe ddx, d*x, &c.

penitus ex calculo excedant. Si enim port talem fubftim-

tionem quamcunque in formula adhuc relinqueretur ddxy

vel d3xy
vzYd*x, &c. quia haec differentialia, prout alia alia-

que conftantia afliimunrar, fignificationem fuam variant,

valor quoque ipfius formulae erit vagus. Sic comparata eft

for-
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*

ai6

y ddx —I— x ddy
formula ante propofita

~jxdy
—“ »

<3uac 6 ftatum

haberet valorem, quicquid y fignificet, ftatum quoque

habere deberet valorem , fi y denotaret funQrionem quam-

piam ipfius x. At fi tanrum ponamus y— x
t
formula

. ax ddx . , ,

,

ahitrn quae vtique ob ddx in ea contentum

eft vaga, atque alios aliosque valores indiiit, proud alia

atque alia differentials conftantia ponunrur, vd ex §, aj 2

fads eft manifeftum.
*

*
I

a 17. Dubium autem hie fubnafeetur,, vtrum den-

fur tales formulae duo pluraue differendalia fecundi al- ,

dorisue gradus conrinenria, quae hac proprietate gaude-

ant, vt li loco reliquarum variabilium quaecunque func-

tiones vnius fubftkuantur, differendalia fecundi gradus

prorfas fe deftruant. Huic dubio primum ita occurra-

ipus, vt hukismodi formulam proponamus, quae ifta

proprietate fit praedita, quo per explorarionem vis quae-

ftionis melius percipiatur. Dico igitur hanc formulam

dyddx dxddy
.— memoratam propnetatem poffidere:

quaecunque enim fon£Ko ipfius x loco y fubftituatur

,

Temper differendalia fecundi gradus penkus euanefeent;

quam proprietatem fequendbus exemplis comprobemus.

I.
,
Sit y zz x*

j
erit dy zz ax dx'

% ,

Sc ddy — ax d dx —|— %4x%
,

.• - - - - •»....

.

t4ti .

;

...p« qui
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qui valores in formula
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dy ddx dx ddy

dx3

*17

fubfHtuti dabqnt,

ixdxddx—• ixdxddx— idxs

dx9 “ *’

H- Sit y — x" , crit dy~nx »-* dx
,

&
ddyzz»xm-'ddx-\-n(n—i)x m-'dx t

,

qui valores fubfHtuti forxnulam
jxi

—

~

tram-

mutabunt in hanc

nx u~ t dxddx— ax m~ l dxddx n(n—1)4:*-*dxs

dx*

tr—»(»—/)*•-*.

xdx
m. Sk J= era ^= y(l_ xxy

xddx dx*

atquc

xddx

"’=^+
(Z^ i

formula
^^ ^ ^*

tlx*

^X~~~~
» abit ill

xddx — 1

In his igitur omnibus exemplis difFerentialia fecunda ddx

fc mutuo tollunt
,
hocque ita eueniet

,
quaccunque aliae

fun£ttone$ loco y fubftituantur.

Ee 9J8.
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aj8. Cum ifta exempla iam probauerint veritatem

noftrae propofitianis
, quod formula

— dxddy

fixum habeat valorem, etiamfi nullum differentiale con-

ftans fit affumtum, demonftrarionem eo facilius adoma-
re poterimus. Sit y fun£Ho quaecunque ipfius *, eius-

que differentiale dy huiusmodi erit, vtfit dy—pdx, at-

que p erit fun&io quaepiam ipfius x, eiusque diffcren-

tiale propterea huiusmodi fomiam habebit dp— qdx
,

eritquc q iterum funftio ipfius x. Cum igitur fit

dy — pdx
y erit difFerentiando ddy — pddx qdx*

y

8c dyddx <dxddy~ pdxddx pdxddx qdx3~—qdx3
;

in qua expreflione cum nullum infit differentiale fecun-

dum, habebit ea valorem fixum, atque —~^'r " ^ddy
. dx 3

erit Quomodocunque igitur y pendeat ab x
y

differentialia fecunda in hac formula Temper fe mutuo
tollent, hancque ob caufam eius valor, qui alioquin eflet

vagus, fiet flatus ac fixus.

459. Quanquam hie pofuimus y efle fun&ionem
ipfius x

, tamen veritas aeque fubfiftit, fi y ab x prorfdl

non pendeat, vti afiumfimus. Dum enim pro y func-

tionem quameunque fubftituimus, neque qualis fit deter-

minauimus, nullam pendentiam ab x ipfi y tribuimus.

Interim tamen fine funftionis mentione demonfiratio fbr-

mari poteft; quaecunque enim y fit quantitas fiue pen-

dens ab x fiue non pendens, eius differentiale dy homo-

ge-
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gencum erit cum dx, flcque ^ quantitatem finitam dc-

notabit, cuius differentiale, quod capic, dum x in x-\-dx

& y in y-\-dy abit, erit fixum, neque a differentialium

Jy
fecundorum lege pendebit. Sit igitur ~ —p ;

erit dy—pdx
, & ddy— p ddx -f- dp dx , vnde fit

dx d dy dy ddx — dpdx*

,

cuius valor non eft vagus, quia tantum differentialia pri-

ma conrinet
;

ac propterea idem manet, Hue quodpiam

differentiale conftans accipiatur, qualecunque id demum
fij, fiue nullum differentiale pofitum fit conftans.

a<?o. Quia igitur dyddx .— dxddy non obftanti-

bus differentialibus fecundis, quae potentia fe mutuo de-

ftruere cenferi poflixnt, fignificationem habet fixam
;
ex.

preflio quaecunque, in qua nulla alia differentialia fecurt-

da praeter formulam dyddx— dxddy infunt, pari-

ter fignificationem habebit fixam. Seu fi ponatur

dyddx dxddy— w, atque V fiierit quantitas ex x, y,

earum differentialibus primis dx, dy atque ex w vtcun-

que compofita, ea valorem habebit fixum. Cum enim

in differentialibus primis dx & dy nulla ratio habeatur

eius lcgis arbitrariae, qua valores fucceffiui ipfius x cre-

fcere ponuntur, in « differentialia fecunda fe mutuo tol-

lunt, etiam ipfa quantitas V non erit vaga fed fixa. Sic

ifta exprefllo
(dx* -f~dy*)

r

dxddy dy ddx
valorem obtinct fixum,

Ee 2 quam-
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quamuis ea differendalibus fecundis inquinata videatur,

atque infuper, quia numerator eft homogeneus denomi-

nator!, valorem obtinet finitum, nift is cafu vel infinite

magnus vel infinite paruus euadat.

261. Quemadmodum formula dxddy— dyddx

valorem fixum habere oftenfa eft, ita quoque fi terda

variabilis a accedat, hae formulae dxddz— dzddx &
dyddz— dzddy valores fixos habebunt. Hinc expres-

fiones
,
quas tres variabifes x, j, & s inuoluunt, fi in

eis nulla alia differendalia fecunda occurrant, praeter haec

affignata, turn perinde erunt fixae, ac fi nulla plane dif-

ferentialia fecunda ineflent. Ita haec expreffio: .
•

(dx* -\-dz*)i

(jdx^~dz) ddy (dy-\-dz) ddx~\-{dx dy) dd%

non obftandbus differendalibus fecundis, fixa gaudet fig-

nificatione. Similique modo formulae exhiberi poflunc,

plures variabiles continentes, in quibus differendalia fe-

cunda non impediunr, quominus earum fignificario fit

fixa.

a 62. Exceptis ergo huius generis formulis', quae

differendalia fecunda comple&untur, reliquae omnes fig-

nificadones habebunt vagas, neque propterea in calculo

locum habere poflunt ,

f
nifi quodpiam differentiate pri-

mum definiatur, quod conftans fit aflumtum. Statim

vero atque differenriale quodpiam primum conftans as-

fumitur, omnes exprefliones quotcunque variabiles con-

dne-
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fincant, & cuiusconquc ordinis differentials poft primum

in eas ingrediuntur, fixas obtinebunt fignificationes , ne-

que amplius ex calculo excludunrur. Si enirn verbi gra-

tia dx aflumtum fit conftans, ipfius x differencialia fe-

cunda & fequentia euanefcunt ; & quaecunque fundtio-

nes ipfius x loco reUquarum variabilium y, z t &c. fub-

ftkuantur, earum differencialia fecunda per dx 1
,

terria

per dx3
r Sec. determinabuntur, ficque inconftanria a dif-

ferenrialibus fecundis oriunda tollitur. Idem euenit, fi

alius variabilis feu funaionis cuiuscunque diflerentialc

primum conftans ponatur..

263. Ex his igitur fequitur differentialia fecunda &
akiorum ordinum reuera nunquam in calculum ingredi,

atque ob vagam fignificationem prorfus ad Anafyfin effe

inepta. Quando enim differentfalia fecunda adefle vi-

dentur, vel differentiate quodpiam primum conftans aflii*

mirar
,

vel nullum. Priori cafu differentiaKa fecunda

prorfus ex calculo euanefcunc, dum per differentials pri-

ma determinancur. Pofteriori cafu autem nifife mutuo

deftruant, fignificatio erit vaga, & propterea in Analyfi

locum nuHum inueniunt
;

fin autem fe mutuo deftruunt,

tantum apparenter adfunt, & reuera fbfae quantitates

finitae cum fuis differentialibus primis adefle cenfendae

funt. Quoniam tamen faepiifime apparenter tantum in

calculo vfurpantur ,
necefle fuit ,

vt methodus eas tnre-

tandi exponeretur. Modum autem mox oftendemus, cu-

ius ope differentiaHa fecunda & alriora femper exrermi-

nari queanc. _
Ec 3 a*4-
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2 64. Si expreffio vnicam contineat variabilem r,

eiusque diflerentialia alriora ddx
%
d3x, d*x, &c. in ea

occurrant, ea fignificatum fixuin habere nequit, nifi quod*

piam differentiate primura conftans fit pofitum. Sk igi-

tur t ilia quanritas variabilis, cuius differentiate dt fit

conftans pofitum, ita vt fit ddtzzo, d3t~ o, d*t~ o,

&c. Ponatur dx —pdt
;
eritque p quanritas finha, cu-

ius differentiate vaga fignificarione differcnrialium fecun*

dorum non afficietur, liincque eriam ^ erit quanritas

finite Sit dp— qdt, fimflique modo vlterius dq—rdt
j

drzzsdf, &c. erunt q, r,s, &c. quantitates finitae fixos

fignificatus habentes. Cum igitur fit dx—pdt\ crit

4idx~ dp dt ZZ qdt*
j

d3xzzdqdt 3 zz.rdt 3
j

(Px~drdt3 iz:sdt*
J

&C.

qui valores fi loco ddx, d3x, d*x, &c fubftituantur,

tota expreffio meras quantitates finitas cum differenriali

primo dt continebit, ideoque non amplius vagam figni-

ificationem habebit.

2<?y. Si x fit fun&io ipfius t
y poterit hoc modo

quanritas x prorfus eliminari ,
ita vt fola quanritas t

cum fuo differenriali dt in expreffione remaneat: fin au-

tem t fit fun&io ipfius x
y

viciffim quoque x erit ipfius

t funftio. Interim tamen ipfa quantitas x cum fuo dif-

ferenriali primo dx, in calculo retineri poteft, dummodo
poft fubftituriones ante faftas vbique loco t 8c dt earum

valores per .r & dx expreffi reftituantur. Quod quo

pla-
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planius fiat, ponamus t efTc — xn
,

ita vt differentiale

primum ipfius x* conftans fit pofitum. Quia igitur eft

ax m-l >
&Jt— nx*-'dx ;

erit p
~

ip— —qdt—nqx*~*dx
;r ax m

. mdeft t= i
&

it- _ tJ ,- ,rx.-,Jx.
y anJr**

Hinc porro fit

(«—OOg—T), & _
o—-o c

C 3 >

)( 3
» 1 )

I •

Quare fi differentiale ipfius *" poaatur conftans, erit

:

« (« PC™ Q'»!
XX

_ (»— i)0»—»(3»—t)^

&c.

266. Si exprefllo duas conrineat variabiles x 8c y,

earumque vnius x differentiale pofitnm fit conftans
,
ob

idx— O, alia differentialia fecunda & altiora non inerunt,

praeter ddy, J3y, &c. Haec autem eodem modo, quo

nrg yfi fuinus, tolli poterunt ponendo

h—
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dyzzpdx\ dp~qdx\ dqrz.rdx^ dr~ tdx
;

&c.

fiet enim

ddy~qdx*
;

d3yzzrdx * 3
d*y “ x d x* &c.

quibus fubftitutis exprefiio orietur, quae praeter quanti-

tates finitas x, y, p t q, r, t
} &c. nonnifi differentiate

primum dx conrincbit. Sic fi propofita fuerir haec ex-

preflio • :

y dx* x dy d 3
y -f- xd*y

~"(xx -j-yy) ddy *

in qua dx eft conftans aflumtum
;
ponatur

iyTZ.pdx j
dp— qdx

j
dp—rdx

j
& dr^ztdx^

quibus valoribus fubftitutis expreflio propofita transmu-

tabitur in hanc:
(j xpr —f- xs) dx*

<xx-+-yy)q quae nulla

amplius differentialia fecunda altiorauc conrinet.

267. Simili modo differentialia fecunda & alriora

tollentur, ft dy fuerit conftans aflumtum. Verum ft

aliud differentiate primum quodcunque dt ftatuatur con*

ftans ,
turn primum modo ante indicaro differentialia ip*

fius x alriora ex calculo tollantur, ponendo

dx~pdt\ dp — qdt
;
dq~rdt

j
dr'ZZrdt

3
&C.

vnde fit

ddx'ZZqdt *
;
d*x~rdt3

j
d*x~ sdt* • &c.

Deinde fimili modo differentialia alriora ipfius y ponendo

• *9—
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dy~Vdt; dPziQdt-, dQjzRdf, dRnSdf, 8cc.

. vnde fict

ddy ~z QJt* ;
d*y— RdP }

d*y~Sdt*
;

&c.

quibus fubftitutis obtinebitur cxpreffio, quae praeter quan-

titates finitas, **, p ,
r> •*> &c * JS Q> R> S, &c.

folum differentiale dt compleftenir, neque propterea

vagam habebit fignifiearionem.

269. Si differentiate primum, quod conftans poni-

tur, vel ab x vel ab y vel ab vtroque ftmul pendet, turn

non opus eft, vt duplex quanritatum finitarum />, q, r, &c.

feries introducatur. Si enim dt ab x tantum pendet, turn

litterae p, q, r, 8tc. fient fun£Hones ipfius x
,

folaeque

litterae P,QjR, &c. ingrediuntur ;
.idemque euenit, ft

differentiale conftans dt ab y tantum pendeat. .At ft dt

ab vtraque pendeat, operario aliquantum immutari debet.

Ponamus exempli gratia hoc differentiale ydx conftans

effe affumtum ,
eritque yddx dxdy~ o

;
vnde fit

ddx—-
d—’ Sit nunc dy— pdx\ dpZZqdx

;
dyzzrdx

• y ,

.

See. eritque ddx~~~~ i
vlteriusque differentiand#

qdx* ppdx* 2 pdxddx
dixzz - \r ~y

y . y
pdx*

fubftituatur hie loco ddx eius valor -~

lj?± -4-Wdx± • porroque
*y yy

Ff • d*x
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~_ ri»4
I

Pfdx’
,

6PfJx* 6p’Jx*d+X ZZ
.7 ' .>7 ' *7

*+• C~7 — —} 3 dx*ddx ;V .X? jf-/ *

& pro ddx fubftituto valore — P±*^
cmcrgct

+ dx< &c^ y yy y 3 J
Deinde cum fit dyzzpdx’ erir

ddy— qdx% -\~pddx ZZ (j dx *
;

& condnuo pro ddx valore - p~ fubftituendo fiet

d 3y=fr— *11 Ul} dx3
, &^ y yy

'

d^yzzCs^^^m^APU^llPl\jx, &cv y y yy y3 J 0fC ‘

qui valores loco differentialium altiorum ipfarum x 8c y
fubftituti mutabunt expreffionem propoficam in eiusmodi
formam

,
quae nulla amplius differentials altiora .conri-

nebit, hincque confiderarione cuiuspiam differentials con*
ftands exuetur. Fa&a enim hac transfbrmarione, quia
differentialia fecunda non infunt, nequidein opus eft, vt
quale differentiale fumtum fit conftans, commemoretur.

a 59 . Saepiflime autem in calculo ad Iineas curuas
applicato euenire folet

, vt hoc differentiale primum
y (dx 2

-f-dy*) conftans affumatur
:
quare quemadmo-

dum hoc cafu differentialia fecunda & altiora eliminari •

de-
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debeant
,
oftendamus. Sic enim fimul via patebit ad

idem negotium abfoluendum, (i aliud quodcunque diffe-

rentiate afTumendum fit conftans. Ponatur iteruin

dy ZZpdx
;

dpzzqdx'y dqZZrdx\ dr~sdx\ &c

J

atque differentiate V(dx* -\-dy%
) induet hanc formam

dxV(i-+-pp), quae cum fit conftans fiet

ddxV(l^Pp)^y Ẑ̂ p)
— O

t

, , p qdx 2

... ideoque ddx—

—

l+- 5

vnde iam ipfius ddx valor habebitur : hinc porro erit

prdx3
.• qqdx1

,

ippqqdx 3 ipqdxddx

prdx3 qqdx3
-

ippqqdx 3

— —
7^\~pp i-+-pp (i-h/r)*

prdx3
c3PP l)qqdx3

r'

• ~
l~+~PP (i-f-PP)*

: \ ...
.

'
i ;

' a Deinde fiet

j
psdx* .

(wpp-tirdx* OjPPTUkiy^l
i~\-pp~^~ (jrHSP)* ( x ~+”/5p) 3

[

Quia autem aflbmfiinus dyzzpdx
,

fiet differentiando

ddy-qdx ^.pddx^fdx
lT^_pp - x_^*

s • mdxddx -

d3
y”

rcfac3

7^-fp
rdx3

\-\-pp

_ ,

d
Q-hrO
wit***

r

;

Ff 2 por-
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porroque dtfferenciando :

^ — •*£_ *3pqrdx* 4 (fipp QyVx*
H-PP (i-h/vO* (i-HtO 3

Omnia ergo differeneialia alriora vtriusquevariabilis x 8c y
per quantitates finitas & poteftates ipfius dx exprimen-
tur, atque port has fubftitutiones fa&as refulcabit expres-

fio a differentialibus fecundis prorfus libera.

270. Expofito igitur modo difFerenrialia fecunda &
alriora exuendi, conueniet hoc negotium aliquot excm-
plis illuftrari.

I. Sit propofita haec exprefllo
, in qua dx po-

fitum eft conftans. Pofito ergo dy—pdx
, & dp—qdx,

ob ddy— qdx*, expreifio propofita abit in hanc fini-

tam xq.

II. Sit propofita haec exprefllo in
#
qu*

pofltum fit dy conftans.

ob ddx—qdy*
,
orietUT

Ponatur dx— pdy
j
dp—qdy

y

1 ~\~PP -c-— ,«m autem vt ante fta*
1

tuere velimus dy—pdx
y
dp—qdx

;
ob dy conftans erit

o—pddx^dpdx & ddx—-~~-
j vnde exprelfio pro-

pofita transibit in ^

ID. Sit propofia haec expreflio — fndxdy
qua ydx pofltum fit conftans. Ponatur dy —pdx &
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pdx

*

dp rr q d

x

,
eritque cx §. a«8 : ddx ———— ,

idy— qdx

*

-i— ZIdx....
}
quibus fubftitutis expreflio pro*

% y 4

pofita transmutatur in hanc : — i— — -f- —

.

r
p y

([ 1
-

IV. Sit propofita ifta expreflio JJy~> *n <lua

conftans fit pofitum V(dx*-\-dy*). Ponatur iterum

dy~pdx
,
dp — qdx

, & cx paragrapho praecedente

vnde expreflio propofita abibit
1

i tt4

O-HtO*
' »

f
Ex his autem exemplis (ads intcUigitur, quemadmo-

dum in quouis cafu obhto, quodcunque difFerentiale pri-

mum aflumtum fit conftans, differcnrialia fecunda atqae

aldora eliminari debeant.

qdx*
erit ddy— — ;

in

471. Cum igitur hoc modo introducendis quanti-

tatibus finitis p, q, r, /, &c. differentialia fecunda & al-

tiora ita eliminari queant, vt tota expreflio praeter quan-

titates finitas x, y, p, q, r> s. Scc. folum difFerentiale dx
comple&atur : viciflim fi huiusmodi expreflio redufta

proponatur, ea iterum in formam priorem transmutari po-

tent loco litterarum p, q y r, s
% 8cq. introducendis differ

renrialibus fecundis & akiofibus. Nunc autem perinde

crit, quodnam difFerentiale primum conftans aflbmatur;

atque vcl id ipfum, quod ante fuit aflumtum conftans

Ff 3 po-
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dxidty-

330

poni poteft, vel aliud quodcunque. Quin etiam pror-

ius nullum differentiale confhns a(Turn i pocerit, hocquc
modo prodibunt exprcffiones differentialia fecunda alrio-

raue continentes, quae etiamfi nullum diforenriale con-
ftans fit aflumtum, tamen fixas fignificationes obtineant,

cuiusmodi expretfiones dari fupra oftendimus.

272. Sit ergo propofita exprefflo quaecunque con-

daeas litteras fimtas x, y , p, q y
r, &c. vna cum diffc*

rendali dx, inquafit = 1 —%'t &c-

Si enim has litteras p, 7, r, &c. ita eliminare velimus,

vt earum loco introducamus differentialia fecunda & al-

tiora ip&rum x 8c y, nullo differentiali conffante afliim-

(0 • tiet dp
dxddy— dyddx

hincque q~ dxddy— dyddx

dx3

quae formula differentiata dabit

dx*d3
y 3 dxddx ddy -f- ^dyddx*—dxdyd3x

cfq ^4 —

,

vnde fit
’

dx*d3
y— ^dxddxddy —f— 3 dyddx*— dxdy d*x

r_ —
j -j

< {Jy .)

Quod fi infuper littera /, quae denotat valorem ^ , in-

fit, pro ea fubfiitui debebit hie valor s rr
*

bdx'ddxdiy-4dx
2ddyd3x+ Ijdxddx 2 ddy+lodxdyddxd3 x-ifdyddx 3

-dx 2dyd4x^ -
• - 5 •

;

-
• His

4-
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His igitur valoribus loco quantitatum p, q, r, &c.

fubftitutis expreffio propofita transmutabitur in aliam dif-

ferentials alriora ipfarum x & y continentem, quae cti-

amfi nullum differentiale primum conftans fit aflumtum,

tamen non vagam fed fixam habebit fignificationem.

273. Hoc ergo modo quaeuis formula differentia*

lis altioris gradus , in qua quodpiam differentiale pri-

mum aflumtum eft conftans, transmutari poterit m aliam

formam
,

in qua nullum differentiale conftans ponitur,

quae hoc non obftante eundem valorem fixum habeat.

Primum icilicet ope methodi ante traditae afiumtis valo-

ribus dy-pdx-, dp~qdx\ dyrzrdx'j drzzsdx
;
&C.

differcntalia altiora eliminentur, turn loco p, q, r, rt &c.

valores nunc inuenti fubftituantur
;
atque orietur exprcs-

fio priori aequdis nullum differentiale conftans inuoluens:

quam transformationem exempla fequentia illuftrabunt.

I. Sit propofita haec expreffio » in qua dx po-

fitum conftans, quae transmutari debeat in aliam formam
nullum differentiale conftans inQoluentem.

Ponatur dy— pdx
;
dp— qdx\ atque vt ante (270) vidi-

mus expreffio propofita transibit in hanc
:
qx. Nunc loco

q fubftituatur valor, quern obtinet nuDo differentiali con-

„ . _ dxddy dyddx
ftanti affumto q

~
atque repenetur

aequalis,

& nullum amplius differentiale conftans inuoluens.

IT. Sit

, _ xdxddy xdyddx h
haec expreffio

dx
*
— propofitae
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dx* —1— dy*

II. Sit propofita haec exprefllo —
,

in qua

dy aftumtum eft conftans. Ponatur dy—pdx & dp—qdx\
' p(x~x—pp'\

caque transibit in hanc : -

dy • dx ddy dyddy

r-Tx &

quae nullo differential] aiTuinro eundem
dyddx dxddy

fixum habct yalorem, qucm propofita.

ftatuatur nunc

, atquc inuenietur;

yddx xddy

TxTy ’

inm. Sit propofita haec exprefilo

:

qua differenciale ydx conftans eft aftumtum.. Ponatur

dy—pdx
,
atque vd fupra (270) vidimus haec exprefllo

transmutatur in hanc :
—1— H —7 >

quae nullo dif-

p y « »

fercntiali conftante aflumto transformabitur in iftam

;

xdxddy -\-xdyddx
,

xdy

dx%dy ' ydx

rdrdv* vdx*dy yxdxddy-hyxdyddx
— — ~ ydx2dy

dx 2 ~\-dy2
.

IV. Sit propofita haec expreflio —jj-
y

, in qua

conftans affiimtum eft differentiate V (dx* -+-<?*). Po-

foo dy—pdx, & dp — qdx, orictur haec expreflio

(i-+-ppY
^ ^oco drato). Statuatur nunc p= ^ , &

*• Q —
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* dxddy——dy'ddx i

f— » dxi
\
—

- » .
atque nullo aflumto differential*

conrtante nancifcemur iffem exprcfllonem
<uI<-Xl - j ' i rfi. i.«, dx%ddy~dxdyddx
propofitae aequiualentem.

V. Sit propofita haec cxpreflio — in qua dif-

ferentiate conftans fit afTumtum. Ponatur
,i

- dyzzpdx
j dpziqdx & dq— rdx

j
-»

-i _ atque ob
r

ddyzzqdx* & d 3y~rdx3

t-
'

' *
i )

formula propofita abibit in hanc . Nunc loco
v

.
. . .

q & r fubftituantur valorcs, quos nullo-differential! con-

ftsyite aflumto recipiunt fcilicet: q—^ddy

^
dyddx

^ ^

dx*d3y—— 3dxddxddy—f— $dyddx* dxdytPx
r~

*

atque obrinebitUr fequens expreffio propofitae aequiualens:

dx*d 3y—— 3 dxddxddy—j— 3 dyddx * ——dxdyd 3x '

'dxddy dyddx

— Jx (Jxd3y—
:L' . .

dxddy dyddx ,

3
.

*
, ,

274. Si has transformadones diligentius intueamur,

methodum eas perficiendi colligere poterimus expedi-

tiorem, ita vt non opus fit litteras p, q> r, See. introdu-
*"

* Gg cere
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cere. Varii autem modi hoc opus abfoluendi occurrent,
prout aEud atque aliud differenriale in formula propo-
fita conftans fuerit aflumrum. Ponamus primum in for-

mula propofita differenriale dx conftans efTe nflumtum:

& quia loco iy pofuimus pdx
, rurfusque

d~ loco p :
t • w OX

differentials prima dx & Jy, vbicunque in expreffione

occurruric, fine alterarione reKnquuntur. Vbi autem oc-
currit ddy, quia eius loco feribitur qdx*^ & porro loco q

. dxddy dyddx
valor , transmutario abfoluetur, fi vbi-

dxddy dyddx
feuque loco ddy ftarim ponatur —

' .

'
'

. «

X

. . dyddx
. . .

' ’

•

ay • Si mfuper in expreffione propofita

occurrac d 3y t quia eius loco ponitur rdx 3
,
ob valorem

ipfios r ante inuentnm, vbique loco d3y feribi debebit

d3\—. jddxddy
y $ dyddx* dyd3x

dx dx * dx *

quo fa&o expreffio propofita transmutabitur in afiam,

quae nullum differenriale conftans inuoluit. Sic fi pro-

Cdjt* dy *^
ponatur ifta expreffio -— > in qua dx po-

fitum eft conftans, ei aequalis erit pofito ddy— ——

-

dx
loco ddy

> haec nullum differenriale conftans inuoluens

:

{dx* -}- dy

dxddy dyddx'

*7y.
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27;. Hinc facile colligitur, fi in expreflione qua*

piam propofita aflumtum fuerit differentiate dy conftans,

dxddy
turn vbique loco ddx fcribi debere ddx —— —

, &

loco d 3x hoc d3x-
$ ddxddy $dxddy* dxd 3y

dy. dy*
j dy *

vt obtineatur expreflio aequiualens, in qua nullum diffe-

rentiate conftans ponatur. Sin autem in expreflione pro-

pofita conftans fuerit aflumtum ydx
t quoniam fit

iix=— ,

,:J
&
;t».

ddy— qdx * —— ,
.

y *
i* - p "****

'

#
* dxdy

loco ddx vbique fcribi debebit —•

,
& loco ddy.

ad altiora differentia-
, . , ,

dyddx dy *

vbique ddy ^ y.
lia, quia in hoc negotio rariflime occurrere folent, non

progredior. Quod fi vero in expreflione propofita hoc

differentiate V (dx*-\- dy*) aflumtum fuerit codftans,

quia inuemmus ddx ———

—

& ddy-..-

j

d*)!^ddx m ,a "m dX d ‘V dd

V

*

pro ddx vbique fcribi debet

& loco ddy vbique * Sic fi pro-

pofita fuerit expreflio »
in qna V(dx* +dy *)

aflumtum fit conftans, ea transmutabitur in hanc

:

.111
Gg 2 (dx
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TJ^T^TdxJdy » “ ^Ua nulIum differentiate conftans

aflumitur.

476. Quo iftae redu&ioncs facflias ad vfum accom-

modari queant, eas in fequenti tabella compte&i vifum eft.

Formula igitur differential^ altioris gradus in aliam

nullum differentiate conftans inuoluentem transmutabitur

ope fubftitutionum fequentium :

/

;
* • ••*

'
’

r

I. Si differentiate dx fuerit conftans aflumtum

fcribatur
' 1

dy ddx
dx ... .

i . t
•

.

3 ddxddy |f ,3 dyddx * dyd ix

'ftx .. \ (
1 dx*

. dst

\

II. Si differentiate dy fuerit conftans aiTumtum

loco fcribatur ;
/• . ;

ddx ddx— ili-fjz
dy

j,_ jtJ 3 ddxddy ,
$dxddy* y. .. dxd*y

j

dy ^ d^ 7y~

m. .

loco

ddy ddy

d3
y dsy—
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HL ‘Si diffe-cntialc ydx faerie eonftaas affuxmum

: <
:

. .iiJi.ii;/’.' :ii<- .y .*

loco

ddx

ddy

d 3x

J 3
y

ddy
ay a ax dy *

..y

fcribatur

dxdy

dy ddx
dx

. y
dyddx dxddy 3 dxdy*
~y~r

y .

’
* yy

,
qddxddy

, 3.dyddx
1 dyd 3ie

‘ *

4dyddy ,
$dy 2ddx

,
3</y 3

1 - —t— y ' »

•
, t

ii
#

l f •

IV. Sr differentiate faerirconftans affumtum.
. . .... . ....'...y

loco 1 ... fcribatur . . , .uv

ddx'

ddy

d*x

i*y

dy'ddx 1— dxdy ddy

dx2 -^~dy 2

dx2ddy— dxdyddx

j . v. t'm.:

•*
r *f ,

.»*•

dx 2 —

dy 1d 3x dxdy d 3y
dx2 -{-dy 2

{dxddy dyddxX3dy 2ddy * ddy ^dxdyddx)

4

{dx 2 ~\~dy 2
)
2

dx2d 3
y —— dxdyd 3x
dx * —\—dy *

{dyddx-—— dxddy) {^dx*ddx dy *ddx—f— qdxdyddy)
{dx 2 —{—dy 2

)
2

Gg 3 277 .
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•ft77. Expreffiones ergo iftae, quae nullum difleren-

riale conftans includunt, ita erunt comparatae, vt pro lu-

bitu quoduis differentiate conftans afliimi queat. Hinc-

que expreffiones differentiates altiorum graduum, in qui-

bus nullum differentiale conftans aflumtum perhibetur,

examinari poflunt, vtrum fignificario carum fit vaga an

fixa? Ponatur enim pro lubitu quodpiam diflerentiale pu-

ra dx conftans
,
turn per regulam §. praeced. priorem

reducatur expreffio iterum ad forrnam, in qua nullum

diflerentiale conftans fit aflumtum
,
quae fi cum propo-

fita conueniat, ea erit fixa, neque ab inconftantia diffe*

rendalium fecundorum pendebit: fin autem expreffio pro-

dcat diucrfa, turn propofita vagam habet fignificadonem.

Sic fi ponatur haec expreffio yddx— xddy
,

in qua

nullum diflerentiale pofitum fit conftans
;

ad inueftigan-

dum, vtrum fignificadonem fixam habeat an vagam 7 po-

natur dx conftans, eaque abibit —xddy: nunc per re-

gulam primam §. praeced. loco ddy ponat,

_ djy— — <

-j~ ac prodibit — xddy-\-
,

1

cuius a propofita difcrcp'arrria indicat; propofitam expres-

fionem fixam ftatamque fignificadonem non habera
•

:
-v >•.

-v -4- ' v* , . — *• -)
j

27 f.
'

Similimodo fi proponatur expreffio gerieralis

huiusmodi P ddjc-\rQJx dy.-r\~R ddy
,

condido defioi-

ri poterit, fub quaeanullo differendali conftante affumto

valorem ifixum habeat. Ponatur enim dx conftans, atque

expreffio propofita abibit in hanc ~QJxdy —|— R ddy:

nunc haec iterum transformctur in aliam formam
,
vt

^ eius
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tills fignificatusidem maneat, eriamfi nullum differentiate

conftans fingatur, deque prodibit Qdxdy+Rddy—

*

( :,ll
- . ; If

'•
*

•. 1
-

:

. I*f -

quae forma cum propofita congruet,fi fuerit PJx+Kdy—o
;

hocque folo cafu valor eius erit fixus. Verum fi non

fuerit P^Z— feu R —— turn expreffio

propofita Pddie-+-Qdxdy>-\~Rddy valorem fixum

non, habebic, fed eius fignificatio erit vaga atque diucrfa,

prout aliud atque aliud differentiate conftans affumitur.

275. Ex his principiis etiam facile erit expreffio-

nem differentialem , in qua quodpiam differentiate com
flans eft pofitum, transmutare in aliam formam, in qua

aliud differentiate conftans affumatur. Reducatur enim

primum ad eiusmodi formam, quae nullum differentiale

conftans inuoluat, quo fa&o illud alterum differentiale

conftans ponatur. Sic fi in expreflione propofita diffe-

rentiale dx affumtum fit conftans
,
caque transmutanda

& in aliam
,
quae differentiale dy conftans implicet : in

fbrmulis fupra loco ddy & d 3
y fubftituendis ob dy con-

ftans ponatur ddy—o, d*yzzo, atque quaefito fetisfiet,

fi loco dd, fubftituatur & 3-^~ - &11

loco d*y. Hoc modo ilia formula

in qua dx pofitum eft conftans, transmutabitur in hanc

fjx * -A- dy*)^
i— ,

in qua dy ponitur conftans.
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280. Si contra formula, in qua dy confttirts eft po*

fount
,
transmutari dcbcat in aliam

,
in qua dx fo con-

• dxddy
ftans, mm loco ddx fubftitui debet —- & loco

dy
dxd 3

y

Bo7
” Simili modod*x haec expreffio

fi formula, in qua V(dx*-\-dy i
) pofoum eft conftans,

transmutari debeat in aliam, in qua dx (k conftans, turn

loco ddx icribarar
dxdydd

y^ & dx tidy
j

idy. At fi formula, qua dx conftans eft aflumtum, trans-

mutari debeat in aliam, in qua V(dx* —\-dy* ) fo conftans,

quia ob dx* —\—dy* conftans fo dxddx-\-dyddy— o\

& ux——tail
dx »

hoc valore loco ddx aflumto,

pro ddy fcribi debebit ~ -

. i. o(dx*-\-dy*ji
Sic haec formula — -— » in Q118 dx eft con-

ftans ,
transmutabitur in aliam

,
in qua V (dx* -f- dy*)

ponitur conftans, quae erit — —
ddy

:1

i -
1

- - '

)

v CAPUT

y
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CAPUT IX.
* • • ” 4

DE AEQ(UA TIONIBUS DIFFEREN-
TIAL!bus.

• K *

*8r. • -

I
n hoc Capite imprimis eft propofitum earum funftio-

num ipfius jt, quae non explicite, fed implicite per

aequationem, qua relatio fun£Honis iftius y ad x conri-

netur, definiuntur, differenriarionem explicare: quo fafto

namrarn aequarionum diftcrenrialium in genere perpen-

demus, & quemadmodum ex aequadonibus finiris orian-

tur, oftendemus. Cum enim in calculo integrali fum-

mum negocium confiftat in integradone aequarionum

difterenrialium
, feu in inuendone eiusmodi aequarionum

finitarum, quae-cum difterenrialibus conueniant; necefle

eft, vt hoc loco indolem ac proprietates aequarionum

difterenrialium
,
quae ex earum origine fcquuntur, dili-

genrius fcrutemur, ficque viam ad calculum imegralem

praeparemus.
•»

28a. Vt igitur hoc negotium abfoluamus, fit y fiinc-

tio eiusmodi ipfius quae per hanc aequadonem qua*

dratom y y -f- Py -f- Qjn o definiatur. Cum ergo

haec expreftio yy *+- Pj-+- Q_fit ~o, quicquid x

fignificet, nihilo quoque aequalis erit, fi loco x fcribatur

x -f- quo cafu y abit in y-\-dy. Fafta autem hac

fubftitudone, fi a quantitate refultante fubtrahatur prior

Hh yy
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yj-hPj-+- <L-> rcmanebit cius differentiate, quod pro-

pterea quoque erit ~o. Hinc patet fi expreffio quae-

cunque fuerir ~o, eius etiam differential^ fore aequaie

o; arque fi duae quaecunque exprefliones inter fe fue-

rint aequales, earum quoque differentialia fore aequalia.

%un igitur fit yy -1— Pjy —j— Qjr: o
, erit quoque

2y dy -f- pdy ydP dQj= o :

quia vero P & Q^funt funfHones ipfius x, earum diffe-

rentials huiusmodi formam habebunt,

,
dP — p d x , & d Q_— qd

x

5

vnde fiet

iy'dy -f- Pdy -f- ypdx -f- qdx~ o

• dy yp q
ex qua oritur -f —— ?

dx 2y-\-r

283. Quemadmodum ergo aequatio fin it*

yy-\-Py-+- Q= O exponit relationem inter y & x,

ita aequatio differentials exprimit relationem feu ratio-

nem
,
quam dy tenet ad d x. Quoniam vero eft:

Yx —— » haec ^“0 dy.dx cognofci non po-

teft, nifi ipfa funftio y fit cognita: neque vero res ali-

ter fe habere poteft; cum enim ex aequatione finita y
geminum obtineat valorem, vterque fuum peculiare ha-

bebit differenriale
,
& vtriusque differentiale reperierur,

prouti hie vel ille valor in expreffione j-

2y—\—P
loco y fubfticuatur. Simili modo fun&io y per aequa-

do-
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i

tionem cubicam defimatur, valor fun&ionis ~ cm tri-
dx

plcx; triplici fcilicet ipfius y valori refpondens. Si in

aequadonc propofita finita y quatuor pluresue habeat

dy
dimenfiones ,

necefle eft vt ^ toddem fignificadones

fortiatur.

284. Interim tamen ipfa fiin£Ho y ex aequatione

diminari poterit ,
cum duae habeanrur aequariones y

conunentes, finka fcilicet & differentialis : turn autem

eius differendale dy ad toddem dimenfiones aflurget, quot

ante habuerat y y deque,j£a aequatio omnes diuerfas ra*

tiones ipfius dy ad ^arfimul comple&etur. Sumamus

praecedens exemplum aequadonis yy —1— Py 4— o

,

cuius differentialis eft:

2ydy -4“ Pdy 4- ydP dQ̂ — o,

ex qua fit y =— 9“ valor ,oco > in

priori aequauone fubftitutus dabit

:

(4Q-PP)ij»444Qj-PPyP^H-^P 1-P^QiHJQ!—°>

cuius radices funt

:

, _ .
(tPrfP—rfQJ

dy——

*

dY — y(PP— 4qj»

quae funt bina differentialia binorum ipfius y valorum

ex aequadone finita

:

y
— | P ± 4 V ( P P 4QJ.

H h 2 aSJ-
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a 8y. Inuento valore ipfius dy per repetitam diffe-

rentiadonem reperietur valor ipfius ddy, porroque ipfo-

rum d 3y ,
d*y, &c. qui autem

,
cum determinati non

fine, nifi aliquod differentiate primum conftans ftatuamr.

Ponamus commoditatis ergo dx conftans, atque ad hoc

oftendendum fumamus hoc exemplum y*-\-x 3 ZZ$axy,

vnde per differentiationem oritur

3yydy -4- 3xxdx~ 3 axdy —j— 3aydx

,

• d y (i *y xx
hineque ~ — fumantur denuo differen-

dx yy ax 7

tialia pofito dx conftante atque inuenietur ~~

_ «yy<b—aaxdy— axxydy ^ 1

1

jxyydx—{—attydx— axxdx

”Cyy

—

a*y

fubftituatur loco dy eius valor modo inuentus

atque diuifione per dx fa&a habebitur

aydx—xxdx

yy~<>*
*

ddy (ay xx) ( axxy ayy aax)

dx » cyy— a*y
axx -\-aay—2xyy

(jy ax)*

feu

ddy 6 axxyy 2 x4y a xy* a n3xy
dx* T (yy—ax)3

a a 3 xy

(yy— axy
cum ex aequatione finita fit 2 x*y -f- 2 xy* rr 6axxyy

:

hoeque modo ope aequationis finitae his valores in in-

numeras formas transmutari poflunt.

286.
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*26, Aequatio eeiam differentialis prima infinitis

modis poteft variari, dum cum acquatione finita permi-

fcetur. Sic cum exemplo praeccdente inuenta diet ac-

quario differentialis

yy dy -f- xxdxzzaxdy -4- ay dx

,

fi ea mulriplicetur per y, orietur

y3dy-\~xxydx — axydy-\-ayydx
y

in qua fi loco y 3 fubfHtuatur eius valor 3axy~—x3

orictur haec aequatio noua

2 axydy x3dy -f- xxydx ~ ayydx
;

quae denuo per y multiplicata
,
poftquam loco y3 cius

valor fueric fubftitutus > praebebic

a axy*dy —— x3ydy —j— xxyydx zz 3 aaxydx ax 3 dx.

Generaliter autem fi P, Q, R, denotent funffiones quas-

cunque ipfarum x & y. Si aequatio differentialis mul-

riplicetur per P erit
V K ,

Yyydy -1- Vxxdx ZZ aVxdy -f- aVydx

.

Turn cum fur x3 —f-jr3— 3 axy
— o erit quoque

(x 3 -\-y 3 3 a xy) (Qj/x-i- R dy )
~ o

,

quae aequationes inuicem additae dabunt aequationem dif-

ferentialem generalem ex propofita aequatione finita natam

Pyydy aVxdy -f- Rx 3 iy -f- Rj 3iy jnRxydy -f-

Pxxdx— dPy4x-f-Qx 3 </x-f-Qj 3 dx 3<iQxy</x— o

.

#

287. Poflunt vero etiam per ipfam differenriatio-

ncm infinitae aequationes differenriales ex eadem aequa-

Hh 3 tio-
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done ffnita inaeniri, dum ea, antequam differentierar, per

<3uantitatcm quameunque aut multiplicatur aur diuidkur.

Sic fi P fuerit funQio quaecunque ipfarum x & y, vt
fit dP —pdx qdy, fi aequado finica per P multi*

plicetur, atque turn demum difFcrentictur, obtinebitur ae-

quado differentialis generalis
,
quae infinitas formas diuer-

fas induet, proud pro Paliae atque aliae fun£Hones aflutnun-
tur. Tumvero muldplicitas adhuc in infinitum augebkur,
fi ad hanc aequarionem dilierendalem inuentam addatur ip-

ia aequado finita per hniusmodi formulam QJx~hRdy
mulriplicata, vbi pro Q^& R funfdones quascunque ip.

iarum x & y aflumere licet. Quanquam autem in his

omnibus aequationibus relatio inter dy & dx, quam di£
ferentiale fun&ionis y aequadone finita per x determina-
taead dx tenet, comprehenditur

;
tamen plemmque mul-

tp ladus patent, & differentiale ipfius y per alias aequa-
riones finitas determinau exprimit; cuius rei ratio in cai-

culo integrali potiffimum explicabitur.

288. Nonfolum autem ex eadem aequadone finita

innumerabiles aequationes differentiates deduci poflunt,

fed edam plures imo infinitae exhiberi poflunt aequationes
finicae, quae ad easdem aequariones differentiales dedu-
cantur. Sic hae duae aequariones yy— nx-\- nb 8c
yy— ax omnino funt diuerfae, dum in priori quaecun-
que quandtas conftans in locum ipfius b collocatur. In-

terim tamen hae ambae aequadones differenriatae eandem
dant aequarionem difFerendalem 2ydy — adx

; quin

eciam omnes aequariones in hac forma yyzzax. con-

.. - - ten-
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tentae., quicunque valor ipia a tribuatur, in vaa acqua*

none differential!, in qua a non infit, comprehendi pos-

font. Diuidatur emm aequatio Ala per x vt lit — a
»

haecque differentia dabit ixdy— ydxzno. Poffunt

quoqae aequationes transcendences & algebraicae ad ean-

dem aequationem differentialem perduci ,
vti.fk in ifti$

aequationibus
M

yy ax~o & yy ax — hbe» j

X

fi enim vtraque per e* diuidatur , vt habeantur iftae

aequationes

:

X _
*

e~*(jy—ax)zzo Si e • (yy nx) — bb
,

ex vtrinsque differentiatione crietur cadem differentials

i y dy ’ • a d

x

—— — "d- x dx~zzo

,

, |
* • * ’

289. Ratio huius diuerlitatis in hoc confiftit, quod

quantitatis conftantis differentiale fit zzo. Quodfi ergo

aequatio finita ad eiusmodi formam reducatur, ve quan-

titas quaepiam conftans fola adfit, neque per variabiles

vel multiplicetur vel diuidatur; turn per differentiatio-

nem eruetur aequatio, in qua ilia quantitas conftans pror-

fus non adfit. Hoc modo quaelibet quantitas conffans,

quae in aequationem finitam ingreditur, per differentia-

tionem tolli poteft. Sic fi propofita faerit aequatio

— 3axy • fi ea per xy diuidatur vt habeatur

Digitized by Google



148 CAPUT IZ

-
1 — a a , haec aequatio diffcrentiata dabit

:

• xy
2x sydx -\-zxy*dy— x*dy —y+dx— o

t

quam conftans a amplius non ingreditur.

490. Si plures quantitates conftantes, quae in aej

quatione finita infunt, colli debeant, id fiet per differen-

dationem bis pluriesue rcperitam; ficque tandem obrine*

buntur aequationes differentiales alriorum graduum iis

conftanribus prorfos carentes. Sit propofita haec aequa-

tio yyzzm/ia— nxx
, ex qua per differentiarionem

conftantes maa & n colli debeant. Prima quidem tolle-

tur prima differentiatione , vnde fit ydy -f- nxdx—o,
y dy

hinc porro fbrmetur aequatio -f- » — o
,

quae

fomco dx conftame ,
per differentiarionem dabit: >

xyddy-\-xdy* ydxdy~o
t

quae erfi nullam conftantem comple&itur, tamen omnes

aequationes in hac forma yy~maa— nxx conten-

tas, quicunque valores litteris m
%
n & an tribuantur, in

fe aeque comprehends.

291. Non folum vero quantitates conftantes, quae

in aequationetn finitam ingrediuntur
,
per differentiario-

nem colli poflunt, fed etiam altera variabilis, eius fcili-

cet, cuius differentiate conftans aflumitur, per differentia-

rionem eliminari poterit. Ex aequarione enim inter x & y
propofita quaeratur valor x, vt fit x-Y denotante Y

4 ‘ - func-
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ftm&ionem ipfius y ]
eritque dx Sc fumto dx

conftante, fiet differenriando ozzddY. Sin autem fue.

rit xx-\-ax-\-b—Yy _
fiet ter differenriando o~d3 Y,

& aequatio -f-fixx-f- Y quater diffe-

rentiata dat o zzd+Y. Quanquam autem in his aequd-

tionibus vna tantum variabilis ineffe videtur, quae prop-

terea variabilis effe ceffaret, dum vnica variabilis in nulla

aequationc adeffc poteft; tamen quia differentiate dx con-

(tans eft affumtum
,

eiusque ratio in aequatione haberi

debet
,

reuera in aequationem ingredi cenfendum eft.

Hinc mirandum non eft, ft faepius aequariones differen-

ces fecundi altiorisue gradus occurrant
,

in quibus

vnica tantum variabilis ineffe videatur.

292. Praecipue autem notandum eft, per differen-

tiationem quantitates irrationales ac transcendentes ex

aequatione tolli poffe. Quod quidem ad irrationales at-

tinet, quoniam per reductiones cognitas irrationalitas eli-

minari poteft, hoc fafto, per differenriationem aequatio

obrinetur ab irrationalitate libera. Verum hoc faepenu-

mero commodius fine ifta reduftione fieri poteft, dum
per comparationem aequationis differcntialis cum finita

formula irrationalis, fi vna tantum infit, eliminari poteft.

Sin autem duae pluresue partes irrationales in aequatior

ne finita contineantur
,

turn eius aequatio differcntialis

denuo differentietur ,
ficque aequariones differentiales al-

tiorum graduum tot quaerantur, quot requiruntur ad

lingulas partes irrationales eliminandas. Hoc modo eri-

am exponentes indefiniti pariter atque fracli tolli pote-

. v Ii runt.
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runt. Vri fi fuerit y
m ZZ (aa— xx)m

t port dific-

rentiationem habebitur

mym~ ldy
~ 2»(aa— xx)"~*xdx

,

quae per finitam diuifa dat —— *-n-
xJx

y an— xx
ill

qua nullus amplius exponens indefinitus occurrie. Hinc
ergo patet aequationem differentialem ab omni irrada-

nalitate liberani ortam efle pofle ex aequatione finita ir-

radonali, atque adeo quandtates transcendentes inuol-

vente.

293. Vt autetn intelligatur, quomodo per different

tiationem quandtates transcendentes eliminentur, incipia-

mus a logarithmis, quorum differentialia cum fint alge*

braica, negodum fine difficultate abfoluetur. Sit enim

yzzxJx : erit — zz/x, vnde difTerenriando fitX
* , /

xdy ydx dx .. . .—- =— , ideoque xdy—ydx— xdx.XX X

Si bini infint logarithmi duplici differendarione erit opus:

fit enim ylx-xly- erit
y~ zz ly, & differen-

tiando
-4-ydx ydxlx dy

’ ~ =
y , ex qua con-

cluditur fore /»• — xx^y yydx IT- Jidy -^Jdx * HaeC aeQuat10

iam iterum differendetur pofito dx confhmte, atque
prooibit

dx
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feu

dx x x d dy * x dx dy— zydxdy
~x ~y*dy yydx

Xyydx xxdy)(jx'ddy-+-xdy» ydxdy)
•

(jxdy— yydx)*

dx
x * ! *

-

y
3 xdxddy—yyxxdxddy + ^yxxdxdy*—y*xdxdy* +

y

3 dx*dy— ixyydx*dy—

x

3 dy3

(yxdy—yydx)*

quae rcducia dabit

;

y3xdxddy ——yyxxdxddy —|— lyxxdxdy*-— ixyydxdy*

y*dx*
—)— $y 3dx*dy ixyydx*dy—x 3 dy3— - “O.

feu

•yyxx (y jt) dxddy -f- yyxdxdy (xxdy yydx)

iyyxxdxdy (dx—j— dy)~ x*dy3 -\-y*dx9..

29.4. Quantitates exponentiales ex aequatione eo-

dem modo, quo logarithmi per differentiationem tollun-

tur. Si enim huiusn^odi propoftca fucrit P zz eQ., vbi

P & Q^fun&iones quascunque ipfarum x 8c y deno-i

tent
;

ea aequatio transmutari poterit in hanc logarithmi-

cam /P rr Qj cuius differentialis eft y
~ dQ^ feu

^P= P^Q. Neque obftat, ft quantitates exponentiales

magis fuerint complicatac turn enim ft vna differenria-

tio non fufficit, duabus pluribusue negotium abfoluetur.

il\ I. Sk
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l Sir y
} mulriplicetur huius fraftionis

numeraror ac denominator per e* eritquc y
'~' eiX~^~ l

vnde fir

* 1

& zxzzl^tl

cuius differentiate eft

dx— — <y

yy 1 i yy
• X

|J O* ^ ^ -
j

£
-1 3

U. bn y — l -
, fietperprimamdifFerentu-

rionem ——!L

r

en Ay i**—

i

e x -A-e~* ’ dx
dy^e**

-f-« • '

«que '“=g±£.‘ Ergo a ,= /g±*.
Sumto ergo </* conftante erit

, dxddy
x~ dx *

—

fcu — d<iy -f- .

29 y. Sim ili modo quantitates transcendentes a cir-
culo pendentes ex aequatione ope differentiationis col-
lentur

, vri ex his exempiis intelligetur.

x
a

I. Sit y~ ah. fin — : erit dy — adx
a J -V{aa~TxTy

D. Sir j>— »cofi
; , erit

i=cof2, & !y-~.*Jz-+-y<txr ,-
. »r" fin-

fl': r
S

* •

At
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At cum fit

trie fir* = .

quo valore fubftituuo habebitur

dy _ (ydx xdy ) V (aa yy )

a • (ixx

feu xxdy— (ydx xdy)V(aa—~yy).

Ilf. Sit y~ m fin x -f- n cofx
,

cric port: differen-

tiationem primam dy — mdx cofx— ndx fin x
: quae

denuo differentiata pofito dx conftante dabic

ddy~ mdx'* fin x ndx* cofx,

haec autem per primam diuifa dat

—— dx* feu ddy-\~ydx* ~o,

ex qua non folum finus & cofinus, fed eriam conftantes

m Sc n euanuerunt.

IV. Sit yzzzfin Ix
;

erit Afinjy— lx, vnde per

quae fumtis
dy dx

differentiationem fit y ly
j)
“ “ '

x

quadratis dat xxdy* — dx*—yydx 1
, haecque po-

fito dx conftante vlterius differentiata praebet,

zxxdyddy —

a

xdxdy* zZZ-— %ydx*dy

feu xxddy -\-xdxdy-\-ydx* ~ o.

_ i n. .
• > -*

1
-' < '• •

V. Sit y— aem*finnx 1 erit differentiando

, dyzzmaem"dx fmnx -+~nae*,*dxcofox
i

I i 3 quae
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quae per propofiram diuifa dat

!

dy . . ndxzotnx ,

'

»— ZZ mix -4 ^— -rr— ZZ mdx -^ndx cot
y fin®*

Erit ergo A cot ^ “ *x. Quae aequatio

pofito i/jr conftante difFerenriata dat

;

,
— r, v- \ f \ . >. — ftv ^3 '

i *

ndxdy * nydxddy
tt x m2y adx % —}— a %

y
ldxt— tmydxdy

feu ( a*
1 -4-a*)j*^ar* 2 mydxdy ZZ dy* —~yddy.

Perlpicuum igitur eft, etiamfi in aequatione differen-

tiali nullae quantitates transccndentes infint
,
earn tamen

ex aequatione finita oriri poruilFe, quae a quantitatibus

transcendendbus vtcunque fit affefta.

29 6. Quoniam igitur aequationes differeneiales fiue-

primi fiue alrioris gradus
,
quae duas variabiles x & y

continent, ex aequationibus finitis oriuntur
;
us ctiam re-

latio inter binas iftas variabiles exprimitur. Propofita

fcilicet aequatione differential! quacunque binas variabi-

les x & y comple&ente , ea fignificatur certa quaedam

relafio inter x & y\ qua y fit fun£Ho quaedam ipfius x.

Hinc natura aequationis difFerentialis perfpicitur, fi loco

y ea ipfius * fun&io afiignari potcrit, quae per aequa-

tionem illam indicatur
;
feu quae fit ita coqiparafa,, vt fi

ea vbique loco y, eiusque differentiate loco dy
}

atque

eius altiora differentialia loco ddy, d3
y ,

&c. filbftituan-

tur, aequatio. tefultet idendca. In huius autem funttio-

\

Digitized by Google



nis inueftigatlone verfatur calculus integralis, cuius finis

co tendit, vt propofita aequarione differential! quacunque,

fiin&io ilia ipfius x, cui altera variabilis y eft aequalis,

definiatur; feu quod eodem redit, vt aequatio finita in-

veniatur, qua rdado inter x 8c y contineatur.

237. Si exempli gratia proponatur aequatio haec

zydy ad £2
-^
—. —|— xdx^zo

ad quam fupra §.288 peruenimus , emsmodi relatio in-

ter x & y ea definitur, quae fimul hac aequatione finita

±
yy—~ax z:bbt» continetur. Cum igitur hinc fit

X
,

X

yy— «x -\-lbe*
y patet V(ax -f- bbe* )

$

earn effe fun&kmem ipfius x, cui variabilis y vi propo-

fitae aequarionis different!alis fit aequalis. Namque fi in
X

' f • » —!~

aequatione loco yy }
hunc valorem ax-\-ble * & lo-

bh
co 2jdy eius differentiale *dx -J e*dx fnbftitua*

a

mus, orietur aequatio identical

bb
adx -1 e*dx—adx—xdx e'dx -{-xdx-zzo

,

a a

Sicque patet omnem aequationem differentialem aeque

ac finitam certam relationem inter
1

variables x 8c y ex-

hibere
,
quae autem fine fubfidio calculi integralis repe-

riri nequeat.

258.



cjput rz256

2 98 . Quo haec faciiius imcllfganrar, nonnmus cog*
nitaaa effe earn fun&ioneui ipftus x

7 quae ipfj y vi cu-
iuscunque aequatioinfe differentiate fiue primi ftue altjo-

ris gradus, coaueoiat,; «' fitque - )P{ ,

dyzzpdx^ dpZZqdx', •’ dqzzrdx^ &c. vi i 7

atque ft in acquatione differentiate dx aflluntum fa con-
ftans

, erit ddy~qdx'1

,
d 3y~ rdx3

,
See, qui valo*

res poftquam in aequarione erunt fubftituri
, ob omnes

eius terminos homogeneos, differentiate dx per diuifto*

nem euanefeent, orieturque aequatio fmitas tantum quan*

peaces r, y, p,,q, r, &c. comple&enSi Cum igitur fiat

p, q y >, Sec. quantitates a natura funtirionis y pendentes,

aequatio reucra tantum inter doas variables x St y fub-

fiftet
;
deque viciflim conftat

,
omni aequationc differen-

tiali certain quantam relationcm inter variabiies x 8c y
determinari. Quamobrem ft in foludone cuiusuis pro*

blemads ad aequatiohem differentialem inter x 8c y per*

veniatur
,
per earn aeque relatio inter x & y exprimi

cenferida eft, ac ft ad aequationem finitarti eftet per-

ventum., , .... ,
..

• 295. Hoc igitur mods aequatio quaeuis differen-

tiate ita ad fcrmam fimtam reduci poteft, vt in ea non-

nili quantitates firatae contineanrur, differenrialia autem
feu infinite parua prorfus excedant. Cum enim fit y
certa fim£Ho ipfius x, ft ponatur

dyzzpdx\ dp ~ZZ qdx m

}
dq-zztdx) 8cC.

quodcunque differentiale fueiit conftans acceptum, differen-

tia-
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tialitt fecuoda & altjoraper ppteftates ipfias dx exprn
mentur, quae deinceps per diuifionen*

.
pcninis toJiencur.

Vt ft proponeretur haec aequatio
f-r •

,
^L- A 'J-

-r u
\

*r>
- xyd'y -f- xxdyddy yydxddy— xydx* ~0 -

in qua dx ponitur conftans
j fatto

dy-ZZ pdXy dp — qdxy &. dfZZrdx,
p' ’

' V: ,:iv ea abibitinr.

1

xyr -4- xxpq -Aryyq— xyi=o
,

poftquam fcilicet tota aequatio per eft diuifa. Haec-
que aequatio finita relationem inter x & y determinat.
r

**:.*
; .

"•••
. \ !J yt": .) •. . f

300. Omnes ergo aequationes differentiates, cuius-

cunque fint ordinis, his ftibftitutionibus

dy—pdx’j dpzzqdx; dq— rdx, &c.

ad meras quantitates finitas reducuntur. Atque ft aequa-

tio difFerendalis fiierit primi ordinis, ita vt differentialia

prima earn tantum ingrediantur
,
per iftam reduftionem

praeter variables y 8c x infuper quantitas p introduce-

tur. Sin autem aequatio differentialis fiierit fecundi or-

dinis continens differentialia fecunda, praeterea quantitas

q\ ac ,
ft fuerit differentialis tertii ordinis

,
introducetur

infuper quantitas r, ficque porro. Quoniam igitur hoc

modo differentialia prorfus ex calculo exterminantur, ra-

tio ilia differentialis conftantis penitus ceffat; neque am-

plius, etiamfi infint quantitates r, ex differendalibus

fecundis oriundae, opus erit indicare, an quodpiam dif-

ferendale conftans fit afliuntum. Pcrinde enim eft, vtrum

Kk in
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CAP D T. IX.*11

in euohitiont aliquod differentiate pro hibitu conftans

ftatuatur, an nullum.
.

•„ I vr
301. Si igitur aequatio differentialis fecundi vel

altioris gradus proponatur, in qua nullum differenrialc

primum conftans efle affumtom perhibefor, hoc modo
ftarim expforari potent, vtrumea determinatam rclatio-

nem inter variabiles x & y conrineat, nec ne? Quia

enim nullum differentiate conftans affumkur
,
in arbitrio

noftro reUnquitur, quodnam differentiate conftans pone-

re velimus; hincque tantum erit difpiciendum, vtrum di-

verts differentialibus conftantibus pofitis aequatio candem

lelationem inter x & y exhibeat. Quodfi non eueniat,

certum eft lignum, aequationem nullam determinatant

relationem exprimere, idcoque in foluqone nullius pro-

blematic locum habere pofle. Tutiftimus autem modus
fimulque facillimos hoc explorandi erit is ipfe

,
quern

fhpra in fimili negotio pro expreffionibus differentiali-

bus altiorum ordinum, rium fikds habeant fignificatus ?

dignofcendis tradidimus.

302. Propofita ergo humsmodi aequarione differen-

riali fecundi altiorisue ordinis, in qua nullum differentia-

te conftans fit pofiram
,

ftatuatur differentiate dx con-

ftans
;
deinde haec aequatio, vti fupra de expreffionibus

differentialibus oftendimus, iterum reducatur ad eiusmo-

di formam, quae nullum differentiate conftans fupponat,

ftamendo fcilicet ddy —— . joc<j ddy j
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& </*>-
%c!dxdl%

lx
$dyidx%

&C. 1

dyd*X

dx
j :

loco d*y ;

•1 '

Quo fa&o difpiciatur, vtram aequario hoc modo rcful-

tans conueniat. cum aequatione propofita
;

quod fi cue* x

piat, aequatio propofita determinataro relationctn inter

x Sc y comple&etur
;

(in autem (ecus accidat, aequatio

erit vaga, neque definitam rationem inter variabiles x & y
exprimet: quemadmodum hoc iam ante fulxus eft de-

monftratum- , . .

30?. Sit, quo hoc plenius explicetur, haec aequa-

tio propofita, quae-nuUo differential! conftante pofito re*

perta effe perhibeatur.

Pddx —}— Qddy -4“ R</x 2 —j— S dxdy —|— TVjr5 o.

Ponatur dx conftans, atque ea.transibit in hanc:

Qddy *4~ Rdx*. -f- Sdxdy -f-Tdy* zz o:.

Ex hac nunc iterum confiderado differentialis conftantis

exuatur
,
modo ante praefcripto , & obtinebitur:

QJy^^Qddy-^Kdx*~>r§dxdy-\-TJy* ZTo jdx

quae
,
quoniam a propofita tanttim ratione prirm termini

difcrepat, videndum eft, vtrum fit P r=— . Quod

Ci deprehendator, aequatio propofita fixaro relationem in-

ter x & y exhibebit, quae per regulas in calculo into-

arali tradendas ceperietur, quodcunque differentiate pri-

Kk 2 mum
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CAPUT IX3$0

mum conftans accipiatur. At, fi fieri nequeat P— _ Oft
dx *

aequatio propofita erit impoffibilis.

304. Nifi igitur hacc propofita aequatio

:

Pddx -f- Qddy — R</x* —f- S dxdy —f_ Tdy* ZZ o
fit abfurda

, necelTe eft vt fit Q^y— 0 ? qQ0<]
duplici modo euenire poteft: vel enim a£hi erir

„ Qdy „P=— leu aequatio Pdx-i-Qdy= o ,

identica
;

vel erit o ipfa flla aequatio
diffcrentialis primi gradus, ex cuius differentiatione propo-
fita eft ofta

:
quo pofteriore cafu aequatio Pdx-{-Qdy— Q

congruet cum propofita, eandemque relationem inter
x Sc y continebit, ficque fine auxilio calculi integrals
haec relatio erui poterit. Cum enim fit Pdx4- Qdy— Q>
erit difFerentiando

Pddx 4~ Q ddy 4— dVdx dQdy~ o

,

quae ab aequatione propofita fubtraGa relinquet

:

' 4- Sdxdy -f-Tdy* ~ dPdx 4- dQdy.
pdxCum autem fit dy~ —

— q— , differentialia prorius

extingui poterunt, nafceturque aequatio finiea inter x 8c y
earum relationem indicans.

< » •

3 °J- Ponamus in folutione problematis niillo difie-

rentiali conftante aflumto peruentum efie ad hanc ae-

quationem

:

x'ddx 4-xxyddy— yydx

*

4- xxdy* 4- aadx* =r o»

Erit

Digitized by Google



Exit erg©, com aequationem abfurdum non contincre con-

ftet ; x3dx -\-xxy<fyz:o
i

fen xdx -\-ydy zz o :

cuius differenriale erit

ar3 ddx xxyddy —)— jxxdx* -f- zxydxdy —j— xxdy%— O

quae aequado a propofita fubtra&a relinquit

:

aadx%~—yydx*~— $xxdxz— ixydxdy“ o , feu

aadx —— yydx— $xxdx a xy dy ~o

.

Cum autem fit

xdx-\-ydy“ o
j

erit 2xydy~ 2xxdx\

ideoque

aadx—yydx xxdx~ o feu yy-\-xxz=. ntt\

quae aequatio veram rehrionem inter x & y exprimit,

fiquidem ea confentit cum differendali primum inuenta

X dx -\-ydy— o. Qui confenfus ,
nifi fe manifeftaffet,

aequatio propofita pro impoflibili eflet habenda
5

cum

autem hoc caiu locum habuent ,
aequationem finitam

xx yy tzaa fine calculo integrali eKcere licuit.

30^ Vt vero etiam cxemplum aequationis impos-

fibilis afferamus, propofita fit haec aequatio :

yyddx xxddy^r-ydx z xdy* -f- adxdyZZO,

in qua nullum differendale conftans fit afiUmtum. Fo-

ret ergo yydx— xxdy— o ,
ideoque differendando

yyddx xxddy -f- jydxdy 2 xdxdy~ o

,

quae propofitae aequalis pofita dabit

:

ydx* —xJy* ~\~adxdy ~ 2ydxdy—• 2 xdxdy.

Kk 3
Cum



C A P V T IX.

y
4

Cum vero fit dy~ y—— ,
extwguendis differentiaU-

bus obtinebitur:

nyy __ iy i
.

xx T xx x

x3— xj> rr 2x31)1 2xxy
,

quae vtrum cum differentiali yydx—xxdy~o edn-

fentiat, earn differentiando, facile patebit, fiet enim :
»

jxxdx— syydy+ axdy+ nydx~ lyydx -f4xyJy— zxxdy— 4xydx

feu ^— 3 xx -4- ay 2yy -f- 4xy
dx yyy ax -f- 4xy 2 xx*

at ex ilia eft forctque ergo
,

3 *4
-f- 4X*y -f- axxy rr 3y* -4- 4Xjr3 —- axyy

feu a xy “ — 4*r 4X 3
y — jx4

x-hjy

=r 3>
J -4- — ***— 3 **

.

Verum ex aequatione finica primum inuenta eft

axy — y
3 -+- 2x37 axxj» —. x3

,

quae ab ifta fubtra&a relinquit

:

o ~ 23 s — xyy -j— xx^ 2x*
,

quae refoluitur in has :

o rr jy
— X ; ' & 23,3 -J-jx-f- axx~o.

Quorum ilia yzzx quidem cum ^fferentiali dy—
yydx
XX

conftare poteft, at vero aequaaoni fiuitae primum iauen-

t&Q
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fee adueriarar, mfi'ftaraatur -*rrb, vel nif? vtraque va-

riabiKs x 8c y conftans ftatuarur, quo quicfem cafu ob

Jxzzo & dyzzo omnibus aequarionibus differentiali-

fras fatisfit, aequado propofita fubfiftete nequit.
- » ..

307. Confideremus nunc etiam aequariones difTe-

renriales tres variabiles x, y, 8c * inuoluentes, quae erunt

vel primi, velfecundi,- vel alrioris gradus. Ad quarum

naturam fcmtandam notari oportet, aequadonem finitam

tres variabiles compleftentem determinare relationem,*

quam vnaquaeque ad binas reliqoas teneat
;
definitur er-

go, qualis ftm&io (it a ipfarum x 8c y. Quemadmodum

igitur aequado huiusmodi finita refoluitur
,

fi reperiatur

qualis funaio ipfarum x 8c y loco s fubftitui debcat, vt

aequarioni iarisfiae, ita quoque aequado differentialis tres

variabiles compleaens determinabit ,
qualis funaio vna

fit reliquarum ;
isque huiusmodi aequadonem refoluifle

cenfendus eft
,
qui indicauerit earn binarum variabilium

x 8c. y funaionem, quae loco tertiae » fubftituta aequa-

doni farisfaciat, feu earn idenricam reddat. Aequado

ergo differentiate refoluitur, fi vel funaio ipfarum x 8c y

valorem ipfius a exhibens definiatur, ve! aequado finita

affignecur, qua idem debims ipfius a valor exprimatur.

308. Quanquam autem omnis aequado differenria-

lis duas tantum variabiles compleaens, femper determi-

natam relationem inter eas exprimit; tamett hdfc non

femper euenit in aequationibus differendalibus trium va-

riabilium. Dantur enixn eiusmodi aequariones, quibus
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plane nullo modo fadsfieri poterit
, quaeconque £un£Ho

jpfcrum x Sc y in locum ipfius a fubftituatur. Vti ii

propofita fiierit haec aequatio zdy —ydx facile pater,
nullam proriiis dari fun&ionem ip&rum .r 8c y ,

quae
loco a fubftituta reddac zdy— ydx, differentialia enim
dx & dy nullo modo extinguemur. SimiH modo appa-
ret nullam dari fun&ionem ipfarum x Sc z, quae loco y
fiibftituta eidem aequationi fatisfaciat. Quaecunque enim
pro y concipiatur fun&io ipfarum x 8c a

, in eius diffe-

rentiali dy inert dz, quod quia in aequatione non inert,

dertrui non poterit. Hancobrem nulla aequatio finita

inter x, y, & a dari potert, quae aequationi differen-

tiali zdy—ydx conueniat.

309. Hinc aequationes differentiales tres variabiles

continentes diftribui oportet in imaginarias & reales.

Huiusmocfi autem aequatio erit imaginaria feu abfurda,

cui per nullam aequationem finitam fatisfieri potert, cu-

iusmodi erat iDa zdy — ydx
, quam modo confidera-

vimus. Aequatio autem erit realis, cui aequiualens ae-

quatio finita exhiberi potert, quod euenit, fi vna variabi-

lis aequalis fit certae cuipiam fun£iioni binarum reliqua-

rum. Cuiusmodi eft haec aequatio

:

zdy -4-ydz -xdz‘~\-zdx^-xdy -+-ydx

congruit enim haec cum ifta aequatione finita:

yz — xz -
1- xy fitque z — ——— .

y x
Iftud ergo difcnmen inter huiusmodi aequationes ima-

• ;

gina--
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. 1

( .

ginarias & reales diligerttiffime eft obferuandum
;
prae-

cipue in calculo integrali
,

quia ridiculum foret, cuius*

piam aequationis differentialis velle integralem
,
hoc eft

acquadonem finiram fatisfarientem quaerere
,
quae pla-

ne nullam habeat. . . , .

s
**

3 to. Primum igitur patet, omnes aequadones dif-

ferentialcs trium variabilium, in quibus tantum binarum
difFerendalia occurrant, efle imaginarias & abfurdas. Po-

namus enim in aequatione, quae condneat variabilem a,

tantum inefle difFerendalia dx 8c dy, differentiale autem
dz prorfus abeflej atque manifeftum erit nullam exhii

beri pofTe Funftionem ipfarum x & jy, quae loco a fub-

ftituta aequadonem identicam producat
; differendalia

enim dx 8c dy nullo modo tollentur. His ergo cafibus

omnino nulla datur aequatio finita fatisfaciens : nifi forte

eiusmodi rdario inter x 8c y aftignari queat, qufte quic-

quid fit a fubfiftere poffit, vti fit in hac aequadone

:

v / v • ' A
a dy — a dx ~ y d

y

—— x dx
t

cui fatisfacit aequatio y— x. Facile autem inueftiga-

tur
,
quibus cafibus hoc eueniat

,
quaerendo relarionem

inter x 8c y .primo ft a— o, & turn an ifta relado at
quadoni pro quocunquc ipfius a valore fatisfaciat. ;}

'j

«
‘ t v rtt:c

. 311. Nequevero folum aequatio tres variabiles in-

voluens eft abfurda, fi duo tantum continet differentia

lia, fed eriam fi in ea omnia tria differendalia occurrant,

talis efTe potent. Quoscafus vt euoluamus, ponamus

'Ll
' ‘ ' ' :

P
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P & Q^efle fun&kmes ipfarum x & y tanWm, atqoe
haberi hanc aequationem

f j ^
d* ~ P </ jr —|— Q dy

t

quae fi non eft abfiirda, erit % fun&io quaepiam ip&-
ruin x & cuius differentiale ft

dz—pdx-\-qdy
,

eritquc P zip & Qj=f.
Ar fupra demonftrauimus pdx qdy non effe pofle
differentiale cuiusquam fiin&ionis ipfanun x & y, nifi

^ 00 = CO') »
dcnotante

,
vti ante affumfimus

^
\mjts \uixs

Gj differentiale ipfius p pofta fola y variabili per

diuifum, atque 00 differentiale ipfius poffta

fola x variabili, diuifum per dx. Quocirca aequariQ
dz ~¥ d

x

Q d y realis effe nequit, nifi ft

. 31 s. Similis omnino erit ratio huius aequationis

>. dZi ~ Prfjr -4-

fi Z denotet fun&ionem quamcunque ipfius a, P vero
& Q^fint funftiones ipfarum x 8c y, tertiam variabilem *
non comple&entes. Vt enim Z aequalis fieri poffit fiinc-

tioni ipfarum x & y, necefle eft vt fit Q~jy) ~ 0^*
Ex hoc ergo criterio aequatio diflerentialis quaeque pro*

pofita
,
quae quidem in hac forma generali contincatur,

diiu*

tr
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Aiudicari poteft, vtrum fit realis an abfurdi. Sic pate-

bit.hanc aequarionem + ,

effe realem,
•mil1 ?; . t

- ', \J **‘n *'- vJA -*-
• i

* " * nam era

P zzy & Qj=*i fit

Haec vero aequado azdz—yyrdx xx'dy eft ab-

furda, fit enim = Sc
:(^j= 2 X‘ J qui

valores font inaeqUaleS.
1 -*

•_ a
.V* autetn criterum ladfllmc patens inueftig^-

mus, fiat Q> ftinaiones quaecunque ipfarum

x, y, & a
;
alque pirinis aequado differendalis triUm va-

riabilium ,
fiquidem fit primi gradtis

, cotfdnebitur in

hac forma? P*4.Qrf>+R*^o.
Quotes ergo hkec aequado eft realis ,

a aequabitur fund*

ftoni cuipiam ipfarurh x Sc y] eiusque adeo differentia*

1c erit hums formae dz^pdx-\- qdy. Quare fi in

aequatione propofita ifta fim&io ipfarum x Sc y loco a,

& pdx-h qdy loco dz ffebftituatur, necefle eft, vt pro-

deat aequado idenrica oZro; Acqtfe cumeXaeqtld-

fione propofica fiat:
;;il

fi in P, Q ,
& R valor ille loco a fubftituatur , necefle

eft vt fiat



C A P V T IXa*8

314. Quoniam vero eft dzzzpdx -\-qdy
, cm

per ante demonftrata Cum igitur

fubftituto loco » ipfius valore in x & y fit

j
*1

,=_| & »— Q.F R f— r ’

iV )V 1

->

« C2)=(- 5£S^) "

ideoque habebicur per RR multiplicando hiec aequatio •

Kf)-<£>=<£)-<£>
"•

vbi denominatores iterum indicant, in diffb-

rentialibus numeratorum earn folam quantitatem variabi-

lem afliimi debere , cuius differentiae denominatorem
conftituit. Haec autem differentialia dp

t
dQ

}

cognofci non poflimt, quam in ipfis quantitatibus P,

& R valor debitus loco a fii^rit fiibftitutus, qui autem
cum fit incognitos, fequenti modo erit procedendum.

3M-. Qpia P, Q, & R funt fun&iones ipfarum
x, y, & *, ponamus

dP — a dx -4- 6 dy -f- y dz
• - id

x

} f dy —4— £d

%

dR — fj d x -j— 6 dy -4- t dz

•>
.

• >

.. .'J

Vbi

I
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vbi a, £, y, J, <, &c. denotant eas fun£Hones, quae ex

differentiatione oriuntur. Concipiamus nunc loco a vbi*

que eius valorem in x 8c y expreffum tubititui, 8c loco

ponamus valorem pdx-\- q dy j
fietque

dp r= C« -f- y/> ) ^* -f* ( S -4- yq )

rfR= C*i
-4- * p)^ H- ( 6 -H 4 ?) dy •

Ex his ergo valoribus erit

:

.
(£)=•+** :»(£)=»+.,

(f)= e+„ ,

316 . Cum igitur ad realitatem aequationis requira*

tur, vt fit

:

<f)-<f)=Q(f)-«(§)>
fiet fi inuenti valores fubftituantur

:

—R(eH-y 7>=Q.(n-b'/0—R(*-f-&>).

At ante inuenimus effe p—— pr & f——
gui valores, cum differentialia non amplius in compu-

tum veniant, adhiberi poterunt, etiamfi loco * eius va-

lor in * & j non fubftituatur. Eritque ergo

p«^- LJL' -RS+Qy-Q.1- -Ki-i-Pi

feu o~ P (£——d)—I— —yH-R(6

—

8).

LI 3 Quia

Digitized by Google



Caput ix.270

Quia antem quantitates £, y, if, B\ per differen-

tiationcm inueniuntur, erit fuperiori notandi modo adj

hibito : » r,!
'

.
>* t. r'

Quae proprietas , nifi in aequatione locum habeat
, ac-

quatio non erit realis, fed imaginaria & abfurda.

317. Quanquam hanc regulam ex confideradone

variabilis z elicuimus, tamen quia omnes quantitates ae-

que ingrediuntur, manifeftum eft, & reliquanun confi-

deradone, eandem expreflionem prodituram fuifle. Pro-

pofita ergo aequatione difl'erenriali primi gradus
,
quae

tres variabiles inuoluat, quacimque, ftarim diiudicari po-

tent vtrum fit realis an imaginaria. Comparetur enim

cum hac forma generali

:

Prfjr -4- Qj?y *4“ — o t,
. ^

atque quaeratur valor huius formulae

:

qui fi fuerit “ o
,
aequado erit realis , fin autem non

hierit “ o
, certum hoc eft fignum

,
aequationem efle

imaginariam feu abfurdam.
li

3 1 8. Aequado propofita per diuifionem quoque

Temper ad huiusmodi formam redud poteft

:

P</ar 4- QJy -f- dz S -...to >,1

in
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in qnam, cum prior abeat ft fiat R^ri, critcriom fim*

plicius exprimctor ,
hoc modo

:

Quories enim haec exprefilo reocra nlhilo acquaKs repe*

ricur, tones aequario propofira erit realis-, fin Sutem con-

trarium eueniat, acquatio erit imaginaria. Pofterius qui*

dem ex iis, quae demonflrauimus ,
eft certum

;
de prio-

ri autem adhuc dubitari poffit, vtrom aequario Temper fit

realis, qnoties quidem hoc criterium id indicat. Quod

cum hoc loco plenifTrme demonftrari nequeat, fed in cal*

culo demum integral! demonftrarione confirmari pofGt,

hie tantum id affirroamus; neque autem periculum inde

eft metuendum
,

fi quis tandsper dc eius veritate dubi-

care voluerit.

«

319. Ex hoc ergo erfterio primum patet
,

ft in ae-

quacione P dx *+- QJy Rd*zz.o
,

foerit P fun&io ipfius x, CLfunQio ipfius y, 8c R fime-

tio ipfius * tantum > acquationem femper fore realem.

- Pit enim - ->* '

:

(f)=°
•"* Cx)=o ; (S-° •

v (&=« *<£)=•>
.< v "ft *- mirnlqi ‘jrikjji -

ideoque tota expredio criterii fpontc euanefcec.

3«o.
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320. Si fuerit vt ante P ipfius i, & QJpfius y
fun&io tantum

,
R autem fun£Ho quaecunque ipfarum

y & a, aequatio erit realis fi fuerit

:

-Cf)=Q(f) * (§) = (f)=p:a
r

.

Sic fi propofiea fuerit haec aequatio

:

zdx
t 3 dy A

x*y 3 dz

Quia hie eft P= Q=~ > & R——

;

x y a*

hinc (g)=Si
; «quc

ent P(^) “ Q (£)— ^7^ i ideoque aequa-

tio propofita erit realis.

321. Si fuerint P & Q^fun£Kones ipfarum x 8c y,
at R fun&io ipfius a tantum, ob

rdP\ o /^R\
C1V- 0

> (^)=° 5 (*)=° & (^r)=°»

aequatio erit realis fi fuerit
) — (^)* Haec

eadem vero conditio requiritur, fi. Pdx —)— Qjy de-

beat efle difierentiale determinatum
, feu ex difTerentia-

tione cuiuspiam fun&ionis finitae ipfarum x Sc y ortum.

Hucque redit quod fupra §.3x3 iam obferuauimus, aequa-
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tionem zn Vdx —J— Qdy ,
fi Z fit foncHo ipfias z

tantum at P & fim&ioncs ipfarum x & y , realem

efle non poffe, nifi fit . Ambo autem

ifti cafus inter fe prorfus conueniunt : nam loco R</s,
fi R eft fun&io ipfius a tantum, poni poteft dZ exis-

tente Z funftione ipfius z.

322 . Vt hoc criterium inuentum exemplo ifluftre-

mus, confideremus hanc aequationem

:

-
.

— 5y* 3)Jx-+-($x*yz—r4x*3)dy

.

! * “4 6xyz*) dz— o
,

qua cum forma generali comparata fit

:

P ZZ £jrjas— }yz3
j ~~ I3;r>5 “" J»3 }

. 1 . - Cx) —Sxy*— xyjya*

Qjr <>x'yz 4XZ 3
j (fQ)~ioxyz 4s*

;

• — * x'y—
1 ' • * * . *

. '

1
1

l .

R— 4*a
>
2 — 6xyz*

j = 8xy* — 6yz 2
;

&) = 8x*y-~ 6xza •

,
• :* .** J

1
' r . :

His inoentis valoribus aequatio iudicium continens erit^ r •

liaec; •

1 M m *4*
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-f- (6xy*% jyz 3
) (-34*4:7— 6x a*)

“+- ($ 4r*jr* 4XZ3
) (2Xyy-\-yyzz)

4- ( 44r*j»*— 6xyza
) (

2

xyz a J
)
“ o .

Haec autem expreffio fi enoluatur, omnes termini a£hi

fe mutuo deftruunt, fitqite 0— 0, quod indicat aequa-

tionem propofitam efle realem.

323. Quando autem expreflio hoc modo ex crite-

rio eruta non euanefcit
,

turn id fignum eft aequatio-

nem propofitam efle imaginariam. Quoniam vero hoc

patio ex criterio aequatio finita inuenitur, ea, fi quidem

aequationi differentiali conueniat, fimul relationem indi-

cabit, quam variabiles inter fe tenent. Atque hoc mo-
do ii cafus, quorum fupra meminimus (310), euoluun-

tur. Sit enim propofita ifla aequatio

:

(a— x) ix -f- (y z)dyzz o
,

fiet P~ a— x
j
Qzzy— a

j
& R~ o,

p01™ (5) = I * & (§)=—••

Aequatio iudicium exhibens fit P =:Q (~j~)

* feu a— xzz.%—y\ vnde fit yzzx.

Quoniam igitur hie cafu euenit, vt aequatio y~x fimul

aequationi differentiali fatisfaciat
,
dicendum eft propofi-

tam aequationem nil aliud fignificare, aid efle yzzx.

324.
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324. Propofita eigo aequationc differenriali trcs

variables conrinente :
*

*
v •

\ v , .
'

P dx -f- QJy “H R da~ o
,

tres confiderandi erunt cafus fequences
,
ad quos haec

aequado deducit

:

Primus eft fi haec exprefiio reuera fit ~ o , tumque

aequario propofita erit realis. Sin autem haec aequa-

tio finica non fit idenrica
,
turn difpiciendum eft, vtrum

ea aequationi propofitae fatisfaciat
:
quodfi euenit, habe-

bitur aequario finita
,
qui eft cafus fecundus. Tertius

autem cafus locum habet
,

fi aequario finita cum pro-

pofita difterenriali fubfiftere nequeat , atque turn aequa-

rio propofita erit imaginaria : neque enim vlla aequario

finita exhiberi poterit, quae ipfi fatisfaciat.

32 j. Cafus primus ac tertius per fe funt perfpi-

cui, fecundus autem, etfi rariflime occurrit, probe tamen

notari meretur: & cum eius exemplum iam fupra in

aequatione, quae duo tantuin continet differenrialia, ex-

hibuerimus ,
etiam aequarionem afferamus

,
in qua om-

nia tria differenrialia infint

:

(z y) dx -4- xdy (y ——• a) d& zz o .

. ' Mm a Erit
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Erit ergo :

vnde aequario fxnica cricerium continens cuadct

:

z— —

7

— o
, feu z— x -f- y

iubftituatur hie valor pro * in aequatione differenriali

fietque 3 dx 4- xdy j- (dx -f- dy) = o
j

quae aequario, cum fit idenrica
, fequitur aequarionera

differenrialem nil aliud fignificare, nifi z~ x~\-y.

326. Quoniam diximus omnes aequariones diffe-

renriales primi ordinis, in quibus tres variabiles infunt

contineri in hac forma:

P dx -4“ Qjfy *4“ R d

z

m o

,

dubium hie nafei potent circa eas aequariones, in qui-

bus differcnrialia prima duas pluresue dimenfiones con-

ftituunt
, cuiusmodi eft haec :

P</X 2 Qjy a _
’ iSdxdy -4-2Tdxdz -j- Vdxdz .

Ve-
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Verum de huiusmodi aequationibus notandum eft, eas

nullo modo reales efle pofle , nifi habcant diuifores

prioris formae, qui propterea aequariones fimplices con-

ftituent. Cum enim ex hac aequarione fiat

:

d % -

•T^-V^±l/(ir*(T*-PR)+2^4(TV+RS)+^»(V 1 -QR))

R

facile patet a fun&ioni cuipiam ipfarum x & y, feu </*

huiusmodi expreffioni p dx -f- q dy aequale fieri non

pofle, nifi quantitas irrationalis euadat rationalis
,
quod

cueniet fi fiierit

:

(T*— PR) (V*— QR) = (TV -4- RS)*

feu

„ _ PVV+ iSTV 4- QT

T

~ PCL— ss

Nifi ergo haec aequatio finira ipfa aequationi propofitae

fatibfaciat
,
haec erit imaginaria.

357. Supereflet vt in hoc Capite quoque aequa-

tiones differenciales alriorum ordinum
,
quae cres varia-

biles comple&untur, perpenderemus , cafusque definire-

mus, quibus eae vel reales vel imaginariae euadunt; ve-

rum quia criteria nimis fierent intricata, hunc Iaborera

hie praetermittimus
,

praefertim , cum ex iisdem fbnri-

Mm 3 bus,
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bus, quos hie aperuimus , fequamur. Ceterum fi in

calculo integrali his criterhs erit opus , turn ea facile

erui potmrnt. CM) eandem caufam hie quoque aequa*

tiones, quae plores variables comple£hmtur , non con*

templamur
,
cum fere nunquam occurrant, atquc, Ci vn-

quam occurrerent
,
ex principiis hie craditis fine nego-

tio examinari poflent. Quare his expofiris InfKtutionf

Calculi Differencialis hie finem imponimus progrefliiri ad

infignes vfus oftendendos, quos ifte calculus cum in ipfa

Aaal/fi, turn in Geometria fublimiori afiert.

INSTI-
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INSTITUTIONUM
CALCULI DIFFERENTIALIS

PARS POSTERIOR
•4

COKTINEKS

VSUM HUIUS CALCULI IN ANALYSI
FINITORUM, NEC NON IN DOCTRINA

SERIERUM.
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DE TRANSFORMATIONS
SE R IERUM.

pum nobis propofitum fit vfiim Calculi difFe-

rendalis tam in vniuerfa Analyfi
,
quam in

do&rina de feriebus oftendere
;
nonnulla fub-

fidia ex Algebra communi, quae vulgo trac-

tari non folent, hie erunt repetenda. Quae
quamuis maximam partem iam in Introductione fumus

complexi, tamen quaedam ibi funt practcrmifla
,
vel Au-

dio quod expediat ea turn demum explicari
,
quando ne«

cefiltas id exigat, vel quia cun£ta, quibus opus fit futu-

rum, praeuideri non poterant. Hue pertinet transforma-

tio ferierum, cui hoc Caput deftinauimus
,
qua quaeuis

feries in innumerabiles alias feries transmutatur, quae om-

nes eandem habeant fummam communem
;

ita vt, fi fe-

riei propofitae fumma fit cognita, reliquae feries omnes
fimul fummari queant. Hoc autem capite praemiflo, eo

vberius doctrinam ferierum per calculum difFerentialem

& integralem amplificare poterimus.

2. Confiderabimus autem potifiimum eiusmodi feries,

quarum finguli termini per poteftates fucceffiuas quanti-

tatis cuiusdam indeterminatae funt mulriplicati
;

quo?-

u, Nn niam
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niam hae Iatius patent, maioremque Vtaitatem afferent.

Sit igitur propofita fequens feries gencralis, cuius fum-
mam, fiue fit cognita fiue Tecus, ponamus — S ,

fitque

S= ax bx* cx 3 dx 4 ex

*

-f- &c.

Ponatur iam r— -Z-
, & cum fit per feries infinites

x —y — y* 4- y 1— y* -4- y 5— y
e -+- &c.— *y 3 -t- 3y*— 4y’-+- €y

e— 7y’-h&c.

* 3 —ys— iy* -H 6y*— ioy'-\-

1

— ary* -f- &c.

*4 47* -fr-ioy* aoy * -+- 3 sty*4™ &c.

&c.

hi valores fubftituti
,

ferieque fecundum poteftates ipfius

y diipofita
,

dabunt

S^Zay—>ay* ay* —- <yi« &c<

—j— ^ •~—tb -f“3^ — 4^

—J— <" 3c —

</

H- *.

3 . Quoniam pofuimus x rr—?— : erit y——-

—

I ~hy i—-jr*
quo valorc loco y fubftituto

, feries propofita

S~ ax -j— bx 1 cx3
-f- i*-4 -|— -f_ Sec.

transmutabitur in banc

:

s=«- +•(*-»#+*)
(
7T^I 4-&C.

in
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in .qua coefficiens lecundi termini b—

a

eft differentia

prima ipfius a exferie a, b, c, d, &c. quam fupra per

ha expofuimus; coefficiens tertii termini c— zb-+-a

eft differentia fecunda coefficiens quarti eft differen-

tia tertia A 3« ,
&c. Htnc difierentiis ipfius <t continuis,

quae formantur ex ferie * ,
b

c

,
d

y
t

, &c.

adhibcndis propofita Series transmutabitur in hanc

S rr —— a + /---yi & a 4-
,
*

yi
^*a + r. • >4

^ 3a
i~x (i-x)» (i-x) J (i-x)

4

cuius ergo feriei fumma habebkur, fi propofitae fumma

foerit cognita. *

4. Si igitur feries «, i, f, d, &e. ita foerit com-

parata, vt tandem differentias habeat conftantes, quod eue*

nit, fi eius terminus generalis foerit fonftio rationale in-

JC .. ^

tcgra, turn feries pofterior ^Zxj*

tandem habebit terminos euanefcentes, ficque eius fum-

ma per expreflionem finitam exfiiberi poterit. Ita fi fe-

riei a, b, c, d> See. differentiae primae iam foerint

conftantes, turn feriei huius:

ax -\-bx' -h ex 3 -\- dx* 4- &C.

fumma erit “
(x—

r

)»
^ ^ l^us ê*

riei coeffioienrium differentiae fecundae fiant conftantes,

turn ipfius feriei propofitae erit

(fir-*)

x3 -t

(l r

Nn a Vndcr‘ O



Vndc fummae huiusmodi ferierum ex differentiis coeffi-
cientium facile inuenientur.

I. Quaeratur fumma huius feriei :

ix-h 3-r* -f-yx J -f-7x 4 -4-px* -4-&c.
Diff I. &c.

Cum ergo differentiae primae fint confhntes, ob a — j& A*— 2, erit feriei propofitae fumma

X
,

2 XX X-f-XX
1 X (x-x)* (i—x)» '

n. Quaeratur fumma huius feriei:

ix-+-4xx-|->x* -j- x5x« —(— 2 y

x

5 — &c.

3> J, 7j p, &C.
Diff. n.

, .
2

, 2
, 2, &C.

Quia itaque eft
• • *; •. * • - > «

<»= x
;
A/m 3 j

A 2/iZ= a ;

erit feriei propofitae fumma

X
, 3 xx 2X* _ x-f-xx

«—r*' (t-x)»~T~ (is)* ~*(i-x)3
•

ID. Quaeratur fumma huius feriei:

Szr 4X-+-1 5X*-+-4ox3-|-

8

jx4-|-i y 5x 5
-f-

2

5^x ff-|-&c.

Diff I. ii, ay, 4J> 71, 10J - ,

Diff. II. 14,
’ ao, 25, . ?2

Diff. 111. » 6
i ,

- «

Quia
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. . -*j .* Quia eft

— 4 • A/7~ i r j
“ 14;

»8J

erit fumma

c 4* » * —•

• [
‘t- t _— , ^ "T"

(x_jr) a
(1— *)

3 ^ (1—x)*-*

fiue

c — *x—-xx-\-4x 3 x* _ x(i-\-xx) (4 x)

XI XX I4X 3

A 3/t” 6
j

6x*

Srr
C 1—xy ci—*y

j. Quanquam hoc modo iftarum ferierum in infi-

nitum progredientjum fummae inueniumur
;
tamen ex

iisdem principiis hae Series quoque ad dnram quemuis

terminum fummari poflunt. Propofita enim fit haec feries

S rz ax -f- bx*4-r x 3 -\-dx* 4* -4“ ox*,

& quaeratur eius fumma, fi in infinitum progrcdiatur,

quae erit — >
Cm-

(1-xy \ (1-xy

Nunc confiderentur eiusdem feriei termini port vltimum

ox" fequentes, qui fint

^jc»+ r4— 4- rx"+t 4- sx»+4 4- &C.

cuius feriei, fi per x» diuidatur
,
fumma, vt ante inue-

niri poterit; quae rurfus per x" multiplicata erit

*»+ *
.

X"+* , X"+* A. , o•” / -t- ^ &c-'

quae fumma fi a tocius feriei in infinitum cpntinuatae

N n 3 fum-
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fumma fubtrahatur, reraanebit fumma portionis propo-

fitae quaeffta i - S 5= \
,~ (a-ATO-H

(T^5 AV)

&c.

L Quaeratur fumma huius ferie't finitae.

S= -4-4^4
-f- -4-

Tam horum coefficicntium
,
quam tenninum vkimum

fequentium quaerantur differentiae:

* *» 3» 4> &c.
I
*“+“ 1

>
*~+“ a

, »-ff—3 , &c.
*> >> 1 ! it i

j
;

eritquc •
.

*— * i
^ — 1

> P —— * —1“ 1 » A/>=r I ,

unde fimima quaeffca eft

:'

s-^ (—('+0")+ (-*•),
leu

' • s~
;

.

n. Quaeratur fumma huius feriei finitae.

S - IX-4
- 4 AT* -j— 9a?3 -rf-lfijr* -4- . ....

Inueftigentur primum differentiae hoc modo

:

i» 4* 5, 1 $, &c.

3, 5, 7

2,

(®+0*» C»+2)*f(»4-2)*,&C.

a»4-3, 2»-H5
'

a -•

qui-
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quibus inuentis crit fuxnnla quaefita

jijC'>+ 0***H (3-C“+3>*)+ (*•«*).

S ——
X*

feu S=
(i__x) ,

6. Quodfi autem feries propofita non einsmodi ha-

beat coefficientes, qui tandem ad differcntias conftantes

deducantur, turn transmutatio hie exhibita nihil confert

ad eius fummam determinandam. Neque vero etiam

eius ope fumma proxime definiri poterie commodius, quam

per ipfam feriei propofitae additionem fieri licet. Si enim

in ferie fuerit ar<r

quo foio cafu fummatio proprie fie di£ta locum habere

poteft, erit —-—

>

*

,

ideoque non feries minus con-

vergit quam propofita. Sin autem in ferie propofita fue-

rit x— j turn nouae feriei omnes plane termini Hunt

infiniti ,
quo ergo cafu ifta transmutatio nullius prorfus

erit vfus.

7. Confideremus autem feriem, in qua figna -4-&

—

altematim fe excipiant
,
quae ex praecedente deducetur

ponendo x negatiuum. Si itaque fuerit

s — ax bx* -f- cx % dx* -f- ex
s &C.

cuius feriei ' negadua oritur ,
fi in praecedente ftatua-

tur
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fur x negatiunm. Sumantur ergo vt ante differentiae
ba, A*/r, bia, &c. ex ferie coefficientium a, b, c

,
d, e> &c.

(ignis ad folas ipfius * poteftates relads, atque feries pro-
pofita transformabitur in hanc : S

i+* oT-^7 *
A *'7~ *3a+ &c*

vnde perfpicitur aequationem propofitam iisdem ca(ibus
fummari poffe quibus praecedens. Scilicet (i feries

a, b, <, d, &c. tandem ad diffcrentias conftantes dedu-
catur.

8. Hoc autem cafu ilia transformatio commodam
pracbet approximationem ad valorem feriei propofitae

:

aJC bx* -f- c

x

3 dx* -f- ex * fxe
-f- &c. • "

quantuscunquc enim x fiierit numerus, fra£Ho ~ fe-
i+t ’

cundum cuius poteftates altera feries progrcditur, fit vni-

tate minor: atque fi fit * — i, erit —— — j .
$-m

i —

x

autem fit x< i puta *— — fiet —-— — __
n i —|— jt »-j~i

»

idcoque feries per transformationem inuenta femper ma-
gis conuergxt quam propofita. Confideremus imprimis
cafum

,
quo x— i

, qui ad feries fummandas ingens
affert fubfidium

, fitque

S ~ «— b c—

d

-f- e— f-j- &c.

ac denotentur differentiae primae, fecundae & fequentes
ipfius quas progreflio a, b

}
c, d

t ,, See. praebet
• • • 1 > .... • . ... • - » J
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per A, A*/», &*<*, &c. quibus inuends erit.

s= i a \ A* -4- i TV d3 a -f- &C.

quae nifi a£tu terminatur, fummam vero proximam fa-

ds commode exhibct.

g. Vfum igitur huius vltimae transmutadonis, qua

fumfimus x~ i
,
in aliquot exemplis oftendamus, ac pri-

mo quidem in eiusmodi, quibus vera fumma finite ex-

primi poteft. Tales funt feries diuergentes, quibus nu-

meri «, c, d, &c. tandem ad differendas conftantes

deducant
,
quanlm fummae

,
cum recepto huius vocis

fignificatU, proprie non exhiberi queant, vocem fummae

hie eo fenfu, quern fupra tribuimus, accipimiis, ita vt

denotet valorem expreffionis finitae, ex cuius euolutione

propofita feries naicatur.
\

I. Sit igitur propofita haec feries Leibnitzii

:

S — i— i -4- r— x -f-

1

— i -4- &c.

in qua cum omnes termini fint aequales
,
fient omnes dif-

ferentiae ~ o
,
ideoque ob a— i

j
erit S zz £ .

II. Sit propofita ifia feries

:

fs —_ i— 2 -f- 3— 4 -+ 5— 6 -4-

Diff. x“ i) 1 >
1

»
1

>

Cum ergo fit a rr x
,
Sa— i

,
erit Sn * i — \ «

III. Sit propofita haec feries

:

Sr i— 3-H5— 7-4-9— &c.

Diff.in 2
,

a
>

2
>

&c -

Ob O ZZ i & La—

*

fit S— i \ — o.

Oo IV.
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IV. Sit propojita hue [cries trigonalium numcrorum.

S zr i— 3 -4- 6— i o -f- 1 y —— 2 1 -4- &c.

1 — a
» 3 ) 4> y, 6, &c.

Diff! 2 z= I, I, I, I, &c.

Hie ergo ob «— 1, bazz 2,& abazzi ; erit

;

• Szr|— *-4-*= *.

V. &> propojita [erics quadratorum

:

S— 1— 4 *+ 9—• r 6 -4- 2 y— 36 -4- See.

Diff: r =zr 3, y, 7, 9, 11, &c.

DifT 2 z= 2 , 2 , 2 , 2 , &c.

Ob azzi’
}
A«z=3; toazzs-, eric S — 4—4-f-l— o.

VI. Sit propojita [cries biquadraterum

:

S ~ 1— 1 5 -4- 81 —- 2 $6 -f- 6aj— 1 296-4- &c.
DifF.iZT 15, 6y, 175, 369, 671

Diff.2zr 50, no, 194, 302

DifE3“ 60, 84, 108

Diff. 4~ 24, 24

Erit ergo Szr*— V

-

4-

V

— f H = o

.

10. Si feries magis diuergant vd geometriae aliae-

que fimiles, eae hoc modo ftatim in feriem magis con-

vergentem transmutantur, quae nifi adhuc fads conuer-

gat
, eodem modo in aliam magis conuergentem con-

venetur.

I. Sit
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1 Sit propofita haec feries geometrica

:

,S — i— 3 -4-4— 8 1 6— 3a-4-&c.

DifF. i zz ij i
) 4» 8) ;

&c.

DifF. 2:= i, a, 4, 8, &c.

Differ: i, a, 4, &c.

Cum igitur in omnibus differentiis primus terminus (it

— i. Summa feriei exprimetur hoc modo

S — i— | -+- r— tV +" tt— tV -4- See.

cuius fiunma eft = 4 . oritur enim ex euolutione frac-
: j

tionis — dum propofita oritur ex —— .

a-f-i
,

ii i
i.

.

> 1

II. Sit propofita hate feries recurrent

:

S— i— a —)— y
— i a

-

4- 29— 70-4-169— &c.

DifF. 1 — 1, 3 , 7,
* 7* 4 *» 59 &C.

DifF. 2 zz 2, 4, 10, I24, J8 &C.

DifF. 3
“

2, I 4» 34 &C.

DifF. 4 zz: 4 , 8, 20 &cv
DifF. 5 = 4, 12 &c.

DifF. 6= 8 SCC.
>

&c.

Continuarum ergo difFerentiarum termini primi confti-

tuunt hanc progreflionem geometricam geminatam

:

1, 1, a, a, 4) 4, 8j 8, 16, &c.

vnde erit

S“j — \ 4** it
"**“ tV *4“ 3*1 aV *4— tIt Sec.

O o a cum
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cum igirnr praeter primum terminum reliqui bini fe con-

tinuo dertruant, eric S Oritur autem feries propo-

(ita ex euolutione fra&ionis * } vti in
i-4-a—

I

expreffione naturae ferierum recurrentium oftendimus.

HI. Sit propojita feries hypergeometrica :

S_ l *—— 2 -4-6— 24~^~ iso - 1— 720-4— 5040 &c.

cuius diflerentias continuas hoc modo commodius inues-

tigabimus :

Diff. i. Diff a. Diff 3.

1 1
.

3 ! 1

1

2 4 14 64
6 18 78 426

2-, 96 504 3216 &c.
120 600 3720 27240
72O 4320. 30960 256320 .

5040 35280 287280 2656080
4032O 322560 2943360
362880
36288OO

3265920

Quibus differentiis vlterius conrinnatis erit:

o_£ « , 3 11
, 5 3 3°9 ,

2x19~
2 4 ;8

16“^ 32 64
‘+" ia8

K>687

2J<5

1483~9 1468457 . 160195 31

512 1024 2048

190899411

409$
-f- &c.

Col-
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CAPUT l *53

Coffigantur duo termini iniciales, eritque S — — A
4

exiftente

A=1 T t

8 1 6 + S3 309 1119

31 *4 118
•—* &C.

Si nunc eodem modo differentiae capiantur, erit
<

*i'

A_ _3
|

4401 3g?8i

a." L
1 i

I 0

341207 , 35 <15313 40866525 ,

pi pi““ pr HOrc*

CoQiganmr duo termini initialcs, quia conuergunt, fietque

11 99A~ -f- B exiftenrc B ~^4
i« a *

1

t O
4-&c.

cuius feriei differentiis denuo fumendis fiet t

B = 21 *1? 4*9"
, J a4* 26*83

19
1

a 1 *

338835

a 1 * 1

a 41

1771097
a r i3o

2»«

+ &C-

Colligancur quaeuor termini inidales in vmun & ffatuarar

C=&-!gl+*c.
fietque aliquot rcrminis a&u colligendis proxime:

c __ if*45 60417
,30^ 34 2 3o

• Ex his ergo tandem concftide-

tur fiimma feriei propofftae: Sn 0,40082038 T quae

tamen vix vltra tres quacuorue figures pro accurata ha-

Oo 3 beri



394 CAPUT l

heri poteft ob nimiam feriei diuergentiam
; eft tatnen

dene iqfto minor. Alinnde enim inucni hanc fummam
cfle = 0,40361*4077, vbi ne vltima quidem nota a

vero aberrat.

11. Imprimis autem haec transmutatio ingentenj

affert vtilitatem ad feries iam quidem, fed Iente conuer-

gentes in alias, quae multo promtius ecaiucrgant, trans-

mucandas. Quoniam vero termini iequentes minores
funt quam praecedentes, differentiae primae hunt negati-

vae
;
vnde in fequenribus fignorunv ratio probe eft ha-

benda. •.
•

•

,

L Sit propojita haec feries

:

S= — &c-

DifF. 1 “—

DifF 2 zr
2

_
_i_

7 ’ 2-3-4

2

77s
2

7sA

DifF 3 = — -
4 * 2.3-4- 5* 3-4- 5-

DifF. 4« y j &c.

S ~ —-4- -4

Hinc ergo erit

1 1+
,

-4- &c.
2.4 ' 3.8 ' 4.16^5. 32

vtramque autem hanc feriem logarithmum hypcrbolicum

.binarii exhibcre, iam in Introduftione oftendimus.

U. Sit
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CAPUT l

U. Sit propofita ifta feries pro circulo

:

S 13 I —
f—
— — &C.

3 5 7 9 r*

*95

n cr 2 2 2 2
*

2 d
Dift i zz ; ;

—— ; ; &c.
1-3 3-J 5*7 7*9

1
9 -

”

Dift 2 — -f
2-4

.
2 -4 ^ _2-4_ .

2-4

i.3-5’ 3*5-7 * 5*7*9 * 7>9*”
&c.

DifT. 3 = 2.4.6 24.6 &c.
I *3*5*7* “ 3* 5* 7*9’

&c.

Hinc ergo concluditur fore fummam feriei

1 1 1. a . 1.2.3
Si3

3.

a

3.5 .a

feu

+
3* 5*7* 2

&C.

c — .
1

1
**2

2 S i H 1
——

3 3*5

1.2.3

3*5*7

1.2.3.4

3*5* 7*9
-j— &C.

HI. Quaeratur valor hu'tus feriei infinitae

:

S”/a

—

i 5 -\~l6—/7-H/&—Is &c.

Quia differentiae ab initio nimis fiunt inaequales, colli-

gantur a&u termini vsque ad /io ex tabulis
,
quorum

valor reperietur rr — 0,3511005 ;
eritque

Sir- o,35 1 1 00j-H ho-h 1 -f*hz- li 3-+- /14- It j-+- &c.

in infinitum.

De
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C A P U T L*96

Defumamur hi Iogaritlimi ex tabulis
, eorumque diffe-

renmc quaerantur hoc modo

Diffr. Diffa. DifT3.Diff4.DiEj.
7lO= 1,0000000
/l I= 1,0413927 413927
/i2= i,079i«X2 37788 j

/i3= x,x* 35i434 347622

^4=1,1461280 321846
^*5= 1, 1760913 299633

Ex quibus reperitvu*

. /10—« /11 -H/12— /13 -f- &c. -

1,0000000 413927 36042 5779 1292 368

2 '•* 4 8 ~TfT *"32 64*

= 0,489 i6o<f.

Hinc valor ferici propofitae erir

S=/2—/3 -4-/4—/5-f-&c.= 0,0980601 j

cui Jogarithmo refpondet numenis 1,25331 j.

12. Quemadmodum has transmutadones obdmri-

mus ponendo in ferie loco x hanc fra£lionem —̂

—

,

ita innumerabiles aliae transmutadones orientur, fi loco *•

aliae fun&iones ipfius y fubftituantur. Sit iterum pro*

pofita ifta feries:

S= ax 4- bx* 4- cx3 -H Jx* 4- ex * 4"f** 4- &c.

atque ponatur x ~y (1

—

y), quo fafto feries orictur

fequens

S=
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S~ay— ayy

.
• r^rhy-—zh'‘-*~h*

-+~cy 3 30'4 —1—3 0'* O'*
—j— Jy 4 —— 4 dy s ~\Sdy e

-h * y*—to* &c.

~-hfya

Quodfi ergo altera harum ferierum fuerit fummabilis,

fimul alterius fumma erit cognita. Ita fi fhtuatur

S~x -f- x* ~{~ x3
-f- x* -f- x s -{- &c. ~ . erit

i~x
S— y— y 3— y* -f- y

e -\~y 7—y*—y IX> -4- &c.

Cuius ergo feriei fumma erit
~ — .

! y-\-yy

t 13. Si altera feries alicubi abrumpatur, turn fum-
ma prioris abfolute exhiberi poterit. Ponamus effe a— i,

& in ferie inuenta omnes terminos port primum eua-

nefeere
,

vt fit S ~ y ; ideoque ob x ~ y yjt

erit fumma prioris “ \— V ( 4— x).

Fiet autem ob a~ij vt fequitur:

l _ I _
i ZZ. I

" — . 2 2

4
> .

„ Ll? 4
* ,y ’ 4.6*

4-6.8
‘

1-3-1- 7

4. 6.8.10

/= 42 =

^—132—

’3-S-7-9
a , e

4.6.8.10.12

1. 3. 5. 7 - 5>-

4. 6.8.10,12.14

P,P vnde
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CAPUT- l

vndc prior feries abibit in hanc: S -zrs.r."

I ~ V($ -X) ZZX+X 1 +2X 3 + 4. 14^S +42X«
-f +&C.

quae eadem inuenirur, if? quantitas furda V(|—x) in

feriem euoluatur, atque ab i fubtrahatur.

14. Statuamus, quo transmutario kdus pateat
y

jrrzjr (i-4*-«j»)
,

atque feries propofita

:

S ZZ ax -j—bx 7 —{— rx 3
-f- </x4 —j— ex f

-f- &C,.

transmutabitur in fcquentem

:

5 “ ay -J Hay7

by *

- - -
1. a. 3. 4 •1. 2

2 V

J. 2. 3

2P(2P— i)

* *.2 I. 2 . 3 J

ey
3 3»

1

»rjy 4 -f-

—f—

3 >( 3 i
*-0

1. 2

4V

l

n*cys

I

»

&c.
I

ey s

Si ergo illius feriei fumma fuerit cognita, & huius fi-

mul fumma habcbitur, ac viciflim. Quoniam vero
n & v pro lubiru accipi poflimt, hinc ex vna ferie fum-
mabili innumerae aliae iummabiies inueniri poflimt.

15. Poflimt etiam eiusmodi transmutadones fieri,

vt feriei inuentae fumma fiat irradonalis, hoc modo.

Sit
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•
i

Sit propofita ifta feries:
'

f: :.A
ent

Sx "Zl <tJk* -\~bx* -\-cx G -\-dx* -f-fx l 0
-f-

/

jt
1 * -+-&C.

XZZZ
V(i—nyy) 1

lam ftatuatur

erit jrjrrz

atque ferics propofita transmutabitur in hanc

:

Sy _
. V(i—nyy)

ay* nay4 -f-n*ay* -+- n3 ay* -+- n*ay t0 -+- &c.

£j4 _j_ _{-3»*fy* -f-4»
3
^y

xo -|- &C.

, r * «+- 3 ncy* —{-6n*cy x ° -i— &C. »

dy* -\-$ndy ie> &C.

.
; - -f- ey I 0 r+- &c. '

Si igitur fumma S ex priori ferie fuerit cognita, habe-

bitur iimol fumma fequenris feriei

:

.

"
.

S , /

V(1—nyy)

<ry|(»/74-%H(»
3H2«H^ 5

+(n’"+3«*H3»4^ 7 + &C.

1

6

. Si fumatur »-—r; erunt coefficientes huius

feriei differentiae continuae ipfius «, ex ferie //, b, c, d,

&c. fin autem figna in ferie propofita alternentur, turn

poiito n zzi
,

coefficientes erunt iftae differentiae. De*

notent ergo A 3 <i
,

• bSa
,

&c.

.

' v
- Ppa difFc-
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300 CAPUT
differentias primas

, fecundas
, tertias

, &c. ipfius a ex
ferie numerorum /?, 3, Cy d, f &c.

Ac fi fuerit:

S z: ax -f- bx 3 c

x

s
-f- dx 7

-f- ex 9
-f- &c.

pofito x—
eric

S
;
— -\-ka.y 3

-f- L*/t.y 5 &*y r -f- &c.

Sin autem fuerit : ()
.

S— ax ~-—bx 3 —f— c

X

s— </x 7 -4- ?,*•* See

.

ponamrque *=r
; cri[

V(t—3^)
—^ -f. Sec.

Qitodfi ergo fcrres a, b, c, d, , t Sec. tandem ad dif-
ferencias confhwtes deducat, turn vtraque feries abfolute
fummari poterit

;
quae fummatio autem quoque ex fu-

perioribus fequitur.

17- Ponamus coeffieientes a, b, c, d, Sec.' con-
I • _ _

ftitucre hanc feriem i , |

,

que, vti fupra iam vidimus:

a l

A il — ~ 1
3

T) f

}

&C. erit-

A’a = ill
3- S '

a* 4* ^A 3
/7 —- 2

3- J* 7 &e.

vnde
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CAPUT % 301

rnde fequentes duas ferifcs fumraabimus:

I. Sit Szx+ %x3 \

x

s 4- f x r
-f- &c.

t-t-* n ~ . y
Erit ' S — i / Pofitn iam x—

fiet

Vb+yyV

•= i ' Yot»l-i = 'V/(t+yy)+j)

:

vndc erit

Wi+^)4-j)_ * -3

V(H-JD»J 3

2 -4„. t
2 -4-<* Tjy5 y'

3 V • 3-5-7
&c.

H. Sit S-X— **’ 44 * 3 4* 7 4-&C.

Erit S —A tang .* . Pofito iam x — y —

,

fiet

S rrA tang y^zjyy = A fin y = A cofV(i

—

y

y

)

„

Hancobrem obtinebitur ifta fummatio:

V(i
— ^^

3
^ ^

3-r
&c.

18. Poffimt quoque' loco x funfriones transcenden*

tes ipfius y fubftitui, ficqne fummationes aKae inuentu

diffidliorcs erui
;
verumtamen ne feries nouae fiant ni-

mis perplexae, eiusmodi funcliones eligi debent, quarum
poteftates facile exhiberi queant

;
quales funt quantitates

exponenriales eJ

.

Propofita igitur hac ferie ;

S— ax 4-4 ** -4- cx3 4— dx* 4- ex* 4- &c.

P p 3 po-
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ponatur xzzfjy, denotante e numerum, cuius loga-

rithmus hyperbolicus —i
,

x*—e*»Jy*
j

x 3 zZZe1»Jy* • 8dC.erit

Generaliter vero eft, vri conftnt :

.

-h &c.e z — r -4- z 4 4“
1.2 1.2.3 1.2. 3.4

Quare feries propofita in hanc transmutabitur

:

S ZZ °y—f— Inay* -\-ifi*ay 3

l;

y

* — I 1 n h M

^

|

O 3

y » 3
tfj4

U'by*

l » rjy4

dy*

-f^n*ay* 4- &c.

$•

$ &c.

f » dys 4- &c.
5 4- &C.

I. Sit feries propofita geometrica:

S r:2r4-2r a 4-# 34-x 44-jr 34-&c. erit Sr: —-—

.

' Ponatur iam
* *

— 1 ; vt fit x~e~yy • & Sr: -- 3 y
zz :* 7

1-e Jy et—y 3

, reperiemr fumma haec

:

1 * 1 . , 5 . . 19

2
J 6 J ^ 24J ^120tJ-y

cuius autem feriei lex non perfpicitur.

y * —— &c.

U. Sint in altera ferie omnes termini praeter primum
* * * t i m 4

— o : erit b—— »<*; c~—n*a\ d——

—

a 3 a:

*= /=— “£« 3
*S &c.

.

.. . 1 Cum
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CAPUT > L $0 }

Cum ergo fit fi*mma »Srr »
1yji

-& xzz '*>
;

fier:

y~x—— n x* -4- — **jr3 *

/ -r .
‘

3 '

-» 3x 4 4- ii* «4.vV
3 *4 *

— a** 9 -4- &c.
3 °

Quoniam vcro in his feriebus lex progreflionis non eft

manifefta, fummationes ex hac fubOitutione deduffae pa-

rum habcnc vtilitatis. Praecipue auccm notari meren-

tur cransformationcs ex fubftitutione x— -~— deriua-i±y
tae

,
quippc quae non folum eximias fummationes

,
fed

etiam idoneos modos ad fummas ferierum appropin-

quandi fuppeditanr. His ergo
,
quae fine calculi differ-

rencialis opc funt expedita
,
praemitfis

,
ad ipfum huius

calculi vfum in doftrina ferierum oftendcndum progre-

diamur.

. .vi; .

7 ! i

CAPUT
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CAPUT II.

DE INUESTIGATIONE SEK1ERVM
SVMMAB1LIUM.

Si Seriei
,
in cuius termini's inert quantitas indetermi-

aata fumma fuerit cognita, quae vtique erit func-

tio ipfius x
;

turn quicunquc valor ipfi x tribuatur, fe-

riei fumma perpetuo aflignari poterit. Quare fi loco x
ponatur x -4- dx, feriei refultantis fumma erit aequaHs
lummae prions

,
vna cum ipfius differencial! : vndefequi-

tnr fore differentiate fummae — differentiali feriei. Quia
vero hoc modo tarn fumma, quam finguli feriei termini

multiplicati erunt per dx
, fi vbique per dx diuidarur,

habebitur noua feries, cuius fumma erit cognita. Shnili

modo ft haec feries cum fua fumma denuo differentie-

tur, & vbiqud per dx diuidarur, noua exoritur feries

cum fua fumma : ficque ex vna" feric fummabili quan-
titatem indeterminatam x inuoluente, per continuam dif-

ferentiationem innumecae nogae feries pariter fumma-
biles clicientur.

20. Quo haec clarius pcrfpiciantur, propofita rtt

progreflio geometrica indeterminata
,
quippe cuius fum-

ma eft cognita, haec:

~;“l -f-jr3 -+- x* x s x* -+- See.

Si
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Si nunc differcnriatio inftituatur, crit

:

dx .. .

j-—~Xi— dx -4- 2xdx -4- sx'dx-tr+x'dx H- yjr44r -4- &c.

atcjue diuifione per dx inftimta, habebitur

:

~ 1 -+•**-+- 3 x*
-f- 4*-* -4- J-*

4 -4-&C.

Si denuo difFercntietur, atque per dx diuidatur, prodibit:

2 — 2 -t- a. 3* -4- 3-4X* -f- 4. yx3 -h 5 . 6x* -f* &C.

feu

I

(!_*) s — I "*~ 3X -4- 6f* -+- iojt 3 -+- iy4T4 -4- 2iar*-4-&c.

vbi coefficientes funt numeri trigonales. Si haec porre

difFerentietur, atque per sdx diuidatur, obtinebitur: 1

~
1 -4- 4X-4- jox* -4- 20 x* -+- 3J jr4 -4-&C. •

cuius coefficientes funt numeri pyramidales primi. Siq-

que vlterius procedendo oriuntur eaedem feries quas

ex euolutione fra&ionis
1
-~ - nafci conflat. ,

(1

a 1 . Larius autcm patcbit haec fericrum inueftiga-

rio , fi antequam quaeuis difFerentiatio iufcipiatur
,

ip£a

feries vna cum fumma per quamuis ipfius x poteftatcm

feu fun&ionem mulriplicetur. Sic cum fit

~ 1 -f-ar 3 -\~x* -f- X s -j- &c.
1 -x ...

mulriplicetur vbique per x*», eritquc

xm

l-X
*-+-ar'"-+-}-|-ar'»+4-4-.&c.

1

CLq nunc
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nunc difierentietur haec ferics, fietque per Jx diuifo:

MXm~ x ( J»— l) X"
' “—

-"(i xy (a»-f-i)**

-+-(m-+- 2)x"+t~\~(m &C.

Diuidamr nunc per .*•"*-», habebicur:

m—im—!>_ * . x
(I—xy

~~ -+-(«-hO *

multiplicetur haec antequam noua difFerenriatio fufei-

piatur per **, vt fit

mx" jr"4-i

J^c (JZ^y—
mxn-+-(m+

Nunc inftituatur difFerenriatio, & diuifo per dx erit:

mnx*-i (f»-4-w^4-i)4r*
,
ar *4-»

~U=xy t-(T^y = maxa -' '

-J- i)(»-4“t)x*-4-(Br-4-2)i(a

-

4
— 2) jt

Diuifione autem per x"-} inflicuta, fiet:

mn
L
(w-f-g-f-i)*

,
2xx

i-x~^~ (1—xy —
.

m n~\-{m-\~i)(n-\-i)x~\-(m-^-2)(n-\-2)xi -^-Scc.

ficque vlterius progredi licebit : inuenienmr autem per-

petuo eaedem feries, quae ex euolitfione fra&ionum fum-
mam conftiruenrium nafeuntur.

22
. Quoniam progrefiionis geometricae primum as-

fiuntae. fumma ad quemuis terminum vsque afiignari

; i _
po-
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poeeft, hoc tnodo quoque feries definito terminorum nu-

jnero conftaates fummabuntur. Ita cum fit
•' *

i —x
crit differentiatione inttituta & tcrminis per dx diuifis

:

Hinc fummae poteftatum numeroram naturalium ad

quemuis terminum inueniri poterunt. Muldplicetiur

cnkn haec feries per *, vt fiat: —
,
_~

X-(n-4- _
(i—*y

. -
V

-+-»*"

\" /

quae denuo differentials ac per i* diuifa dabit: . ..
,

I-+-* ^-f-i)
,g»-t-(2W-4-aa x) *"-*-«

(i x) 3

~i-+-4*-H9**-»- •
-*-»***“!

quae per * multiplicata dabit:

* _*_*•»— 0-4-i)***+-*-4-(a»»-t-*»

—

nnx"+t—-T
“'rr" o^-*)* .

rr*-+-4* J -+-9*3 -+- • « • > • -*-1 ”***

quae differentiata, per dx diuifa ac per * multiplicata

producet feriem hanc:

x ~j~ g x* -t- 27 x
3 -t- • • • „• •

cuius fomma propterea inuenietur. Ex hacque limill

modo fumma biquadratorum altiorumque poteftatum in-

definita ertidtur.
‘

’
• •

•
: •• ""

, :

A
* - Q.q * ‘ 3 *
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23. Merhodus igitur haec ad otnncs ferics qnand-

tatem indererminatam continentes accommodari poteft,

quorum quidem fummae confront. Cum igitur praeter

gcometricas feries rccuirentes omncs eadem praeroga-

tiua gaudeant, vt non folum in infinitum
,
fed etiam ad

quemuis terminum fummari queant; ex iis quoque hac

methodo innumerae aliae feries fummabiles inueniri po-

terunt. Quod cum opus foret maxime diffufum, fi id

perfequi vellemus, vnicum cafum perpendamus.

Sit fcilicet propofita haec feries

:

x7—— ZZx-t-x'+ix3 -4- 3*+-+-$.*-*-f- 8x«-4-i 34r , -4~&C.

<• quae differentiate ac per dx diuifa debit

:

(i-x-xxj*
—*+«*+•&** -+-12X 3 -H25X*-+-4Sx *-+-9lx* +&c.

Facile autem patet omnes has feries hoc modo refultan-

tes fore quoque recurrences, quarum adeo fummae ex

ipfarum natura inueniri poterunt.
• »

24. In genere igitur fi feriei cuiuspiam in hac for-

ma contencae; ax-+-bx 2 -+-cx 3 dx* •+- 8cc.

fumma fuerit cognita, quam ponamus ~ S
,
eiusdem

feriei, fi finguli termini fingulatim per terminos progres-

fionis arithmedcae muldplicentur, fumma inueniri poterit.-

Sit enim

S ZT ax -4- bx* -4- cx 3 -+- dx4 -4- ex3 -h &c.

muldplicetur per xm
t erit

Sx*—ax"*1 -4- bx »+* -hcx"+J -i~dxm+*-h 8cc.

J dif*
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diffcrentierar haec aequatio, & diuidatur per dx :

-4— («* —f— 3 ) cx
m -4-»— &C.

1
*

diuidatur per x—*, eritque

ms -f- ~ (m-\-i)nx -4- (*wH-2)^a -}-(«-+- 3y^r
3

ax

Quodfi ergo huius fequentis feriei furama defideretur:

max bx* -f- (•H—

2

S) cx
3 (a-4-3G)d**~h &c.

multiplicetar fuperior per 6 ac ftatuatur m S -4- S— a

_ «

—

e
vt ut ^— ;€

eritque huius feriei fumma

MS
(a—ff)S-+-

(/a-

25. Potent etiam huius feriei propofitae fumma

inueniri, fi finguli eius termini multiplicentur per temu*

nos feriei fecundi ordinis fingulatim, cuius fcilicet diffe-

rentiae demum fecundae fint conftantes. (^uoniam enim

1am muemmus,

mS-+-7i
—

(«-f- 1 ) cx
3 -+-&C.

multiplicetur per x n
,

vt fit

m§ x•_j- —

(

m-+- i ) ax*+
> -4-(«-»-2) bx"+*-4-&c

dx

differenrictur pofito dx eonftante, & per dx diuidatur

:

. x"+ lddS
mnSx*~ l

dx • * dxx

(/a—{—i)(fl-4—0 ax* "4- (OT-4-2Xs“4~2.)^"”*',—H&C-

Qjl 3 Di-
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Diuidamr per *»-*, ac multiplicatur per k, vt ft:

«a*S-4- kxJS
—|— *«*"S

dx '

0+00+ i)W-4-(w-f.a)(»+2)WAr J
H-(»7+3X«+ f &c.

Comparetur nunc hacc feries cum ifta

:

cnt: • Diffii.
km-4— kn-\- k~a

kmn-{- 2km-\— 2kn—\-4k~a—\— S
km-\-kn—J— 3k~£
km —\—kn—}— J—y

Ergo ^— iyj & m-\-n nr——.3 j atque

a
n ^

.
2tt —

-t t= 2(*

—

•OT

y y
Hinc fumma feriei quaefita era:

(g—'y)y^S y*V,/S
dx . 2 dx*

'
(«__S-4-y)S

_ c ,
GxJS

,
yx'dJS-

‘ s^^r + -TSr
'

Diff. 2.

2k—

y

26. Simili modo fumma repcriri potent feriei huius

A/j -+- B£#-t- Ccx* -h Ddx3 -i-Eex* -+- &c.

fi quidem cognita fuerit fumma S feriei huius

:

S= a -+- h

x

-+- cx* -+- dx3 -4- ex4 H-fx s
-f- &c.

atque A, B, C, D, &c. confHtuant feriem, quae ad
diHerentias conftantes dedudtur. Fingatur enim fumma,
quoniam eius forma ex antecedentibus colligitur, haec

tx3d3S tx*J*S

6dx3 -+~
a4^4

-4- &c*

Nunc
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Nunc ad Iicteras a, £ , y , <*, &c. inueniendas euol-

vantur fingulae feries > ericque

:

aS — (La-t-a.bx-¥- acx* -h adx3 ~b ar*4 -H&c.

6 tx -+-2$cx2 -h $£dx3 -+-4£ex* -+- &C.

yr*» -4-yidx 3 -h6yf^4 H- &c.

C*4S _
dx ~

yx^ddS __>

JtrV3 S _
6</**

«Af4 </4S _

24 (4c 3

quae fitnul

idx3 -+-4^A' 4 -4- &C.

«*X4 -+- &c.
« • I

fumtae comparentur cum propofita

:

Z“ Art -+- Rbx -f- Cfjr* -4-D</*3 -4-E*.*-4 H-&C.

fietque comparatione fingulorum terminorum inftituca

:

a r: A
e= B— a— B—- A
y C — 2 J •— a 0 2B —f— A
S — D 37 36—a~D 3C-+- 3B A

&c.

His igitur valoribus inuemis erit fumma qoaelTca

:

z _ AS
(B—A)WS ^ (C— 2B-f-A) x2ddS

1 dx 1. a dx*

(D— 3CH-3B

—

A)x3<PS

J. 2.sdx3

feu fi feriei A
,
B ,

C
,
D

,
E

, &c. differentiae con-

tinuae more confueto indicentur , eric

Z —
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VAjc’J’S
i .2.3

H-
?
EC

:

ry _ AC,
,

&A.xdS
,
A*A.x*</*S

.
A 3A.* 3J3 S

*j — /\o H ^ H —
• H — -4- ScC.laX 1.2 dx %

l.2.$dx*

fi quidem fuerit vri affumfimus

:

S zza -bbx -b ex* H- dx3 -b ex4 -+-fx* -4- &c.

Si ergo feries A, B, C, D, &c. tandem habeat diffe-

rentiae conftantes, Comma feriei Z finite exprimi potent.

27. Quia fumto e pro numero, cuius logarithms
hyperbolicus eft — J

, eft:

x X* x3 X4 X*
e* 1 -+-——I- —— -4- -+- — -+- - -+-&C.

1 i.a i.a.a 1. 3.3.4 1.2.3.4.C
-+-&C.

— f*

I 1.3 1.3.3 1 . 2 . 3*4 I.2.3.4.J

fumatur haec feries pro priori, & cum fit

S zz e* erit

dS _S = '

AS
i/x*

*“ e &c*

Quare huius feriei, quae ex ilia & hac A, B, C, D, &c.

componitur

:

Bat Cx* Dx 3 Ex 4

Ah H H H H- &c.
I 1.3 1 . 3.3 1 . 3 . 3.4

fumma hoc xnodo exprimetur:

/a xAA xxA*A x 3A 3A x4 A4A _ N
** (

Ah H- ——— H i 1- &C. )V 1 1*2 I.3.3 1. 2.3. 4 J

Sic fi proponatur haec feries

:

y* ,
1 ox*

_
i 7x3 2 fix4 372**

a H — H- —— 1 ( 1 • H- &c.
1 1.3 1.2.3 1. 2.3.4 I*2.3'4.f

Ob
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i Ob feriem
j
A, B, C» D, E, &c.

A=a, « 17, *6 &c.

aA-Z: -
:
*
3 »‘* 5,' 7» 9i &c. ‘

b'Azz a. 2, 2 &c.

erit huius ferei

:

fumma = f*(2-4-3*4* **) = ** (H-*)(*-H0 *•

quod quidem fponte patet. Eft enim

*<* =

3 jc in

xxe* ~

2X

1

3*4

ax* ax

2

3**

3 2X4

f
24

3
**1

&c.

2 °

^ 1« + 7 + 7 &c.

IOrx t 7*3
,

a6-y4

<*(2 + 3*+jrx)— 2 + **'+
2 6 24

&C.

28 .
Quae ha&enus funt tradita non folum ad fe-

ries in infinitum excurrentcs fpe&ant, fed etiam ad fum-

mas quotcunque terminorum: coefficientcs eniiq ><*, ,

c j gee vel in infinitum progredi, vel vbicunque li-

buerit abrumpi poffunt. Venun cum hoc non egeat

vberiori explication^ quae ex haftenus allatis fequuntur,

accuratius perpendamus. Propofita ergo quacunque le-

rie, cuius finguli termini duobus conftent faftonbus,

quorum alteri feriem ad differenrias conftantes deducen-
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tem confticuant
,
huins feriei fumma potent aflignari

;

dummodo omiflis iftis fa&oribus
,

feries fuerit fumma-
bilis. Scilicet fi propofita fit ifta feries

Z ZZ Aa -\-Bbx—|— -f-Efx4 -4-&c.

in qua quantitates A, B, C, D, E, &c. eiusmodi fe-

riem conftituant, quae tandem ad differentias conftantes

perducatur; turn iftius feriei fumma exhiberi poterit,

dummodo habeatur fumma S buius feriei

S— * *4“ bx — ex* -4* dx3 —|— ex 4
-f- &C.

Sumtis enim ex progreffione A, B, C, D, E, &c. difFe-

rentiis continuis
, vti initio hums libri oftendimus

:

A
, ;

. B
, C, D

, E - F &c.
A A, AB, AC, AD, AE &c.

A*A, A*B, A*C, A*D &c.

A 3A, A 3B, A 3C &c. ..

A 4A, A 4 B, &c.

A SA, &c.

&c.

erit feriei propofitae fumma :

Z=SAH-^2aA
i dx

x*ddS x 3d3 S
ijd^ ^ A "

+“ A3A_f- &C *

pofito in altioribus ipfius S diiferentiabbus dx conftante.

29 . Si igitur feries A, B, C, D, &c. nunquam
ad differential conftantes deducat, fumma feriei Z per
nouam feriem infinitam exprimetur, quae incerdum ma-

gis
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gis connerget quampropofita

;
ficque ifta feries In aliam

fibi aequalem transformabituf. Sit ad hoc declarandum

propofita haec feries

:

**•

&c.

quam conftat cxprimcrc ,
ita vt fit Y—-l(i-y).

Diuidatur hacc feries per y r & ftatuatur >= &

YrzjZ, vt fit —y)—— -^/(t

—

x)t

- cm
‘
!

;

'

z=l4.f:+^ H-^+4+^-h &c. \
2 3 4 S 6

quae comparata cum ifta:

S— I -4-3r-+-JT*-f-x3-4-x4 4-jYJ-f-x ff -f-&c.
,

dabit pro ferie A, B, C, D, E, &c. hos valores;

i i

»..? 3
’

I I_

i.a’ a .

3

’ 3.4

1.2 1.2

1

4
v

1

T
1

4-5

1.2.3* 3 - 3-4
1

3 -4-5

1.2.3

T. 2

m"
1.2.3

*

t

1. s-3-4 3 - 3 - 4-f
&c.

Erit ergo A”i j f j
^ 3A^— J&c.

Rr 1 Porro
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t’*' t . J

•• V *
. ^

„ ..'Eorrp.cmn fit . $ zz —— , erir
r. inL'O ..Trnjj. Z.u r*~x lit.

</S i : -
' ’•

- li! tj-V: ?
T

•••

_ i_

,
1.2dx* — (I-X)*

i;

i

1.2. 3/** (r—x)4

&C. • _ L ,

Quibus valorxbus fubftitutis orictur fumma : Z
_i * . .

** -y*
,

-y4 „

I-X. _ »(»-•*}*- 3(i-jr)
3

- 4(r-or)«--

Cum ergo fit * rrj ,
& Y— .— /(i

—

,
erit

l(l .y
>*

. V j>*
, „

quae feries vtique exprimit

>^r±i)='7±ry =-^-»,
cuius adeo veritas per ante demonftrata confiat.

t , ' , ; »

30. Propofita nunc fit ifta feries, vt eriam vfus

pateat, fi poteftates tantum impares occurrant, & figna

altcmentur.

Y =>— —— -4- &c.

ex qua conftat efle Y— A tang
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»* - ,

*
• y

Diuidatur haec feriei per y, & ponatur = Z,
* /*

"
• «

* . £
r

\ L.
,

* J
,

1

& jry= x; exit:

z=-f+7-T+7-rT+&e-

_ . quae fi comparetur cum ifta
: „

Srrr

—

x-[-xx—x* -f-x4—&c. fiet S= 7ip7»

& feries coefficientium .
A, B, C v D, &c. fiet:

' m «
•

1 1 — i- &c '
*

j ’ 5 ? 7 *, 9

-7* IT? * 5*7’ 7-9

A*A =

A’A =. —r~? —
A4A =:

a-4 .
a -4

.
2*4

3^5 ’ 3-5-7
5

5-7-9

2.4.5^ 2.4.6 .

' 3. 5.7*9 ,

a. 4. 4.8

3. 5-7-9

&c.

At cum fit S — -

x

~
j

</S
t ___ .

\

.
• n/x "{*+*)*:

4/S _ r_

i.a dx* (i+jr)1

i_

J.2.3^x* (1+x)4 &c.

Rr 3
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Quare fubftitutis his valoribus fiet forma Z
* * * . 2. 4 *%

, 2. 4. 6 x*+ + j-\-8cc.

Rdtiruco ergo xzzyyj & per y multiplicato fiet:

Y ~ A tang y
—

—

2 y*

*+yy aO-H*)*
f

a. 4 J 5
,

• 2. 4. gy
3-5(*-H3')* 3-5'7(i-\-yy)*

t&c.

3*. Poteft quoque fuperior feries
,
qua arcus cir-

«uli per tangentem cxprimirur, alio modo transm«an',
cam comparando cum fcrie logarithmica.

Confideremus ncmpe feriem

Z=i~i —
3 S 7^9 J I

-t-

quam comparemus cum hac

:

s- -— ?

T

—T -H T — &c.

i - i /(.
o 2

'

atque valores litterarum A, B, C, D, &c. erunt

A—

AA=

^*A =
A 3A =

£
i * 3 * 5 * 7

1 . +* . +» .

3 ’ 3-5 * S-7
7

-2 -4 .
-2.4

. -2.4
#

3-5 ’
. 31-7 ’

S 79 1

2.4.5

1 -
* 9 *

~ • &c
7-9

’ &C-

&c.

&c.

3.5.7
; &c. t)e
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Deinde cum fit S“ — — — / (i-f-*) ;O 2

_£S ___
i"

citt

\Jx

JdS_ _
\.idx%

1.2.3 dx 3

d'

s

a(i-+-x)

1

4(i-Kr)*

1

1

1.2.3^dx 3 g(i-f-4r)4

&c.

Eric igitur SA~ S. y
“ 1 : & ex reliquis fict:

2XX 2A* 3
o

tt: — &C.7”— .

3(i-f-r) J.JOH-*)’ 3-J-70-H0 3

Ponatur nunc r ~yy
, & multiplicetur per y fiet

:

Y — A tang y zzzz

ajyS 2*4> r

&C.
3(i-HxO r-yCi-Hx?)* 3'i-70-hxr)

J

Haec ergo transmutatio non impediebatur termino infi-

nito qui in feriem S ingrediebatur. Sin autem cui

fuperfit dubium, is tantum fingulos terminos praetcr pri*

mum fecundum poteftates ipfius y in feries refoluat,

atque deprehendet actu feriem priinum propofitam re-

fultare.

32.
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32. Ha3enus eiustnodi tantum feries fumus con-

tcmplati, in quibus omnes poteftutes variabilis occurrunt.

Nunc igitur ad alias feries progrediamur, quae in fin-

gulis termini* eandem poceftatem ipfius variabilis com-
ple&anrur, cuiusmodi eft haec

:

s= -~
a-\-x 4- -4- &c.

b—\—x ' c x ' d—\— x

Huius enim feriei ft fumma S fuerit, cognita ac per

funEtionem quampiam ipfius x expriraatur
,

erit diffe-

rentiando ac per -dx dioidendo

:

— - | 1 , J_ l.
dx — ^ (J-HO*^ (c-\-x)>^ (J-hx )

2

Si haec vlterius differenrietur
,
atque per —2 dx diuida-

tur
, cognofcetur feries cuborum :

ddS 1 1
,

1

aJx* ” ^(J-i-xy + &C-

haecque denuo differentiata
,

arque per —3 dx diuifa

dabit

:

—</3 S__ 1 , 1 , 1 ,
1

6dx 3
4 8cc.

(<H1—.r)4 jt)4 (c—(—a") 4 (^-j—r)
4

Similique modo omnium fequentium poteftatum fum-

mae reperientur
,
dumuiodo fumma feriei primae fue-

rit cognita.
• • *

. f •

33. Huiusmodi autem feries fra&ionum quantita-

tern indeterminatam inuoluentes fupra in introduEHone

elicuimus, vbi oftendimus, fi circuli, cuius radius ~ r,

femiperipheria ftatuatur fore
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n fin— x

2tt—

m

x cof— x
«

n Cm

xn\m jn—

m

^C ‘

I L_h .1 £
I

£ l_ .
-
em n—m n\m 2ft—m xn+m jn—ra ’’ OK"

Cum igitur pro m & » numeros quoscunque aflumcrc

liceat, ftaraamus n~ i
, & m~x y

vt obdneamus feries

illi quam in §. praec. propoiueramus fimiles; hoc fa&o
eric

:

1U1 XX

x cof X X
fin x x

i * i i t 1

*
~—

x +• r+*
—^ •+ j+;

—
Per diffcrentiationes ergo fummae quarumuis poteftatum

ex his frafrionibus oriundarum exhiberi poterunt.

34. Confideremus feriem priorem
, fitque breuita-

TT

ds gratia zz S
,

cuius differentialia alriora ca-

piancur pofito dx conftante : eritque

Ss S=
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s

dx

ddS

2dx*

~d3 s

6dx 3

d*s

2+dx*

-d*s

uodx*

514

I 1 i i
. ...

1
.

,

.
* err.

" X I X i -f- X 2 X ‘ 2 3 •*
— occ.

I I 1
_L_

1
_J l .

i e,-

XX (i-*y ' (*-*)’
r

Ca +*)* ( 3 -2T)»
CxC.

I
1

1 t I
,

1
,

1 — &c.
X 3 1 (I-O 3 (i +Jr)3 (2-X)3

' (2+.V) 3 '
( 3
~

•r)
3

I I i
_±_

1
1

1 I

X* O-xy (i+*)4 1
(*--04 1

(2+.r)4 (3-xy
— ccc.

I
1

1 i i
,

I
,

1

X 3 1

(2-JT)* (2+*)*
1

(3-*y
OcC.

I i I 1

|

1 i —&c.
x e (i+*) 9

'
(2-x)

a

&c.

'

(a +•*•)' (3-*y

vbi notandum eft in poteftatibus paribus %na eandcm

fequi legem
,

pariterque in imparibus eandcm legem

fignorutn obferuari. Omnium ergo iftarum ferierum

fummae inuenientur ex differentialibus expreflionis

Q
lin it x *

31 -

ponamus

crit

&

Ad DiiTcrcntialia haec fimplicius exprimenda

iinirx—p & cofarx ~ q,

dp ~ 7T d X COfTX~7rt/dXy

dq ~ x p d x . Cum ergo fit

S =
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S

f* 4S_

dV
ddS_

dx 3

-d3 S

dx3

dx4

•*dsS

’dx*'

d‘S

'dx 6

-d JS
dx 1

d*s

333

crit
,

*

P
n*?

' PP

p
3

P
s

^cf120 ** !L°lI gIA
l f

4 pp'

vel
— *•*(?* •+* ?8g 3 -4- 6if)

P
a

yr'C
120^

I

I 3 2°f
4

I

gga ?*
I

6l>
\

\ />
7 ** f

3

, _ y 7
(f

ff-hi73? 4 -H47g? a -f-gQ _

p
r

_.fio40? 7
,
109204 3

, 73^ J
,

I 38*?\* V~7i

—

1—k
1 7
—

1 r~)
yfQ

vel zr ^(?
7 4-543? I -4-3ni!7 3 *+-x38j?)

,_ %fW*oq' ,
100800?*

,
$36644*

I *4f*8?
#

,
I38y>' v

_
7T_+—7

—

+—T-+—7~ +_yv
&£.

Ss 2 Quae

ob
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Quae exprefliones facile vlterius quousque libaerit con-

rinuari poflunt, fi enim fuerit

:

±£=-~(£ +^ +*£+*0
erit differentiale fequens fignis mutatis:

\ p*+t
+C»-3^yj>—* +(»-*)*!

f*-4 ^
. , 36- Ex his ergo obtinebuntur fummae ferierum

fuperiorum §. 34. exliibuarum fequentes

:

1

— zL f

s ar.

-,/s X*

dx I

dd% if
3

zdx 1 2

~d*S a-4

6dx3 ’ IF

d*s =£i

7)

50

sr6 S120 q

P
3

P‘

i8of3 6l q

120dx s

J‘S

720 dx 6

-</ 7 S
.

5040^* 7
'

</*s _
40320^ *

so
v6 si:

120 V
V 7 sy2ot} <s

. 1320^* 652 q* €i\

J
x 9

/'J040f
7

,
io$20f s

,
J266q 3

,
138—

5040V. p B ' p
e

' p*
‘ p

*

_ *-*> ^40320?*
,
roo8oo^ ff

, 83664?, 24568?*
, I385N~+ + ~7^“+VJ

&c.

37.
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37. TraSemus fimili modo alteram feriem fupra

inuentam

:

jrcofrx i

finsrx

xi i t 1 1 . _— H ;
— — *+* — —f- &C.x ir-x i+x 2-X 2+x 3~x

- , . > fl COfax rr,
atque pouto breuitaus ergo

-];n
— * >

onentur

fequentes fummariones:

T _ 1 1 . 1 1 . 1

-dT
dx

x

1

I X
l

1-+-X

I

'“x3 ^r'(i-^) a
~t
”(i + x)*

ddT 1 1 1

2dx* x3 (i— x) 3 (i+x) 3

_ L

2-j—X

I

-&c.

(2-X)

I

1 1 1
1

?

x*^(i-x)*^(i + x) 4

*»

4

(2+x)»

I

(3+Jf)7

I

(2-X) 3

X

(2-xy
I . X

(2-x) 3
'

I

(2+ -O'

+-&C.

— &c.

— &c.

-d3T
6dx 3 x

d*T I

24 dx* x 5 (l-x) s
”r

"(i + x)»

T^T3 — xo^(i-x) ‘^ (1 +x)« ^(a-xy (2 "t"x)
s “c -

&c.

vbi in poteftaribus paribus omnes termini funt affirma-

tiui, in imparibus autem figna -f- & — alternatim fe

excipiunt.

38. Quo differendalium horumvalores innotefcanr,

ponamus vt ante fmrx —p & cofvx~^
y vt fit

PP~^~^~ l
j

erit dp — nqdx Sc dq——xpdx.

Ss 3 Qui-
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Quibus valoribus adhibitis eri?

;

T — t.

=£L= x>(a+ ,\= ?L
dx \pp J pp
ddT _ (iq*

,

2q\ _ zir'q

~d^-- x
Vf3

‘“h 7-'“7“

dx* \ P
^

d*T
=*C£-H30

p
Sqq

PP
I Sq

dx*

Jx* — \ p<

daT - fyioq*

dx 6
7r

v p
7

~d'T „ 40^
dx i \ p°

n ^40320 q
7

120qq
~7*~

$ 6oq 3

P s

8400^
4

if

)

vvd

7£A
p 3 y

/>/>

2

35^ 6^*

</*T V
&C.

P°
80640 jr 5

P 7

P 4

272\

483 84 f
3 793*<A

J»* f3 /

Quae formulae facile vlterius quousque libuerit continuari

poflunt. Si enim fit

‘— rfjf"

*--7——Ti*+ t ( —— 4V/H-i
§^»-} yq*-f

4-
^3
*—

1

erit expreffio fequens:

-*+'T
, (»-0(«+ey-* , (»-3)^+yV-4

,

o_.

)

+dZz+i ~-
* />-+* +

/,» t

—

+<3ccv
39 .
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39. Series ergo potcftatum §. 37- datae fequentes

habebunt fummas pofito CwTxZZp & cofnx~

40. Praeter has feries inuenimns in introdu&ione

nonnullas alias, ex quibus fimili modo per difFercnriatio-

nes nouae eiici poflunt. Oftendimus enim efle

:

j_ ___
rVx -

ax 2 x tang rVx

_J —1
1

J. h —4 1

1

h&c.

Po-
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vt fit

dS__
Jx
— '

Ponamus fummam huius ferici eflc rr S,

coCtVx
g J T_

2x aVx ’ fin srl/d:
’ ent

4-

COfjrVx + ftit

ixx ' ^xVx ' fin xVx 4X ((in TrVxy*

quae ergo expreffio praebet fummam huios feriei

:

x . i . i i . i

a-xy + + + +
(4-*y C*-*y

1 (16-xy-1 -(2,-xy

Deinde quoque aftendimus efle:

_ar_ 1

aVx ’ e lxVx—\ ax

+ &c.

— -+- i h &c.
I-4-x 4-hx 3 -4-x l6 -4- X

Quodfi ergo haec fumma pohatur ~ S, erit:

-dS i i i i „

‘^“(i^)l (4+^) 1 (9-hxy ^(iS-hxy

At eft

dS_ — jr_ e ,xV*-\-

1

%w e lxV* i

dx~~~ qxVx' e i7rVx— i x ‘ (e*xV*-iy zxx'

Ergo fumma huius feriei erit

:

-dS v e i’*Vx+ i v* e**^x

dx qxVx' eirVx— l x ' (e irVx-iy 2xx
*

Similique modo vlterioribus differentiationibus fummae

fequentium poteftatum inuenientur.

41. Si cognitus fuerit valor produ£H cuiuspiam ex

fa&oribus indeterminatam Iitteram inuoluentibus compo-

firi
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fidj ex eo per eandem methodum ianumerabiles feries

fummabiles inueniri poterunt. Sit enim huius product

(i—f—ar) x) (i-Hy*) (i-f-J-r) (i-4~« x) &c.

valor ~ S ,
funftioni fciiicet cuiuspiam ipfius x

,
erk

logarithmis fumendis

:

Sumantur iam differentialia, erit diuifione per dx inftituta :

. _JL_ *_j 1 1 i L_ &c
Sdx i+ax ^ i+gx ^ i+yx

ex cuius vlteriori differentiatione fummae poteflatum

quarumuis iftarum fra£tionum reperietur; plane vti in cx-

emplis praecedentibus fufius expofuimus.

42. Exhibuimus autem in introdu&ione nonnullas

iftiusmodi expreffiones, ad quas hanc methodum accom-

modemus. Scilicet fi fit it arcus i&o 0 circuli, cuius ra-

dius — 1 ,
oftendimus efle :

_ mx mir Ann mm 1 6nn mm 361m——mm _
fin
—~

—

.
— . - . etc.

in in 4nn i6nn 3 6nn36nn

mx nn mm 9 nn mm 2 jnn—mm q^nn—mm _

C0f^ — nn ' Jm ' aj nn
'

4fnn~
C ‘

fin xx~itx.

Ponamus nzzt & m— 2X
;

Vt fit

I XX 4—XX 9—XX 16—XX .

- XX. . . •—77— • c
I 4 9 16

&c. vel

i-x i+r i-xi\x 3-x 3+X4-X
fin «=«.—.— — &

.. Tt
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i 9 25 45

r I-2X I4-2JT 3-2r 3+2X f-24: J+ 2JT „C0fr.r— .-7— . &c.
* 1 3 3 5 f

Ex his ergo expreffionibus
,

fi logarithmi fumantur, erit:

/CmxxzZ /jrjr|/ -4- Sec,

1Cof«=/I^+/^“+/5:"+/i±5£+/ £2£_,_ &c.

43 . Sumamus nunc harum ferieram logarithmicarum

difFercntialia, & diuifione vbique per dx fa&a prior feries

dabit

:

ttzq^x i_ _ 1
,

1 _ jr . 1 r

finsr* *-ar ' i-f-jr 2-JT T 2-fx 3-jr

quae eft ea ipfa feries, quam §. 37. tra&auimus. Altera

vero feries dabit

:

2 2

&c.

•-jrfmiTJr —
2 ^ &c.

COfTJr 1-2* ' I -fax 3
~22T ‘

3 -f
24r $-2X~

Ponamus wz», vt fit

^ , & diuidamus per -2 erit

jrfin^ffs 1 11
H — &c.

2C0Civ* 1-2 i -{-a 3-a 3-f-a ' j-a

Cum autem fit

r , >/ 1— cofws „ r . i -f- cof sr*
fin 4 ;t3 “ V oc col 4 ts ~ V—1

_ 1 *

ent

:

tV(

I

— cofra) _2 2 . 2 2 2 „

V( i -feoffs)"’*' i-s i-fs
.
3-a 3 -f a ' j-a

C’

feu
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feu loco » fcribendo x erit

:

vV(l-COhx’) 2
_
2_ ' _2

_ _2
’ V(i-fcofrx) i -x i-f*’ 3“jr ' J—

*

fit

Addatur hacc feries ad primum inuentam

:

ircofrx j x i x_ _i i

finsrx x i~x ' i -f-x s-x' 2 -|-
-h&c.

+

t* 3~*

Atque reperietur huius feriei

:

i i.i.i i „-4-—,
I i &c.

l-x i-j-x a~x a-j-x 3~x

xV(\ cofxx)
,
v cofxx

Surama = —(H^ass)-^ fissr-

3-fx

At frafHo haec

fi numerator & denominator multiplice-
V(i-hcofxx)’

tur per V (i— cofsrx) abit in ' Quocirca

fumma feriei erit — quae eft ea ipfa, quam §. 34.

habuimus: vndc earn vlterius non perfequemur.

#

Tt 2 CAPUT
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CAPUT III.

DE INUENTIONE DIFFERENTIARUM
F1N1TARUM.

Q
44-

uemadmodum ex fun£lionum differentiis finitis ea-

rum differentialia facile inueniri queant, in initio

fufius expofuimus, atque adeo ex hoc fonte principium

differentiahum deriuauimus. Si enim differentiae, quae

afllimcae erant finitae, euanefcant, in nihilumque abeant,

oriuntur differentialia
; & quia hoc cafu plures & faepe

innumeri termini
,

qui diffcrentiam finitam conftituunt,

reiiciuntur
,

differentialia multo facilius inueniri
,

atque

commodius fuccin&iusque exprimi poflunt, quam diffe-

rentiae finitae. Neque igitur hinc viciifim via paterc

videtur
,

a differentialibus ad differentias finitas afcen-

dendi. Interim tamen eo modo, quo hie vtemur, ex

differentialibus omnium ordinum cuiuscunque fun&ionis,

eiusdem differentiae finitae omnes definiri poterunt.

4f. Sit y funftio quaecunque ipfius x, quae cum
pofito x-\-dx loco x abeat in y-+-dy y fi denuo loco x
ponatur x~\-dx, valor y-\-dy fuo differentiali dy-\-ddy

augebitur, fietque —y -(- 2 dy -f- ddy, qui ergo valor

refpondebit ipfius x valori x-\-zdx. Simili modo fi po-

namus quantitatem x continuo fuo differentiali dx au-

gcri, vt fucceffiue valores

r-+-
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x-f-dx ;
x-f-2 dx ;

x-\-$dx
;
x-\~4dx

;
&c.

induat, valores ipfius y refpondentes erunt, quos hacc

tabella indicat:

v»tor«» Valores refpondentes fun&ionis
ipfiu»

r

X y

x-f- dx y-\~dy

x—J—2dx y-\-idy-\-diy

x-4-3dx y-Jr“i^y~irm $ddy-\-dy

x-4-fdx jy-f- 4^/y—|— 6ddy~ 4d*y-\- d*y

x-\-$dx y-\- 5dy-\- 1 oddy-\— l od3y-+- jd*y-{-d*y

x—\—6dx y-\- &dy-J- i^ddy-\~zod
3y-\~\ yd*y-ir-6dsy-\-dty

8tC. &C.

46. Generaliter ergo ft x abeat in x-\-ndx, func-

do y recipiet hanc formam

:

n .
.

n(n-t) .. (»-2>-**»+
l. a. 3

*>

»(,-) (»-»)(»-;)
j &c

I. a. 3. 4
%

in qua expreffione ,
etfi quilibet terminus infinities mi-

nor eft quam praecedens ,
tamen nullum praetermifi-

mus
,
quo ifta formula ad praelens negotium apta red-

deretur. Statuemus enim pro » numerum infinite mag-

num, & quoniam notauimus, fieri pofle vt produftum

ex quantitate infinite magna in infinite paruam aeque-

tur quandtati finicae
,

terminus fecundus vdque homo-
Tt i ge-
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gencus fieri potent primo, feu ndy quantitatem finitam

repraefencare poterit. Ob candemque rationem termi-

nus tertius ddy, ctfi ddy infinities minus eft quam

dy, tamcn quia alter fa&or
*
- infinities maior eft

quam », terminus quoque tertius quantitatem finitam ex-

primere poterit: ficque pofito n numero infinito nullum

illius expreflionis terminum reiicere licebit

47. Pofito autem n numero infinito quocunque is

numero finito fiue augeatur fiue diminuatur, numerus

refultans ad n habebit rationem acqualitatis, hineque pro

fingulis fa&oribus »—1, n— 2, n— 3, »— 4, &c.

vbique leribi poterit n. Cum enim fit

— ddy — \ nn ddy \ a d dy

prior terminus i nnddy ad pofteriorem \nddy rationem

tenebit vt » ad 1, ficque hie refpe£hi illius euanefeet;

locp ”[”*3" erS° poterit {an, Simili modo

quarti termini cocfficiens
”

oontrahi pot

rit in — pariterque in fequentibus numeri, quibus

in faftoribus diminuitur, negligi poterunt. Hoc vero

fafto fiinftio y, fi loco x ponatur x-f-ndx, exiftente

numero n infinito, fequentem valorem accipiet:

j4-
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1.2

n 3d3
y

I.2.3

n*d*y

I. 2.3.

4

n sd*y

I.2.3.4.J

-4-&c.

48. Cum igitur fumto n numero infinite magno
etiamfi dx fit infinite paruum

,
produ&um ndx quanti-

tatem finitam exprimere pofllt, ponamus ndx— w
,

vt

fit n — yx »
er“ vtique » numcrus infinitus, cum fit

quotus ex diuifione quantitatis finitae co per infinite par*

vam dx refultans. Valore autem hoc loco » adhibito

cognofcemus ,
fi quantitas variabilis x augeatur quauis

quantitate finita w, feu fi loco x ponatur -r-f-w, turn

quamuis ipfius funftionem y abituram effe in hanc

formam

:

udy

iTx
(a*ddy^

1.2 dx

*

(*)
3 ('3

y

I.2.3dx 3

u)<d*y

1.2. 3.4 dx*
-+-&C.

cuius expreffioms fingufi termini per continuam ipfius

y differentiationem inueniri poterunt. Cum enim y fit

funftio ipfius x, oftendimus fupra, has fun&iones om-

nes
Tx 3 TT 3 Tc 3 ’

&C- ^as
cxhibere.

49. Cum igitur, dum auantitas variabilis x quan-

titate finita w augeri affumitur
,

fun&io eius quaecun-

que y augeatur fua differentia prima, quam fupra per

by indicauimus
,

exiftente w — & x : differentia ipfius

y per continuam differentiationem reperiri potent; erit

enim

:

by
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L

336

iti'ddy

a dx*

to 3d3y
6 dx 3

u4d4y
24 dx 4 -f- &C.

feu

A.._ Ar Jy

Sicque differentia finita by exprimitur per progreffio-

nem
,

cuius finguli termini fecundum poteftates ipfius

bx procedunt. Atque hinc viciffim pater, fi quantitas x
tantum quantitate infinite parua augeatur, vt it abeat

in eius diffcrentiale d x
,
omnes termmos prae primo

euanefcere, foreque by~dy\ fa&o enim bx— dx^

differentia by abit per definitionem in diffcrentiale dy.

jo. Quoniam fi loco x ponatur eius func-

tio quaecuuque y induit fequentcm valorem

;

{tidy

dx
to ddx to 3d3y to4d*y

24dx 4 &C.
2 dx3 ' 6dx 3

veritas huius expreffionis comprobari potent eiusmodi

exemplis
,
quibus differentialia altiora ipfius y tandem

euanefcunt; his enim cafibus numerus terminorum fu-

perioris expreffionis fiet finitus:

EXEMPLUM X.

Quaeratur valor expreffionis x x— x ft loco X pe-

natur x-f- r.

Ponatur yzzxx— r
;
& cum x in x -f- 1 abirefta-

tuatur, fiet 1, fumds iam differentialibus eric :

di — , „ .. dJi 0j— o . &c

Hinc
dx
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Hinc ftmftio yszxx ;— or pofito x-+- i loco x abibit

in: xx.—tX-+-i(2x—i)-+-1-2

Quodil autem in jtjt

—

x loco x a&u ponatur x s

abibit
* *x in xx-+-ix-{~i

x in *4-1

Ergs xx—

x

in
4
a-x-Hx.

exemplum ii.

j
Quaeratur valor exprejjtonis x 3 -f-xx—f-x, fi loco X

ponatur x -4- 2 .

Ponatur y— x 3 —j— xx x
,

fietque <0—
cum fit y= x* -+-xx-+-x

erit • ^ ~ JXX-f- 2X -H I

T

dx 3 ~
d*y
j—7 = 0 .

dx+

Ex his valor fun£Honis y — x 3 —j— jta- ^—

1

— fipro x fta-

tuatur x -f- 2
, erit fequens :

x3 -4-xAr-4-Ar-4-2 (3XX + 2X+ i)-+“l(** + a )-4r £- 6

— x 3
-f- 7xx -4- 17* -4- 14, qui idem prodit fi aftu

loco x fubftituatur x~h 2.

EXE M PLUM III.

Quaeratur valor exprejfionis xx4- 3x4-1, fi loco x

ponatur 1— 3 . *
‘ ' *'*'*'

_

.

..I V V Fict
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Fief ergo wzz— 9 j & pofito

y ZZ xx-4- 3* *4- » » erk

iy

ddy

dx*

vnde pofito at— 3 loco x fimftio —f— 3jt-H

—

x abibit

in **-4-3x4- 1—K**+3)-+~i.*zzx*— 3*4-1.

ZZ 2

ji. Si pro w fumatur nomerus negatiuus, repe-

rietur valor, quem fiin&io quaecunque iplius x induit,

dum ipfa quantitas x diminuitur data quantitate cm. Sci-

licet fi loco x ponatur x— c*>
}
fun&io ipfius x quaecun-

que y accipiet iftum valorem; j ...

w * ddy

2 dx*

ta^uiy

24 dx*
&C.

vnde omnes variationes
,
quas fun£Ho y fubire poteft,

dum quantitas x vtrinque variatur, inueniri poterunt.

Quodfi autem y fuerit fundHo rarionalis integra ipfius x,

quoniam tandem ad eius differentialia euanefeentia de-

venitur ,
valor variants per expreffionem finitam expri-

metur; fin autem y non fiierit huiusmodi funQio, valor

variatus per feriem infinicam exprimetur, cuius propte-

rea fumma, quoniam fi fubftitutio a&u inftituatur, va-

lor variatus facile afiignatur, expreffione finita exhiberi

potent.

. L !

* *
I

j2. Quemadmodum autem differentia prima eft

inuenta, ita quoque differentiae fequeutes .
fimilihiis ex-

pres-
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preffionibus exhiberi poflunt- Induat enim x (uccefliut

valores *-}-«, #-l-2», x-4-3«, X-+-4U , &c.
.

atque valores ipfius y refpondenres indicentur per

yi
) j« 5

ym
t
yty

, &c. ficuti in initio huius libri pofui-

musv Quoniam ergo >*,>“, ym , yn > &c. funt va-

lores, quos y nancifcicur' fi loco x fcribatur rcfpe&iue

X-f-Otf, X-4-2W, JT-4-3W, X-f-4W, &c.

per modo demonftrata ifti ipfius y valores ka expri-

mentur

:

U3 % ddy , to 3d3y
idx * 6dx 3

gui 3d3
y

6dx3

+
24 dx4

t6c>>4 d4y
24dx 4

awi/y
,

501 %ddy .
27c>3

3d3y g iu»4d4y .

y"=y-h -Sr + T^5“+ <^3 t-rr*2—

\

/ " .i'f

4u>dy

"2T +

2

1 6<*>
%ddy S4to*^y

T /- .7 -3 T

24 Jx4

2$6u)4d4y
2dx

*

1 6dx 3

&C.
24 dx4

4-&c.

*

8cc.

&c.

53. Cum igitur, fi Ay, A*y, A Jj, A*jr, &c. de-

notent differentias
,
primam

,
fecundam

,
tertiam

,
quar-

tern
,
&c. fit

:

A j1 *= y 1 — y ' • «

; , \\L
%
y = y a — *y l y

'

& 3y= ytn
3
yn _j_ 3JI y

b4y — 4y m -\- 6y"— 4 -f-jy

i C
- &C» c ^ '

c

V v 2 iftae
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iftae differentiae per differcntialia hoc modo exprimentur

:

u)*d*y. wdy tt)*ddy
. u 3 d 3

y4?= ^f-+- --v„Y-h -+- &c.dx 1 adx* 6 dx 3 24dx*

A*.,— y**ddy
,

(aS-a.iV^jy
t (a

4.2J-)w»^y
( o

+ 6 dx3 + ir-?——T*c-

A 3/y_ C3
j ~3>2 3 + 3.i>3^

J
6</jr3

6 i/jr 3 1 24^4
(3

4 -
3 .2 4

-f- 3 .i)hiV*j,

24<lx*
+&c-

^4 v
~(4

<
-4-3

4
l (?-24-4-i>4^4

.y , C4*-4-3^g-2 3 -4-r> J^ ,

•* aqdx* ' taodx 3 '
4c>

&C.

f4- Quantam vtilitatem afferent iftae differentia-

rum expreflionis in do&rina fcrierum & progreflionum,

cum fponte patet, turn in fequentibus vberius expone-
mus. Interim tamcn in hoc capite vfum

,
qui hinc ad

ferierum notitiam immediate redundat?

, perpendamus.
Quanquam vulgo indices terminorum feriei cuiuscunque

progreffionem arithmcticam
,
cuius differentia eft vnitas,

conftituere afliimuntur
;

tamen quo vfus larius pateat,

atque applicatio facilius fieri poffit
, differentiam ftatua-

mus —u)
y

ita vt, fi terminus generalis feu is qui indi*

ci x refpondet, fuerit y ; fequentes conueniant indicibus

x -4- Ui
,
X+2W

,
X -4- 3 W , Sec.

Quodfi ergo his indicibus refpondeant fequentes feriei

termini

:

*> jr-f-w, X-4- 2 M, X-+-3W, x -4- 40) , &C.

y >
P » Q_ » R

» s , &C.

fin-
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finguli ex y ciusque diflerentialibus definientur hoc modo:

,
(tidy iti^ddy <a i d3y (a*d*y

p =>+ir + a dx* + 6 dx 3 f 24dx*
—H &C.

r» ,
^ (tidy

, 4u*ddy ,
8 u 3d3y ,

i6<a*d*y
,

dx * a dx* ' <J-X ** * 0CC*

t> 1 ,K
Jx T TTi T2 </x*

1 5 w* ddy

a<ir*

6 </x*

27 (ti
3 d3y

6 df 3

2 4 dx*

8 1 ui*d*y

24 </.*•«
&C.

,

€4 (t)
3 d3

y f
Zf 6 u)*d+y

t 0
+ ~

6 dx*~ + a 4 <fr4
H &c-

&c.

jj. Si hae exprelfiones a fe inuicem fubtrahantur,

in differenrias non amplius ingredietur y ,
eritque

u*ddy~He*'

OJ3 d3

+ ~6dx*~ +

n w*ddy_ 7J»l^y_ .W r —dx^ 2 dx* + 6^ T

n (tk/y
( 5(tt*ddy (

ip m 5^ ,
6%u>*d*y

R-(<-— + ~Tdx*~ + 6~dx*
+ “

U)*d*y

24 dx*

1 $ u)*d*y

24 dx*

20 dx*

-H&C.

-h&c.

&c.

&c.
.

c p — I

ju'ddy f7tt) 3 d3y t7iw*d*y
“ <£r ' a</x* * ~6dx3 r3 ,34-dx*

rr, c— ^^y
1

9<* %ddy \ 61 ui 3d3y , 3 6yui*d*y . „T" b““^ + 2</x* ' 6dx3 + 24 dx*
+".®c*

. &C. •

Si hae exprefiiones denuo a fe inuicem fubtrahantur, eti-

am differentialia prima fe deftruencj eritque
?

. .

' *« f
“• »'«• •’

v y V v 3 Qjr
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adx*

R- 3Q.+P=^ 6dx3

1 2 a*3 </* . -i

a oo*ddy
t
i%w 3 d3y t

uow*d*y
dx* 6dx% a4 dx*

&CS — zR-f- — —

t-s+R=^+^+^+ &c.

v ° « • ’ 1 &C. * ,
B

7. _ \ \ - w

His autem denuo a fe inuiccni fubtra&is differentialia

quoque fecunda ex computo egredientur

:

3 6<»)*d+y

a4 </r4

.ir/;:

R- 3Q4- 3P-r=^£ -f- &C.

S-,R-f-3Q-P= ‘-££+ -+-fe.6dx 3

t- 3s+ 3r-q=^ 84 wV4ji

&C.
a+dx*

fubtra&ionem autem vltorius continuando fiet

&C.S_ 4R+.6CL-4P+>=
0

54 Jjt 4

T—4S-1-SR—4Cy-P=“j^ +&C.
" :

-• H- atque 1
' — ? - T

T— jS-hioR

—

ioCH-jP

—

y~ l2°

2

* 5

Jl*t
y -4-&c.

,
• * * * * f * *• j.|

jff. Quodfi ergo jy fuerit funftio rarionalis integra

ipfius x
,
quia eius differentialia altiora tandem eUanes-

.Jj i v 7 cent
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hoc modo proocdando tandem ad expceffiones eua-

nefccntes peruenietur. Cum igitur iftae expreffiones Tint

differentiae ipfius y ,
earum formas & coefficient^ dili-

gcntius perpendamus

:

± “'My
4. x c.

by— Jx f 2 dx* ' 6 dx 3 ' 24<£r* * iiodx*

^
</x* +-

3 ir* ' 3.4<£*-« ' 3 .4.

*
"* ^-4-y€Jxe

w*</»v , 6 ut*d*y ,
2iu'd*y t

90w'Je
y t

301 <* 7d7
y

V}=sr* +

+

*

A4 W4^4y .
jqw 5^ ,

'dEr
5- *' j.6 </*# * %.6n.dx7 r

u'd'y
,

1 5 tW«j 140 ta'd'y 10,0 u*d*y „

^ 6 dx e ’ 6.7 dx 7 ' 6.7S dx*'.

o)
edey 21 u 7 d 7y ,

a^w 8^ . 26460*d>y ,

-

b'y— T 7(&»
'• 7.8^' *

,7 .8.sdr»^
T

,

&c.

In quibus feriebus quemadmodum denominatores proce-

dant clarum eft *,
numeratorum aptem coeffidences ita

formantur ,
vt quiuis coefficiciu numeratoris fit aggrfega-

tum ex fupra fiance & praeccdente per exponentem dif-

ferential muldplicato. Sic in ferie differentiam L*y ex-

primente, ,eft 2646 n 1050 •+ 6,266. ^ , ;•

57. Confideremus quoque feriem eandem fimul

retro continuatam ,
quae cortdnet termirtos indicibus

• x—aw; x—

3

W
>
&c. refpondentes

:

P.i
In
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4r~4«;*-3w; *-Jw; *-w; *; *•+«; *+3»5 *-hw;*-f4w; &C.

'> '> f, p
, Q , R

, S
,

&c.
. ...... 4 *

Cum igitur fit:

—_ tody
,

to* ddy
_ j

to 3 d3y to*d*y
P ^ •’ 3</** 6 dx 3 ' 24 dx*

rj) a y f_
dx J 2 dx* 6dx 3 T 2+dx*

_
3M/^y

, 4to*ddy gto 3 d3
y ( ^

f ji ^ f a 4v*
~
6dx3

~
' a+dx*

3 tody
,

9M*ddy 27^^
,

$ito*d+y
?~~~y dx ' 2^* .

4<iidjy
,

1 6to*ddy 6^to 3d3
y (

2 $ 6to*dx\*“r'? "*
2</jr* 6</x J 24 4**"” —

&C.

&C.

&C.

orlt his valoribus a iupcrioribus P, Q^, R
,
S

,

, fubtrahendis

:

p— /> _ ,
*SJ!y ..

2 «/* i2odx s
*""

Qj— f *tody
,

8 to 3d3
y <

32 to*d*y
,

T a ~dx
t

*7 izodx 3
C
*

.

R— »• 2"jto 3 d3y ' 243u>*d*y

—r~ = sr + TSi"1" .ao*'
+&c-

S / _ 4wiy
’

‘ 64to 3 d3y 1024» 5 ^*.y
,

2
”* 6 ok 3 I20dx* v

'

. > *
.

&c - .< • <>
.

•:
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fin autem termini hi ad fuperiores addanrar, turn, quem-

admodum hie diffcrentialia parium ordinum deerant, dif-

ferentials imparia ex computo egredientur.

Exit enim

<*)+d4y u>*d*y

2 dx 1

Q-W . 4u'My .
16

M

~ —y~*~ ' ij,

2$dx*

U*y

72odx s

64 (ti
edey

-(-&C.

' 24 dx*
1

720 dx e ”^C*

R -4— r . w'ddy ,
81 ta*d*y

,
729w ed*y

,— m*4 720 Jx * +occ*

s -4- S
,

i 6<**ddy 2 s 6u'd*y 40961a'd*y

2
—y~^~ idx* ' 24 dx* 720 dxs

&c.

58. Quoniam termini antecedentes omnes exprimi

pofliint , fi ii in vnam fummam colligantur, prodibit fe-

riei propofitae terminus fummatorius. Refpondeat fcili-

cet terminus primus indici x—r.u, eritque ipfe terminus

primus nm
niady

^
n 9 ta

% ddy n3 u 3 d3y ,
* u*d*y

t g ^
1 - - AmmA >I dx ”r" 6</#3

~_r’ 24^+

Cum igitur terminus indici x refpondens fit —y, ter-

minorumque omnium numerus fit zz n -+- 1 ,
erit fum-

ma omnium a primo ad vldmum y inclufiue fumtorum

feu terminus fummatorius zzzz

Xx * 0+0
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(n-t-i)y (i—i— 1+ 3+
*+~

U
2 jf*

(i+-2*H-3*-f-

0) 3 //3 V

--?z+,-+-aM-3 ’-+-

t«)
4 </4 V

T7+ (-+a,+3’+

H- «)

»*)

«3
)

» 4
)

» s
)

til
5 dsv
+7 . .

120 dx s

&C.

j9. Supra autetn fingularum harum ferierum fum-

mas exhibuimus, quae fi hie f'ubftituamur, erit fumma

feriei noftrae propofitae =
wdy

. L .

dx

w'ddy

2 dx *

( d'y

6dx 3

i _
til

4
.74J

“T^ 2^.dx*

-
tii

5 dsy

t(t« s T» 3

^
»*-+*»* -I-A »4 ‘

&c.

'7*0 *0

-A**)

vbi n dabicur ex indice termini primi ,
a qua fumma

computacur. Ita fi ponacur w — i
,
& index termini

pri-
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primi fit m ,

fecundi zr 2 , & vltimi r=> , ita vt

haec fcries fit propofita

:

>! 2, 3, 4, x
** » ^ ^ • • * • ‘ y

erit huius feriei fumma (ob x— »— 1 & «rzx— 1)

dy , .

(M* 1*)

Ci-^
4— 4^ 3 -+-

-+“ “^5 CM' ***'“+- M*
&c. -

60. Ex hac fummae expreffione
,
quia coefficientes

veheraenter augenrur
,

fi x fuerit numerus magnus
,
pa-

rum vcilitatis ad docVrinam ferierum redundat
; interim

tamen iuvabit aliquas proprietates inde fluentes comme-
morafle. Sit terminus generaJis y

~ x», atque termi-

nus fummatorius per feu S.x» indicetur. Qua de-

fignatione vbique adhibita erit

:

j xx— \ x S.x —— x

$X* i X3
-f- £x — S.x* X*

J x
4 —— i x 3 Jxxzz S.x3 — x3 &c.

•- i X x a Quam-
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348 c a p u t m
Quamobrem ex fuperiori expreffione obrinebimr

:

S.x."ZIx*“H fix"-1 S.x-f-«x»

H-ifco,.-.s.*’—”-£=}2 x.
I. 4 1. 2

x->s.x> . »0»rO(”r£x .
*. 2. 3 ^ i. 2. 3

&C.

Ac cum fit

<«-0«=o= . - n -+-"-^1_?(-)(—») .

' I. 2 I. 2 . 3
~

eric »— ^2) )(»-»)
I. 2 I. 2. 3

=rt, ideoque excepto cafu »~o, quo ifta cxpreffio fic~ o.

S.x»~x»+i-J-x»— «x*-*S.x

,
»(»— i) _

H x«»-*S.x*
I. 2

n (a-i) (n— 2) _ .— — x "~t S. x*
1 . 2 . 3

»(o—i)(»— 2) (*— 3 ) „
H- — \ .

} 2-—4 s.
It 2 « 3 • 4

&C.

6i. Quo tam veritas quam vis huius formulae cla-

rius pcrfpiciatur
,
euoluamus fingulos cafus, fitque prime

n— i
,

eritque :

S.x=zx*-4-x— S.x, ideoque S.xzr^—
quemadmodum fads couftat.

Pona-
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CAPVT III. 349

Ponamus ergo n~ 2 ,
eft crit :

S.x* ~ x 3 -+~ xx— axS.x-4- S.x%

quae aequatio, cum vtrinque termini S.x* fe tollant, idem

dat, quod praecedens S.xzz—-— . Si fit »~ 3 ,
erit

S.x3— x 4 -f-x 3— 3X. f
Sx-fr-* 3xS.x*— S.x 3

,

ideoque

S.x3 = lxS.x*— 4x’Sx-Wx3 (x.4-i),

fi ponatur n ~ 4 prodibit

:

S.x4:izxM-x4— 4X3Sx-4-£x*S.x*— 4xS.x3-f-S.x4,

vnde ob S.x4 deftru&um crit:

S.x 3 =:ixS.x*— x'S.x-hix 3 (x-HO
a cuius triplo, fi praecedentis doplum fubtrahatur rema-

nebicr S.x3 r= IxS.x*

—

\x* (x— 1).

Si ponatur n zr s fiet

:

S.X*=:x*-4-x* SX4Sx-+-iox 3 S.x* xox* S.x*

-4- jxS.x4 S.x*

feu

S.x* = |*S.x4 jx.»Sx* -f- J^-’Sx* *x 4 Sx
-4- i x s (x-4-1)

atque ex n~ 6 fequitur

:

S.x'zix’-V-x4— 6x*Sx-4- 1 jx4 S.x*— aox 3S.x3

-f-i5x*S.x4— 6xS.x*-t-S.x*

feu

S.x* = 4xS.x4 — «x*S.x* -4- i x 3 S.x*— x4 S.x

*4-4 x* (x-hi).

Xx 3
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S.4f»»+l

no

62. Ex his ergo generaliter concludimus, fi faerie

»— fore:,

- —ii *s*~-

,

>$..«•—>+
(»»+')

2 2. 1. 2 2. 1. 2. 3

(2m\-i's _.... A-*w Sx-f-Jor5"»+i (x-f-j).
1% *

Sin autem fit rrrz 2m -f- 2 ,
quia termini S.* 1*^*

fe mutuo deftruunt, repcrieturr

a a. 3
1 a. 3. 4

— .... — L— jf s*"+I

2m—f—

2

'

Duplici ergo modo fummae poteftatum imparium ex
fummis poteftatum inferiorum dctenninari pofiunt : atT

que ex varia combinadone harum duarum formularum
infinitae aliae formari poflimt.

53. Multo facilius autem fummae poteftatum im-
parium ex antecedentibus definiri pofiunt : atque ad hoc
quidem fufficit folam fummam poteftatis paris antecc-

denris nouifle. Ex fummis enim poteftatum fupra ex-

hibitis conftat, numerum terminorum fummas conftitu-

entium, imparibus tanrum poteftadbus augeri
,

ita vt fum*
ma poteftatis imparis totidern conftet terminis, quot fum-
ma poteftatis paris praecedends. Sic fi potcftads paris

x* m fumma fit

:

&c.

vidi*
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vidimus eriim, poft terminum tertium altemos tcrminos

deficere, fimulque figna altemari ;
hinc fumma fequen-

tis poteftatis ***+-• inuenietur
,

ft finguli illius tennini

refpeftiue multipliccntur per hos numeros :

. 2S +1 .
*»+ !_. ** + «..- «* + x ... 2* + *

— x ; jt ; x : » % *
j

«'«*

2n + 2 * 2W + X
’ 2n ’ 2»-i 2n-2

non omktendo terminos deficientes ;
eritque ergo

S xw+i zz-- ** **+* -+- **+I *+ v

x

*"

«r—4- ^+4 -f-&c.
2tt-i° ^2«-4 2»- 6

Quodfi ergo conftet fumma poteftatis *»*, ex ea expe*

dite fumma fequentis poteftatis x™+ 1 formari poterit.

64. Haec fequentium fummarum inueftigatio etiam

ad poteftates pares extenditur; quoniam autem harum

fummae nouum terminum recipiunt, hie per iftam me-

thodum non inuenitur, ex natura tamen ipftus feriei, qua

conftat, fi ponatur jt=i, fummam quoque fieri debere

— x
,
femper erui poterit. Viciftlm autem femper ex

fumma cuiusuis poteftatis cognita praecedentium potefta-

turn fumiftae inueniri poterunt. Si enim fuerit

:

—ax-H.4- y-**~i- «*-* - 74-&C.

erit pro poteftate praecedente

:

S.*"-'— cu- + j + &C.

hinc-
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35* CAPUT III.

hincque vlterius regredi licet, quousque libaerie. Notan-

duin autem eft efle perpetm a — —1
- & g —- i 1

vd ex formulis iam fupra dads apparet.

Attendenri ftatim patebit fummam poteftatum
prodirc, ft fumma poteftatum x« differendetur, eius*

que differendale per ndx diuidatur; eritque adeo
d.Sxm — ndx.Sx—» & quia eft d.x»~nx^dx

j

erit d. S x" rr S.

»

x*-*dx — S,d.x*
;

ex quo intelligitur differendale fummae aequari fummae
differentialis : ita in genere ft feriei cuiuspiam terminus

generalis fuerit —y, & Sy eius terminus fummatorius;
erit quoque S.dy= d.Sy: hoc eft fumma differendali-

um omnium terminorum aequatur differendali fummae
ipforum terminorum. Rado autem huius aequalitaris fa-

cile perfpicitur ex iis
,
quae fupra de ferierum differen-

tiadone attulimus. Cum enim fit

S.x*— ,r«4- (jr- 1
)» -H (x- a)» -4- (jr- 3)*-4- (j:-4)»-j- &c.

erit

quae demonftrado ad omnes alias feries patet.

66. Reuertamur autem , vnde digreffi fumus
, ad

differentias funftionum , circa quas adhuc quaedam an-

notanda funt. Quoniam vidimus, ft y fuerit funftio quae-

cunque ipfius x
,
atque loco x vbique ponatur x _+«,

fun&ionem y adepturam efle fequentem valorem :

y±
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udy to*ddy w 3d3y (a4d*y (A tdiy , 0

idx^ i.idx*— i.2.$dx 3 ^ i.z.$.4dx*— i.a.3.4.j<&i"'
C*

haec expreflio locum habebit, flue pro « quantitas quae-

cunque conftans accipiatur, flue etiam variabilis, ab ipfa

x pendens. Inuenris enim per difFerendadonem valori-

Jy dd ‘V iy

bus fra&ionum ^ ;
&c. in fa&oribus

« ,
w*, w 3

, &c. variabiiitas non fpettatur, hineque per-

inde eft due u denotet quandtatem conftantem
,
due

variabilem ab x pendentem.

67. Ponamus ergo efle w zz x ,
atque in fun£Ko-

ne y loco x feribi x — x— o. Quamobrem ft in func-

rione ipfius x quacunque y loco x vbique feribatur o,

valor funflrionis erit hie

:

xdy
t

x*ddy x3d3y x4d*y

y idx"' \.idx* 1.2.idx
3 1.2.3.4/Ar4

C*

Haec ergo expreflio Temper indicat valorem, quern fiinc-

tio quaecunque y iqduit, fl in ea ponatur x~o, cuius

veritatem fequenda exempla illuftrabunt

:

f

EXEMPLUM I.

Sit yzzxx-\-ax-\-ab y
cuius valor, fl ponatur xno,

quaeratur, quern quidein conftat fore zzab.
Cum fit y~xx -|— ax ab

erit ui= 2x+ a

d dy
i.2</.r*

*

Yy ideo-
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ideoquc prodibit valor quaefitus

EXE M PLUM IL
* • * I

Sit y“ x 3— 3x4-3, cuius valor, pofito x— o,
quaerarur, quem conftat fore zr 3.

Cum fit jyzrx 3— 2x4-3

erit g=j„_,
d dy

1.2 dx* •

d 3
y

1.2.3dx3
1

*' obtinebirur valor quaefitus

zzx3 — 2x4-3 *(3** 2)4-xx. 3X x 3
. 1 — 3.

EXE M PLUM III.

x
Sit yzz— >

cuius valor pofito x— o, quaeritur,

quem conftat fore =ro.

Cum fit y—— ; erit y-~ —-

—

i~* * dx (i-xy
ddy __ 1 d3y 1

1.2 dx* (1— x)
3 3 L2.3dx3 (V— x)* 3

Hinc erit valor quaefitus

&c.

_x X
t

XX X3
(

X«
~l-x (i-x)*

_+
“(i-x) 3 (l-x)' ~^~(i~-x)s “&C*

huiusque ergo feriei valor eft =0.
Quod
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Quod ctiam hinc patet, quod haec feries primo termino

truncata
XX

(.-,)> h0^ — &c- Rt ferics

geometries, eimque fumim =^,^(,.7)= 77 •

* x X
vnde valor inuentus erit

“ — o

.

i-x I “X

EXEMPLUM IV.
* .

Sit y~ t*, denotante e numerum , cuius logarith-

mus hyperbolicus eft vnitas, & quaeratur valor ipfius y
fi ponatur x— o, quern quidem conftat fore zri.

• Cum fit yzze*-, erit
— &c.

ideoque valor quaefitus erit

e*x

i

e*xx * r 3e*x e*x4

I. 2 1.2.3”^ 1. 2.3.4
- — &C.

—5!— —-&C.)
V. I ' 1.2 I.2.3 1. 2.3.4 S

At fupra vidimus feriem
XX

1.2 1.2.3

exprimere valorem r-*, erit ergo valor quaefitus vti-

e*
que — tx •*“*— ~— 1‘

EXEMPLUM V.

Sit j~finjr, atque pofito x r= o
,

manifoftura

eft fore yzZO t id quod etiam formula generalis in-

dicabit.-
1

s Y y 2 Cum
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Cum enim fit y =r fin x : eric ^ — cofx :
’ dx 1

ddy_
d^—~ CmX

’» Si =— cofx
j
^Zfint; &c.

erit pofito x~o valor ipfius y hie

:

finx— cofx finx ^ cofx 4- —— finx- &c.
i J.a 1.2.3 1.2. 3.4

qui eft “finxfi——-H —
v 1.a 1.2.3. 4 1.2.3...6^ J

-cof.ri—?--*—£i +&c.)

harum autem ferierum fuperior exprimit cofx, inferior

autem finx, vnde valor quaefices'erit

zfinx, cofx— cofx . fin x— o.

68. Hinc igitur viciflim cognofcimus, fi y eius-

modi fuerit fun&io ipfius x
,

vt ipfa euanefcat
,

pofito

x“ o

,

turn fore

xdy
t

xxddy x3 d 3y x4 d*y

^ idx i.zdx* 1.2.3dx3 i.a.3.4</x 4
C °*

Vnde haec eft aequatio generalis omnium omnino func-

tionum ipfius x
,
quae dum fit x— o

, fimul ipfae eua-

nefeunt. Et hancobrem ifta aequatio ita eft comparata,

vt, quaecunque fun&io ipfius x, dummodo ea euanefcat

euanefcence x, loco y fubftituatur
, aequationi perpetuo

lansfiat. Quodfi vero y ciusmodi fuerit funftio ipfius x,

quae
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qnae pofito x— o
y

rccipiat valorem datum — A, turn

erit

:

xdy x*ddy x3d3
y f

x*d*y
+ + -&c.~ A.

idx 1

i. adx 2
1.2.3dx 3 '

1. 3. 3.4 dx*

in qua aequatione omnes continentur fun&iones ipfius x,

quae pofito x~ o, abeunt in A.

69. Si loco x fcribatur ax, feu x -f- x ,
fun£Ho

quaecunque ipfius x, quae defignetur per y hunc induet

valorem

,
xdy . x*ddy x 3d3y x*d*y

,
_

,-+* Z?
'+" TJ.W' IZFi*5 +&c-

Atque fi loco x fcribamus nx
,
hoc eft x-|-(»— \)x

funSio y accipiet valorem fequentem

(»— 1 )
2xxddy (n—i) 3x 3 d3y

4-&C.v
-L.C«

-0.^ > _ , ,J ' idx ‘ i.zdx 1
1.2.3 </x3

Sin autem generaliter pro x fcribamus f, fun&io quae-

cunque y ipfius x, transmutabitur ob <“x-f/— x
in formam fequentem:

(t—x)dy (t—x)2ddy (t—x') 3d3y
1 dxy "i rr^~ &c.

1.2 dx2 '

1.2. 3</x s

Si igitur v fiierit talis funftio ipfius f, qualis y eft ipfiusx,

quia v ex y nafeitur, ponendo t loco x, erit

:

v —; y _L_
(*-*)*! . .

(t-xycPy
% 1 dx

' t
i.2 dx2 1.2,3 dx 3

cuius veritas quibuscunque exemplis comprobari poteft.

Yy 3 ix-
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EX EM PLUM, • - ....

Sit enim y — xx— x : manifeftum eft pofito t loco *

fore vzztt— t
,

quod idem expreffio inuenta decla-

rabit. • '
.

Nam ob

yHxx *— x ;
erit ~~ zx— i

j & ~ i
•* 1 dx * %dx * *

vnde fiet
1

xx— —x) (zx—i) -f- (<—-x)»~ •

xx—x-f- 2tX— 2XX— £—4—x—|— tt— atx xxzztt — t.

Si itaque y fuerit eiusmodi fun&io ipfius x, quae pofito

xzzn ab^at in A
;

ob t— a & '»rA fiet

a — „ i (•-*)**
|

(«-*)'
<j<b (a-xyj’y *.

uix i.zdx* 1 . 2 . 3 Jx3

hnicque ergo aequationi omnes fun&iones ipfius x, quae
fatto x— a abeunt in A , fatisfaciunt.

CAPUT
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CAPUT IV.
DE CONUERSIONE FUNCTIONUM

IN SERIES.

70.

I n Capite fuperiori iam ex parte oftenfus eft vfiis, quern

expreftiones generates ibi pro differentiis finitis in-

ventae habent in inueftigatione ferierran
,
quae valorem

cuiusque fun&ionis ipfius x exhibeant. Si enim y fuerit

funftio data ipfius x, eius valor quem induit pofito ar“o,

erit cognitusj hicque ft ponatur ~ A, erit vti inuenimus :

xdy x*ddy x 3 d 3y
dx~^~i.2dx a 1.2.3dx3

x*d*y

1.2. 3.

4

dx*
&c.rrA.

Hinc ergo non folum habemns feriem pleramqae in ii>

finitum excurrentem
,

cuius fumma aequetur quantitati

conftanti A
,

etiamfi in fingulis terminis infit quantitas

variabilis x, fed etiam ipfom fun&ionem y per feriem

exprimere poterimus , erit enim

:

y— A-f-
xdy xxddy
dx 1.2 dx a

Xid3y x*d*y

1.2.3 dx 3
1.2. 3.^dx 3 +&C.

cuius cxempla iam aliquot funt aliaca.

71. Quo autem haec inueftigado latius pateat, po-

namus fun£Honem y abire in a, ft loco x vbique feri*

batur x w
,

ita vt a taiis fit funftio ipfius x w ,

qualis y eft ipfius x> atque oftendimus fore

:

* zz
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. (tidy Co* ddy

1.2 dx*

U)*d*y u*d*y

1.2.3 d* 3 *
*1.2.3.4</jf4

4-&C.

Cum igitur huius feriei finguli termini per condnuam
ipfius jy different!ationem ponendo dx conftans inueniri,

fimulque valor ipfius » per fubftitutionem in lo-

cum ipfius x a£hi exhiberi queat; hoc modo pcrpetuo

obrinebitur feries valori ipfius s aequalis, quae fi w fue-

rit quancitas vehementer parua, maxime conuergit, atque

non admodum mulris terminis capiendis valorem ipfius

proxime verum praebebit. Ex quo huius formulae

in negorio approximationum vberrimus erit vfus.

72. Vt igitur in infigni huius formulae vfu often-

dendo ordine procedamus
,
fubftituamus primo in locum

ipfius y funftiones ipfius x nlgebraicas. Ac primo quidem

fit yzzx"j eritque fi x + v loco x ponatur a— (x+uj)”.

Cum igitur fit:

dy _
dx— nx !•— I

— a

d ^

y

^
j~z=.n(n~ i)(»-2>f»“J ;

&c.

his valoribus fubftitutis fict

:

<,+»)•=*+ 7*"-'“+^
quae eft notifiima expreflio Neutoniana

,
qua poteftas

binomii in feriem conuertitor. Huiusque

feri-
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feriei terminoruni numerus Temper eft finitas, fi « foe-

nt Humerus integer affirmariuus.

i.
'7j. « Poterimus hinc quoque progreflionem inue-

nire, quae valorem poteftatis binomii ita exprimat, vt

ea abrumpatur, quories exponens poteftatis fuerit nume-

rus negatiuus. Stacuamus enim

^=rq-T.;: er,t *=(*-+-“>"= GqrrJ:
ideoque habebitur

:

&c.

-I-&C.

x*» n
vx"u n(n~i')x9 u a

r(x-f-«) - 1.2 (jt-J-k)*
s

diuidatur vbiqpe per x *», eritque
j

/ j \
* »*-»*

,

»(b~iX»-3)*~ ,

7<
3

(^t") “ r-#—
7(*R

-
' i.2(jr-J-«)

s i.a.3(jr-j-#) 3

Ponatur nunc — n~m\ prodibitque :
'

(*+«)_*•+ + ”^77*. 3 Or-RT-r
+

quae feries, quories w eft numerus integer negatiuus,'

Hnito terminorum rtumero conftabit. Haec igitur feries

aequalis eft primum inuentac, fi pro w Sd n feribantur

a & >»; f
erit enim inde ,w „

*. * • *
__ :

-

74. Haec eadem feries quoque deduci poteft ex

expreffione initio §. 70. data. Cum enim, fi pofito

o
,

abeat y in A fit : j
*V ; - y

u-J

I
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xdy
,

xxddy - -

^ ax i.idx* L2 .3<ir»r a ":i.2.3 .4^ ~&c ’—^

»

ponaiur — (jr-(-<?)»
j s

.
;
eritque Az=«»j & ob

£Z — „(x-)-a)*-i
; *

d 3y
fa3
= »C»-0

;
&c. fict

(*•+*) " 7

-

4- x'Cxi*)^1 -8cc.z=a»

diuidatur per a»(x\a)”
% atque prodibit:

(x-\-a)~"— a~ m— na ~*x n(n— 1 ) *j- »jr*

I 1.2 (jr-f-rt);
&C.

.
quae pofiris refpe&iue u

f
x & — m pro x

t
a & n

•rietur feries ante inuenta.

•7i. Si pro m ftatuantur numeri fra£fc
, ambae fe-

ries in infinitum cxcurrent, interim tamen fi u prae x
fuerit quantitas valde parua

,
vehementer ad vcrum va-

lorem conuergent. Sit igitur w =r —
;
& x zz a

^ erit

ex feriem primum inuenta :

- j
J

. i •

V T ' X * V ' t. 2* 2f • V. 2 V. 3 V V
r./i /t

j <r ‘
.

Series autem pofterius inuenta dabit

:

&c y

Ka tu) V.2V(a {•«<)* V. 2V. 3V 3

Haec
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Haec auteft poftericr feries magis conaergit quam prior,

V

cum eias termini etiam decrefcant, fi fuerit * >

»

,
quo

- .M. {

cnt

cafu tamen prior feries diuergit.

Si igitur fit fizz, i ,
vzzs

vc«> +»)=«('+^1—•+ +&c )

Simili modo pro v ponendo numeros 3» 4» S &c.

mancnte ft
—

i
,

erit

:

I

4. 8'c^-‘+"J*
_i-

4-s'>« («*+»P
+ &<0

; f' . i Jf

" '
‘ I. 6 #»

.
I. 6. 1 1 # 3

,

jao.ij (7> + V
&c.

. . 1

76. Ex his ergo fortnulis facile cuiusque mimeri

propofiti radix cuiusuis poteftatis inuerihri potcrit. Pro-

pofito enhn numero c qnaeratur poteftas ei proxima,

fiue maior fiue minor
:
priori cafu u fiet numerus nega-

tiuus, pofteriori affirmariuus. Quod fi vero feries refui-

tans non fatis conuergere yideatur, multiplicetur nume-

ms c per quampiara poteftatem puta per f ,
fi radix

dignitatis v extrahi debeat, & quaeratur numeri fc ra-

dix
,
quae per / diuifa dabit radicem numeri c quaefi-

Z Z 2 tarn.
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\

cam. Quo maior autem accipttur numerus £ eo magis

feries conuerget
;

idque imprimis , Ci quaepiam fumlis

poteftas a
v
non multum ab/c difcrepet.

EXEMPLUM I.

Quaeratur radix quadrata ex numero a.

Si fine vlteriori praeparatione ponatur a— i & u::i
fiet

i. 3. j. 1 ,
1.

3

Vi ZZ I H 3-7
2.2 ‘ 2. 4. 2 *

&C.
a. 4. 6.

2

J

quae etfi iam Citis conuergit, tamen praeftabit numemm
2 ante per quadratum quodpiam vti 25 multiplicare, vt

produ£him jo ab alio quadrato 49 minime difcrepet. Hanc-

obrem quaeratur radix quadrata ex jo, quae per j di-

vifa dabit V2. Erit autem turn a— 7 & 1, vnde

fiet:

V»=: }(' too

.JO 2.4.JO*

feu

1. 3 j. 3. ?
-+-&C.)

100.200 100.200.300

quae ad computum in fra&ionibus decimalibus inftitu-

cndum eft aptiffima.

Erit
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Erit enim

Jrr 1,4000000000000

J. X§5— 140000000000

2100000000

365

f *T5?fT^ 5 ' 7§5 —
praec. in zz

praec. in j&s —
praec. in tVs =

3 5000000

5x2500

1 102 5

202

. 3

Ergo ViZZ t,4 l42l 3S62 373<>

EXE MPLITM IU

Quaeratar radix cubica ex 3 .

Multipliccrar 3 per cubum 8 , & quaeratur radix cur

bica ex 24, erit enim ^24=: 2^3. Ponatur ergo

fl— 3 & uzz- 3t eritque

V3

(.

^ 3-*-24* 3.5.5. 243

&

.
,

*-.4 I.4.7
'1_

3-6.8* 3- 6.5.

8

3

feu

L-
1 4 - * 4 7

24 ’ 48 24 ’ 48 ' 72

&c.^|

Zz 3 quae
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3 ««

quae feries iam vehemeater conuergit, cum quilibet ter-

minus plusquam o&ies minor fit praecedente. Sin au-

tem 3 mulriplicetur per cubum 729 fiet 2187, &
87 — i?' ( 1

3

3— io)= s>^3*

Erit ergo ob mr: 13 & u— — 10.

1 . 10 1. 4. io J
1. 4. 7. io J

4 -&c.^
3.2187 3.6.2x87* 3.6. 9.

2

1 87
s

cuius quids terminus plusquam ducenties minor eft quam
praecedens.

77. Euolutio binomii poteftaris turn late patet, vt

omnes fun&iones algebraicae in ea comprehend queant.

Si enim verbi gratia quaeratur valor huius fun&ionis

y (a-{-2 bx-^cxx) per feriem expreflhs
,
hoc per prae-

cedentes formulas , duos terminos tanquam vnum con*

fiderando fieri poterit. Deinde vero haec cxplicatio fieri

poterif ope expreffionis primum tradkae : nam fi pona-

tur y(a-\r-2,bx-\-c*x)~yt quiapofito xzzo fit yznVa,
erit AziV'tf, & cum ditferenrialia ipfius y ita fc habeant:

£y_
dx ““

JJy_

dx*
~

d*y
dx*

—

£12-
dx* *“

. b —j— ex-

y (n —j— 2 lx —(— exx)

a e bb
af

( rtT-f- 2 b X-1- CX x) T

$(bb-~~- ac) (b-{-cx)

(rt-4- tb x -4-c x xy
3 {bb ac)(ae %bl g hr*— +ccxx)

" OH-ibx-\-c^x$
&c. Ex
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Ex his ergo obdnebituf

:

|
zh

j

.rx)
(>-hc*)x (bb-nc)xx (bb-nc)(bUx)x3

V(.a\*bx\cxx) z(a-\-ibx\cxx')^ 2
4

(bb— ac)(%bb— ac\ gbcx\$ccxx)x 4 ^ —ya

v. 8(«-f ibxlfcxx')^

Quodfi ergo vbique per V(rt —j— zbx^~ cxx) multi-

plicetur feries fiet rationale
,

eritque *

V

a

(*4-2bx-+-cxx)r:a^-a “ T(a^bx-+*XX)
(Jbb^ac)(b\cx')xi (bb-ac')(%bb-/rc^%bcx :

\- $ccxx)x* ^
a(«-f2bx\cxx)* i{a\-2bx^cxxy

V(a\2bx\cxxy=Va\y^

flue — ..

(bb— *c)XX (bb—nc)(b\cx')x9 _

2((d2bx\cxx)V» 2{n-^2b»\cxxy V

a

C‘

7g. Tranfeaxnus ergo ad fun£Hones tranfcendcntes,

quas loco y fub/h'tnamus. Sit itaque primum y— lx
t

ac pofito ar-J-w loco x fiet I (x-f-w). Sint autein

hi logarithm! quicunque, qui ad hyperbolicos rationem

teneant : i
, eritqoe pro logarithm^ hypcrbolicis nzz x,

& pro tabularibus erit o» 4342544815032. Hinc

difTerentialia ipfrns y zz lx erunt:

dy__ n
.
ddy_ n

.
d 3y _2» .

dx x 1 dx2 x 2 5 dx3 x 3 7 *

ex quibus conficirar

:

/ (jf —1— £*)— /x—i"
hj) »£*)•*

"IT2
»oH »Ci)

3** 4*
Si-

9
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Simili modo fi « ftatuatur negatuium, erit *.

»0) SOI*
l(x—w) ~/-f-

n<x i

-&C.* 2X* 3X 3
, 44T+-

Quodfi ergo haec feries a priori fubtrahatur, fiet

^r-4-w
2ttC~- •

wS
• “ s

ar-

.1

—w " Ajr 1

79. Si in ferie primum inuenta

V V X 2X*

»OJ J WOT

3#3
4*

&c.

XX . . . *#
ponatur w— - - 5 erit - -

;
&

/(*+&))—/«+/.*— /(«-*) —/-*•+
»# nxx

. . u-—x 2(u-x) 9

atquc
*

. ,
nx

,
nxx

l (a—X)— “ x<— a(a-A-)»

-&c.

»JC*‘

,4-&c.
3(u~*)

3
:

fumtoquc x ncgatiuo habebitur:

nx
,

nXX
t

nx 3
, nx

/(«+*) h+ u _)rX
^

a(a4-x)*
1

3(tt-far) 3
'

1

4(k+*) 4 ’_i

Harum ergo ferierum ope logarithmi expedite inueniri

poterunt ,
fi quidem feries valde conucrgant. Huius-

modi aucem erunt fequentes
,

quae ex inuentis * facile

deducuntur

:

— r~-t-

K*—1=/*—»(”

2XX
l

2XX +

3X 3

x

3* 3 4-

4*

4*

Src.^

&c.^

quae
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quae duae feries , cum outturn fignis a fe inuicem dis-

crepent, fi ad caiculum reuocentur ,
ex logarithmo nu-

mcri x cognito, eadem opera logarithmi amborum nu-

merorum x-{~i & x— i reperientur. Deinde ex re-

liquis feriebus eric

:

1) =/(^-0+2» ~

-

4- &c.)

Kx- 1)=&-»(—”
a(^r- j

)
»

“

4“
3(x- !

)
» 4(jf-i)

4 +&C')

4 i)=/jf4»(
Ar4742^i^4 3 (X-\-iy

^
4(*404 ^ &c

8o. Ex dato ergo logarithmo numeri x, logarith-

mi numerorum conriguorum x—|— i & x— i facile in-

veniri poterunt; quin etiam ex logarithmo numeri x—i

logarithmus numeri binario maioris & viciflim cruetur.

Quod quamuis in Introdu&ione vberius fit oftenfum, ta*

men hie quaedam exempla adiungemus.

EXE M PLUM I.

Ex dato numeri io logarithmo hyperbolico , qui eft

2 3025850929940, logarithms hyperbolicos numerorum

11 &• 9 inuenire.

Quoniam haec quaeftio logarithmos hyperbolicos fpec-

tat, erit »— \\ ideoque habebuntur hae feries :

It in/io-4-

4.i°4

1

10 2.10* 3.10 3

, 1 1

1

9

•—*IO—"jo 2 . 10 * 3 .IO
3 4.IO4

Aaa

&c.
5.10*

—~ - &c.
S.io*

Ad
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Ad quorum ferierum fummas inuenicndas, colligantur

termini pares & impares feorfim
, eritque

i—U.iUOOOOCaJOOCOO
io

«

• I

"2
IO*

OjOOjOOOOOOOOOO

I

‘

^ I0 3
—0,0003333333333

• 1

^

_Uj00002 JOOOOOOO

———-:nO,ooooooi666666
6. io e ’

I

- — UVU vUU
$. IO 5

' i

y—vjuuuyuvju *4^o)7
7» io 7

I

-g iq9
— ^OjOOOOOOOO I 2 JOO

I

_ —

—

U,UOOCAXaXXJ 1 1 I I

.5.10®

i

"
“

. _ ——0)000000COO0 I 00
10.10*°

I

I 1 IO 11
—UtOUUOOOOOOOOO^ ——0,000000000000 1

1 2,10 1 * ’

fumma“o,ioo 3 3 S 34773 io fumma~ 0,00502 5 1675267

Summa vtriusque erit . . . 0,1033605156377

Differenria ambarum erit 0,0553101758043

Iain eft /io zz 2,3023850529540

Ergo erit /it zz 2,3978952727983

& / 9 =7 2,1972245773363

Hinc porro eric / 3 = 1,0986122886681

& /S9 — 4)59 ? 1 19850134^

EX-
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EXEMPlUM II.

Ex logarithmo hyperbolico namert 99 nunc inuento in-

venire logarithmum mmeri 101.

Adhibearur ad hoc feries fupra inuenta

:

2 , 2 . 2 . 2= Kx— 1) -4-
3* 3 jx s 7x T

4- &c.

/ioizr/99-

in qua fiat x zz 100 ;
eritque

:

2 . 2 ,
2 2

+ 4-&c.
100 ' 3. 100 3

j. ioo a
7. 100 7

cuius feriei fumma ex his quatuor terminis colligitur

zzz o, 0200006667066 ,
quae ad / $3 addita dabit

/lOI ZZZ 4, 6IJ120J 1 68412.

EXE M PLUM III.

£* data logarithmo tabulari 1turner

i

10
,
qui eft — I,

inuenire logarithms numerorum 11 & 9.

Quoniam hie logarithmos communes tabulares quaeri-

mus, eric »:= 0,4342944819032 ,
pofito ergo ar—io

erit:

it n n

I

/II — /io-4

/ 9 zzho—
10

n

2. 10*

n

3.IO 3

n

4- IO +

n

i

10 2.10* 3. IO 3

A a a 3

4. 10 1

&c.

- &c.

Col-
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Coliigantur termini pares & impares feorfim

:

n

10

n

=0,043425)4481503

3
— 0,0001 447648273

3. 10

—-—-ZZ0,0000008685889
5. 10 s

ZZ0,002 X 7 1 472409 5

7. 10

n

-“0,0000000062042

-ZZO,OOOOOOOOOO48 2
9. 10®

n
—“0,0000000000005

1 1 .10
1

1

4. 10

11

6 . 1 O'1

n

8 . IO

11

IO.IO

n

0,0000108573620

ZZ0,000000072 3824

- zro,0000000005 42 8

t

-“0,0000000000043

—zzo,coooooooooooo

fummazz 0,043 5750878593 |
fummazz 0,002 182402 70 10

Aggregatum ambarum eft zz 0,0457574505603

< - Differentia earum eft = 0,04*392685* 583

Cum ergo fit ho~ 1,0000000000000

Erit

&
hi zz 1,041392685*583

1 5 = O, 9542425094396

Hinc

&
l

3

zz 0,47712*2547158

/99= 1, 995635*94557^

EX-
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EXEMPLUM IV.

Ex logarithmo tabulari numeri 99 hie inuentis imenire

logarithmum tabularem numeri 101.

Adhibendo hie eandem feriem
,
qua in Exemplo fe-

cundo vfi fumus, habebhrms

:

fto. =/« H- « -4- -t- -+- &c)
cuius feriei pofito pro » valors debito, fumma mox re-

perietur “ 0,0086861791 849 quae addica,

ad I99 ZZ i,99S^3^94S979 oritur.

llOl ~ 2,0043** 3637829

81. Tribuamus nunc in expreflione noftra gene-

raH y valorem exponentialem ,
fitque y

~ a*, pofito

x-f-w loco x-
y

eric z= a*+*>, cuius valor ob

differentials

:

g= ag =•*(">• s
&c-

(
I

0,1

iH——
ent

00 la . (D
1 (la)*

4
w»(/j) 3

&C0I. a ' 1. a. 3

quae fi diuidatur per a* prodibit feries valores quanti-

tatis exponentialis exprimens
,
quam fupra in Introduc*

tione iam elicuimus : nempe

CD
3 (la)*CD . CD la

a —I-} —
1. 2

id’

(

lay . (D* (la)*
4- —

1. a. 3

Aaa 3

1. 3 -3*4
&c.

Si-
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Simili modo fumto w negatiuo crit:

(ala OJ
1
(/<;)* to 3

(7
3

td 4 (/<r)4

I I. 2 I. 2. 3~1. 2. 3.

4

ex quarurn combinatione oritur:

W4 (/rt)
4

fj) —l U)

a -M .
w a (/a)*

2 I. 2

0) —W
/; — a tala

I

X » 2 .3*4 I * 2*(«6

ca s (/a)
3

t

(as (la) *

&C.

&c.

-4- &c.
2 I ' I. 2. 3 I.2.3.4.J

vbi notandum eft la denotare logarithmum hyperboli*

cum numeri a.

82. Huius formulae ope ex dato quouis logarith-

mo numerus ei conueniens reperiri poterit. Sit enim

propofitus logarithms quicunquc « ad canonem, in quo

numeri a logaritfimus zz 1 ftatuitur, pertinent Quae*

ratur in eodera canone logarithms x proxime ad * ac-

cedens, fitque uzzx-\-ta
;
numerus autem logarithmo

x conueniens fit zzy ~ «*, erit numerus logarithmo

u— x-f-w refpondens ZZa
X+<l>

zz * ;
fietque

ta la . «»(/*)»
,

<a\lay
,

(a* (l a)'
&C.^

I I. 2 I. 2. 3 1, 2.3.4

quae feries ob w numerum valde paruum , vehementer

conuerget, cuius vfum fequenti exemplo declaremus.

EXEMPLUM.
44

Quaeratur numerus ifti binarii poteftati 2* atquails.
*

Cum fit 2* 4 ZZ 16777216, erit 2 s — 3 i«rrr»**,

fu-
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/

fumendisque logarithmis vulgaribus
,

erit haius numeri

logarithmus ~ 16777216 I2. Cum autenj fit:

/a ” 0,30102999566398119521373889

numeri quaefiti logarithmus erit:

5050445, 259733675932039063

cuius chara&eriftica indicat numerum quaefitum exprimi

5050446 figuris, quae cum omnes cxhiberi nequeanr,

fufficiet figuras initiales affignafle, quae ex mantifla

,259733675932039063 =: «

inueftigari debent. Ex tabulis autem colligitur, nume-
rum cuius logarithmus proximc ad hunc accedat fore

18 . 101 ” 1, 8*8 ;
qui ponatur y ;

cuius logarithmus

jr=:o, 259593878885948644 ,
vnde erit

o»zr o,ooox 39797046090419 •
' Cum iam fit

a— 10 erit

la
—

2,3025850929940456840179514 &

via— 0,000321894594372398 Deinde erit

1 , 8 1 8000000000000000

585204372569020

94187062064

10106100

81 ?

1818585298569737997 hae-

to/a
y —
•y —

—^-y —
1 . 2

wHIay—^-y ~
1. 2. 3'

to'Qa)*

1 . 2 . 3.

4

y —
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haeque futtt figurae initiates numeri quaefiti, cuius om-
ncs figure exccpta forte vltitna funt iuftae.

83. Confideremus quantitates tranfeendentes a cir-

culo pendentes, firque vti perpetuo ponimus, radius dr-

culi zr i ,
atque y denotet arcum circuli cuius finus rrx

feu (It y~ A fin x. Ponatur jr-f-w loco x
,

eritque

a zr A (in (-*-4-w) ; ad quem valorem exprimendum
quaerantur differentialia ipfius y

:

dy i_
dx V(i—xx)
ddy -4- x -

dx * . 4
C

I

“Xx

y

d 3
y 1 -4— 2 xx

dX* (i-xxf
d*y 9x—t~6x 3

to*
~

(I-X»)T
* ill — ^ —1—

?

2 -y* -4~-4 a*4

dxi ”
(l-xx)*

d ay 225 — 600x* —4“ 1 20A‘ S

a-xxy
Ex his ergo inuenitur

:

A(in(*fw)— APm*-f— 1 —“T
V(i~xx) 2(1—xxy 6 (i-xx)r

u*(9x+6x*) U>*(9+ 72X'+24X<)

&C.

u> 3(l+2xx)

24{i-xxy no(i-xxy-xx$ —
84 -
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84. Si ergo cognitus foerit arcus , cuius finus eft

rr x , huius formulae beneficio inucniri poterit arcus,

cuius finus eft x-\~u, fi flierit w quantitas valde parua.

Series autem cuius fumma addi debet
,
exprimetur in

parcibus radii, quae ad arcum facile reducentur : vti ex

hoc excmplo intelligetur.

EXEMPLUM.
t

Quaeratur arcus circuit
,
cuius finus eft

= *= o, 3333333333 -

Quaeratur ex tabulis finuum arcus
,
cuius finus fit pro-

xime minor, quam f, qui erit 19 0
,
28*, cuius finus eft

— 0,3332584. Statuatur ergo 19°, 28 1
, rAfinx—y.

erit x— 0,3 332 584, & 0,0000749, atque ex ta-

bulis V(i—xx )— cofj ~ 0,942835$. Erit ergo

arcus quaefitus a
,
cuius finus — $ proponitur

~ 19 0
,
28 x -4—

U)

cofy

wm finjy

2 cofy 3 *

quae expreflio iam fufficitj erit ergo per logarithmos cal-

culum inftituendo:
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/w rr j, 8744818

/cofy = 9, 9744359

cofy
—

. Any _
cofy

/a
“

j , 9000459

1, 8000918

9, S4834J2

*, 3484370

o> 3010300

jw*fiiry

acolj 3 1,0474070

I

-£^= 0
,
000079441 *

« a finy—7~ — 0,0000000011
2Coy» 3

• Summa ~ o, 000079442 3

qui eft valor arcus ad 19 0
,
28 1 addcndi, ad quem in mi-

nutis fecundis exprimendum, fumamus eius Iogarithmum

qui eft 5,9000518

a quo fubtrahatur 4,685 5749

1,2144769
cui log. refpondet num. ~ 16,38615

qui eft numerus minutorum fecundorum
;
fraftionem vero

in tertiis & quards exprimendo fiet arcus quaefitus

= | S°, 28», i6 u
,
23m, IO «v, 8

V
, 24 TI

.

85.
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8j. Simili modo expreffio pro cofinibus eruetur;

pofito enim ^“Acofx; quia eft dy ~ ^737^*
feries ante inucnta inuariata manebit

,
dummodo eius

figna permucentur. Erit itaque

Acof(:r+»)=Acof*- -Jt ^
V(l-xx) 2 ( 1 -xxy 6 (

1

—**•)*

w4(9*+5-* 3
) ui s (9+72Jr* + 24r+)
2.

0 •”

24(1—xxy 120(1—xxy
quae feries pariter ac praecedens vehcmenter Temper

conuerget, ft ex tabuJis finuum proxime veri anguli ex*

cerpantur
,

ita vt plerumque vnicus terminus primus

———
v fufficiat. Interim tamen ft x fiierit ipfi 1 feu

V(i-xr) r

iinui tori proxime aequalis
, turn ob denominatores ad-

modum paruos ilia feries conuergentiam amittit. His

igitur cafibus, quibus x non multum ab 1 deficit, quo-

niam turn differentiae fiunt minimae, commodius vtemur

folita interpolation.

85. Ponamus quoque pro y arcum cuius tangens

datur ,
fitque y — A tang x & * ~ A tang (,*•-}- a>)

ita vt fit

u>dy
.

M*ddy . u) 3 tl3 y , a

Ad quos terminos indagandos quaerantur ipfius y fin-

gula differcntialia

:

B b b s dy
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i

dx i

—

j

—xx
ddy — 2 X

dx* (i—j—Jt\r) a

d 3
y —2—j— 6xx

dx3 (i—(—xjr) 3

d* y 24^r—->24Jir 3

dx* (i— xx)*

d s
y 24'

—

240 -f- 1 20x*

.
dx 3 (x-f-jr.v)*

d s
y — 720x-f-2400or3 720* 5

dx*
~~

&c.

vnde colligitur fore:

A tang (x~\~ w) — Arangr-f-

W U)*X
,

U) 3
f _ fji*

fcysy '(T+iTF
("-« -

(T+Sj5
(•**-“*+»— +*)-+- &c.

87 - Haec feries, cuius lex progrefllonis non adeo
manifefta eft, transmutari poteft in aliam formam, cuius
progreflio ftatim in oculos incurrit. Ponatur in hunc

finem Atang*—90°

—

«, vt fit *= cotw—~-
Cmu 1

eric i-\-xx— ~—r, vndc fit ~zz—-—— ful

u

’

Gnu*’ dx ,mu -

Cum
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Cum deinde fit dx—
CAP V T . ir.

du J

38 t

feu du — — dx fin a* ,
fina*

’

fiet vlceriora differentialm fumendo :

idu fin a cofa“ du fin 2 a— — dx fin a fin a a

dx . .

ideoque — r-r fin#*. &2ff.

^

—

——du fina. cofa. finaa - du fin a* cofia—— dufm u. fin

idx%

d*y

1.2 dx 3

— dx fin u 3 fin 3

«

~-Hfin« s .fih3«ideoque

u "

^7—— </« fin a *
. (cofa.fin 3 a+ fina.cof3 a)~ /afina * .fitl4»

1,2.3dx 3

——dx fin a4 , fin 4«

ideoque —~-r=r— fin a4 , fin 4a
^ i.2.3<3tr4

Gafina 3 (cofafin4a+fina.cof4a) Ja.fina.finja

~H— fin a 5
, fin ja

ideoque — — := -f- fin a* . fin ja

&c.

Ex quibus colligicur fore

:

A tgC*’-fw)“ Atg-r -j-
" fha.fha-~ fiia*.fi^-f fiia 3 .£n3«

U)* '

fiia4 fii4a-}- — fna , .fiija—— {ha 6
fil6a-4-&c.

4 S 6

vbicumfit Atgjrziy & Atgrci9o 0-a
)

erit j—90°-*.

Bbb 3 88 .
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f

88. Si ponatur Acotxzzy & AcotCr-f-w)— *•

erit

,

wA
a ~y- 1

wtfy w 3 */3 ^ ca*d*y

dx i.idx* ' \.z^dx* ~^L2.3.4ir*
&c‘

ta*d*y

Cum autem fit <ty~
— <&•

I—|—XX , termini huius feriei con-

gruent praeter primum cum ante inuentis, exceptis tantum
fignis. Quare fi ponatur, vt ante A tangx~so°-u
feu Acotx— «, vt fit uzzy; erit:

AcotCar+w)—Acotr-- fiur.fiur+-—fn«*.fil 2ff-—foa 3 foj«
1 • 3 3 ' A

w4

-f-— in # 4
. (n 4U—— fii u*. fii j# -f-&c.

quae expreffio immediate ex praecedente fequitur: quia

cnim eft Acot(x-}-«)—50—AtangC-r-f-w)

& A cot*— so— Atangjr; erit

Acot(x-|-w)—Acotx——Atang (*-f-w)-f-Atang.r.

85. Ex his exprefiionibus multa egregia corollaria

confequuntur, prout loco x & w dati valores fubftituantur.

Sit igitur primum *— o; & cum fit u—90 0—A tang*

fiet u— 90 0
;
atque fin« — 1; fin 2u— o

;
fin 3»—-

1 j

fin 4U — o
;

fin j# zz 1
;

fin 6« — o j
fin 7 u —— 1 j

&c.
vnde fiet

. to to 3
,

to s to 3
. to* to

1 *

A tang w .
- — -f-— — -4-

jy -h &c.

quae eft notifilma feries exprimens arcum, cuius tangens
eft — w.

Sit
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Sit * rr i ,
erit Atangjrrr4j°, ideoque u~ 45 °, hinc

firm” i
;

fifl4«Zo;

fin ^ ;
finS»~-i

;
fin 71/“-^; fin8«— o;

fin 5«~ 777 &c. Ex quibus fit

:

1 f ,
' .|j t ,

1 * * *

. _ 1
w w* . w* w J

. to* ‘ w r

A tg(.+»)=4I"

+

7
—

7S
-+-

iS—-^
00* ' w 1 ® * w** * u> *•

, w 14 .-H———-_-f— ———-H -~&c.
5.3* 10.32 11.64 13-128 *4.128

Siigiturfit w~- 1 • ob Atang(i-j-w)— 0, & 45°~ —
• - - 4

fiet:

6.2 3 7.2 4

10.2 5 11.2
&c.

qui valor filoco arcus 45° fubftituarar in ilia exprefiione

eric : A tang(i-f-w) rr=r

W-fl '
to*-f I

,

« 3 + l W s—
I
,M*-I U 7— I

X.2 2.2 ' 3.2* 3 .2
3 6.2 3

7.

2

4
.

C*

Ilia autem feries maxime eft idonca ad valorem ipfius

— proxime inueniendum.

90. Cum fit .

£__L . _L _i__J l l t__

4 1.2 2.2 3.2* 5 <2 3 6.2 3
7.a 4 *

<XC‘

1 '
.

'

'
ter-
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termini autem in denominatoribus habentes a, 6, io, &c.

-&c. exprimunt |Atg4;
2.2 6.2 3 10.2 s I4.2 7

erit

:

sr a . .if 1 1 * 1 , I _— n|Atg| f-
—- -—= -—-

-f—r-l &c,
4

6
1.2 3.2* 5.2 J

7«2 4 9.2* 1 1.2*

In altera autem formula pofito w negatiuo
,
cum fit

Atg(H«)=
1.2 2.2

Ci) O)
2

O) 3
U) 5 W* . u>

7

+—T-&C.

—

Atg*=

1.2 2.2 3.2* J.2
3 T 6.2 3

7.2
4

fi fiat w~ I j
erit

:

i—L-— -j

—

1— r 1
1

1.2 2.3. 3-2* J.2
3

•_ 6.2?
1 ..

• .
' ' •

r 1 1 . r

1.2* 2.2 3 3.2 s 5.2*

7< 2 4^

I

-See.

6.2 1 7-2
— — 8cc.
I X

&terminisper 2, 6, 10, &c. diuifis feorfim fumtis erit:

Atgi=iAtg|- *4 '

-lAtgi

1.2

1

3.2*

t

5.2-

-+

7.2 4

I

3.2
:+&Ci

L2* 3.2* 5.2 s ' 7.2 1

1

9.2 14

ideoque

-&c.

iAtangizr
1

4-—rr ’-r-l—4-I-&C.

-iAtgi-

1.2

1

5.2*

1
•

J*2

I

7,2 4

I

1 .2 ‘

V. 3*25-. 5-2' 7.2* 3
&c.

A.i
qiU
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qui valor fi in fuperiore ferie fubftituatur, atque A tang $

ipfe in feriem conuertatur, reperietur

:

", 1
I I

,

1 _L_ 1

H- &C.* -r-
3.3

1 j.a* 7.2 3 9*2 4

1 *
,
_

1
,

I 1
---,

L2* 3.2*
1

J.2* ‘^l77 9-2* 4

* ,
I I 1 f

- Rrr

L2 4 1

3.2
* 0

J.2
,tf

"
1

7.2 **
m a 1

9.2 8

jo. Sequuntur hae multaeque aliae feries ex po-

(itione xzzi: fin autem ponamus x— V3, vt fie

Atangx= 5o°, fiet «— 30, & fin*r=$
;
fina»=—

;

fin 3 « — i
>

fin 4 w—
5

fin 5 «= i ;
(in 5« — o

;

fin 7#—-5 ; &c. vnde erit:

u wa>/3 ,

«* 0)4V3
Atang(V3+»)= «o*-(-jjT—

,

<“ -•

^
J<2 « 7.2 s 8.a® 9.2® to.2 11 11.2 1 *

Sin autem ponatur *-= vt fit Atg4r= 3o°; erit

»= 6o° atque fin a=^ ;
fin2*=^ j

fin 3« =0;

fin 4«=-^i fins«=“; fin 5tf=o; fin 7«=~;
&c.

C c c ' qui-
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quibus valoribus fubftitutis eric:

WU-4-O^-f gggMl* , &c .

°vV3 s T
i.2

a
2.a 3 T

4. a 5
,
5.2®'

fi igitur fit »z-^, ob 30°“^; erit:

6V3 i.a* 1.2 3 4 -2 *
S-2

tf
7-2® 8.2®

.
. . •

- |-

! — "
•

'

•

5» i . Refumamus expreflionem gcneralem inuentam r

Atang (jr-i-w)~ A tangx
W _ u s ~ „ CjO

3

H—rfin*.nn# fin«*.fin2»H fina^.fi^a— &c;
1 a 3

acponamus vt fit A tang(-r~|—ccjizro , eritque

A tang x 7-
:

— fina.fin » —j— *— fin a*. finaa -f-— fin a 3
, fin 3a-!— &c.

Cum autem fit A tang *• :r: 90— u:=z\— “5

ent : x— cot u
— Quamobrem erit:

»+cofa.fin«+ i cfw*.fii2a+|cf«
3 .fn3«+^ cf«4 .fn4a +&c.

quae feries eo magis eft notatu digna, quod quicunque

arcus loco a accipiacur, valor feriei femper prodeat idem

Sin autem fit w~-2jr, ob Atg(-jr)zz- Atgx;

fiet: 2 A tang x z=~

~ fin a. fin u ~~ fin «
1

. fin 2 « finu 3
. fin 3 // *4- &c.

Cum
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Cum autem fit Atangx——
• 2

s cofuu & x—yz— . erit
fin a’

.

s'—

2

a-f- — cofa.fin« +— Cofa a .fin2a-f— cof« 3 .fin3«4-&C.12 2

Sit u—4s°— ^-
m

f
erit cofa—

C

ikiz^; Gua^ij

fin 3«— fin 4a—o 5 ( fins«= y^; fin6«=:-ij

fin7«~^-; Cm 8>^—o ;
fin 9a

——
;

eritque

« 12.2 2 * 2 s 2 3
. 2 4

. 2 5 2 s

a 1 + 2 + 3 5 6 7+9 + 10+n c*

quae feries etfi dinergit, tamen ob fimplicitatem eft no-

tatu digna.

92. Ponatur in exprefiione general! inuenta:

1 - 1 , cofaw—~x~—— r r ,
ob x —~—

;

erit:
x fin a. col« fin a ’

? . . . . * . . .

j I ' 7T

Atang(A +w)zrA tang - — A tang——- —
-f Atangx.

Hinc ergo obtinebitur fequens cxpreftio:

r fin a
t

finaa fin 3a fin 4a fin fa

2 icofa” acofa* gcofa 3 4Cofa 3 jcoia 5 C‘

• » * |

qyae pofito a “45° dat eandem feriem, quam vltimo

loco inuenimus. Sin autem ponamus wzz—V(i—(— jra)
. cofa _ 1 0
ob xiz -p—

,
net w __—-7— , 8c

. fin a ’ lin # 7

« •
( , , ^

'
t j

.
Ccc 2 Atang

/
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A tang (x—V( i +**))— A tang(V( i +jrjr)—x)

= “ tA tang ^ ~A tangx^——• 4 u
,

* *
_ : * *

i . r .—
. t

& A tang r — ^

—

u. Hancobrem erit:

| »-Hf finw-f-l <m2»-4-|fin3»-f-|fin4»-l--&c.

Quodfi hacc aequado differendetur erit:

°—i -f-COfa—f- cof2 a —j— cof3a—|— coCja—j— cofj a —f- &c.
cuius ratio ex natura fericrum recurrenrium incclligitur.

93. Si fimili modo feries ante Inuentae differen-

tientur, nouae feries funjraabiles repcricnmr. Ac primo
quidem ex ferie:

. x U) U)z

Atang(i-f-w)= - -\ {-° ' 4 2 3.2

fequitur

I
t

<*> u>4

a-f-zw-f-w*
T

a 4 8

0)J

3-4

w s

~8~

00 s
,

Ui s

5.8 678

w*

1 6

««

32

&C.

&C.

quae oritur exeuolurione fra&ionis = ——L__
4fw4

2-f-20)-fw*'

Deinde ifta feries

:

a
-f
cofafina

-f 4 cia*.fii2a-f |cf/ 3 ln3a-f |cfa 4
fii4a-J-&c.

per differentiationem dabit :
**

0= 1 -}- cofla -f C0fa.C0f3a-f cofi^.coffa -j- Cofa 3 cofja-f &c.
fin 2a fin qa finua 0

2 CoCT^ucfa *
"

3
c&i_i_4cf« 4

dat

^ . x fin«
Demque feries —=
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*
I . cofr . cofaa cof3» . C0f4« . »

dot O

—

cof«a '“cofa 3 " cof«4 1 cof^cof**

cof«
,
C0f2» Cpf3»

,
cofy/

,

Cof5«
,

feu o

—

1 r
coC^

_
^”cofi< cof« 3 cof« 4 coi« s

54. Imprimis autem expreflto inuenta:

A tang (r-f-w)

A te* 4- - fin».fin»~— (uiK’.fina H fin» 3 .fin3#-&c.
& * 1 2 3

exiftente ar= cot» feu «= Acotx—90 0— Atang*

inferuiet ad angulnm feu arcum datae cuique tangent!

refpondentem inueniendum. Sit enim propofita tangens

*—t. quaeraturque in tabulis tangens ad hanc proximo

accedens r= *- v cui refpondeat arcus zry ; eritquc

u— t,a° — v. Turn ponatur f, feu ^ZZZt— Xy

eritque arcus quaefitus:

—y

~

fin u. fin «— fin«*. fin aa-H&c.

quae regula turn praecipne eft vtilis, cum tangens pro

pofita fuerit admodum magna, ac propterea arcus quae-

litus parum a $o° difcrepet. His enim cafibus ob tangen-

tes vehementer incFefcentes ,
folita methodus interpola-

tionum nimium a veritate abducit. Sit ergo propofi-

tura hoc exemplum.

E X E M P L U M.

Quaeratur arcus,
cuius tattgensfit z=z xoo, pofitt) radio ~ t.

Ccc 3
Ar-
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Areas proxime quaefito aequalis eft 89°, a j
1

, cuius

tangens eft . x— 98, a 1 7943 fecund,

quae fubtrahatur a t— 100,00000

remanebit w zr 1,782057

Deinde cum fit y— 89 0
, 2s

1
, erit u zz o°, 35

1
,

2« = r °, io*, 3»=: i°, 4J
1
, &c. Iam finguli termini

per logarithmos inueftigentur.

Ad laizz 0,2509215
add. /fin 8,0077867

/fin « zr 8, 0077867

/ u fin u, fin « rz 6,2664949
4, 6855749 .

fubtr. “
1, 5809200

Ergo wfin». fin«rz 3 8,099 5 6 fecund.

Aa /a> fin in 6, 2664949

add. /wzz 0,2509215

/fin2«~ 8,3087941

4, 8262105

fubr. !z— 0,3010300

/£ «* finw*. fin2» rr 4,5251805
: fubtr. 4,6855749

Remanet 9, 8396056

Ergo * w 3 fin«*.fin2« ” o, 69120 fecund.
1

v ' ' Porro
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PorTo ad /w3 = o, 7*27*4?

add. /finu 3 zz 4,0233601

/fin3«=l 8,4848479

3, 260572?

fubtr. I3 zi 0,4771213

2, 7838512

4,
*8*5749

8 , 09827*3

0, OI 2 J4

1, 00368*0

2, 03x1468

8, 609734 *

1, 6445669

fubtr. 14 zz. oy
6020600

1, 042J069

fobtr. 4, 68**749

*, 3**9320

Ergo \ w
4 fin a4 fin 4»“ 0,00023

fubtr.

Ergo r u3 *3 fin 3“

'

Denique ad !<*>
4

add. / fin a4
:

/fin 4a

:

fecund.

fecund.

Hinc:
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Hinc

:

Termini addendi

38, 05556
o, 612 J4

Termini fubtrahendi
o, 691 20
o, 00023

38, 1 1210

fubtr. o, 69143
o, 65143

* 37,42067=37 n
,
2JW I 4W, 24 V,

3g«

Quocirca arcus, cuius tangens centies fuperat radium

erit: 89°, 2?', 37”, 25“, 14", 24 », 36™,

neque error ad minuta quarta afeendit
;

fed in minutis

tantum quintis inefle poteft, ex quo vere hunc anguliim

pronunciare poterimus ~ 85°, 2j«, 37^, 25 I4w.

Si tangens adhuc maior proponatur, etiamfi fortafle w
maius prodeat, fcamen ob u angulum adhuc minorem,
aeque expedite arcus definiri poterit.

S»y. Cum hie pro y arcum circuli fuMKtuerimus,

nunc funciiones reciprocas in locum y ponamus, cuius-

modi funt fin x, cofx, tangx
,
cotx, &c. Sit igitur •

J=lin2', pofitoque x-f-aj loco x, fiet: a— fin(x-H«)),

atque aequatio

. w dy
*•=* -+-s <t)

2ddy w 3d3
y w 4d*y

2 dx *

dy ddy d 3
y

ob cofx
;

j—zz-cotx) See. dabit

6dx 1 +-&C.

fin (x-j-^ w)= finx -f- « cofx— $ w* fin x

V? fin x -f- &c.

fw 5 cofx

&

Digitized by Google



C A P V T IV V
393

(in (x~u)

ob
it

di-

sc fumto w negatiuo erit:

-{- fw 3 cfx fyTto*(h*~&c.
Quod fi vero ftatuatur y zr cof.r

,

_fnX . Hi— fn*. ill— c£r . &cm
’ <£r*

— ’ dx3
~~m

’ </.r4
—

°

C'"

erit:

Cof(x-f- 0))— cf-e - w fn* - iw’ctr -j- Jon 3 {tlx -f^«4 cf* - &C.

& fh&o w negatiuo erit

:

Cof(x~w)zrcf.r-f wfnjr-|£«J acf4r-iw 3
fii x-\-^w4 cfr

-f-
&C.

96.. Vfus harum formularum eximius eft cum in

condendis, tum interpolandis tabulis (inuum & cofinu-

um. Si enim cogniti fuerint (inus & cofinus cuiuspiam

arcus or, ex iis facili negodo (inus & cofinus angulorum

& x— w inueniri poflunt, fiquidem differentia w

fuerit latis exigua: hoc enim cafu (erics inuentae vehe-

menter couergunt. Ad hoc vero neceffe eft, vt arcus w

in partibus radii exprimatur; quod cum arcus i8o° fit:

3, 1415526531897933384^

facile fiet: erit enim diuifione per 180 inftituta

arcus i° 0,017453292519943295769

arcus 1 1 zr o, 000290888268665721 596

arcus io»

~

o, 000048481 368110953599

EXE MT LUM • I.
*

Imitmrefinus& cofinus angulorum 45
0
,

i
1
, & 44 °, 59^

ex dads Jim & cofmu anguli 45 °, quorum vterque eft

rzr^rro, 7071067811865.

D d d Cum

Digitized by Google



CAP U T IP.394

: Cum igitur fit

:

Cinx ZZ cof* ~ o, 7071067811865
atque w — 0,0002908882086

crit ad multiplicationcs facilius inftituendas

:

200 zz 0,0005817764173
3“ — 0,0003726646259

4W — o, 0011635528346
jw — 0,0014544410432
6w zz 0,0017453292519
7“ — o, 0020362174605
8“ ~ 0,0023271056692

9 * — o, 0026 179938779

Ergo wfinx & ui cofr hoc modo inuenietur

:

7 • 0, 00020362174605
0 . • • • •

7 • 0, 0000020362174
1 . • 2908882
0 . • • * ¥

6 . 174532
7 • . 20362
8 . 2372
1 . .29
1 . . . 2

8 . .2
6 . . . . O

wfinj? ~ wCof* — o, 00020568902490

Ergo |wcofr zz 0,00010284451245

per
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o

2

8

4
4
5

CAPUT ir.

O, OOOOOOO29O8882

58177
2327^

1163

116

• 14

i c«J*Cofjc = 0, 0000000299 162 J

- \

iu) 3 cofjr — 0,00000000997208

per w . 9 . o, 00000000000261

9 . .

1
'

. 26

7 .
*

. ' . . 2 .It

fw’coiTr zz 0,00000000000290
•

*
t

« * \

Ergo ad fin 45 °, i
l
,

inueniendum :

Ad finor rr o, 707106781186s
add. wcofjr zz 2056890249

0,7073124702114 -
.

fubtr.
~ 299162,

o, 7073124402952

fubtr. Jw 3 cof* zz 29 _

• fin 45
0

, IS =5 0,7073 1 24402923= cof44°, 59*.—»
*“

J D d d 2 At
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At ad cof 45°

t
i*> inueniendum: . •

,

Acofx = 0,7071067811865

fubr. 265685024$

o, 7065010921616
fabtr. Je*>

3 cofjr — • 299162
• — i

o, 7069010622454
add. £ u 3fmx ~ 29

cof 45
0

, i
r
, zz o, 7069010622483 “ fin 44®, 55

1
.

EXEMPLUM II.

Ex datis) finu & cojinu arcus 67®, 30% inuenire Jims

& cofims arcuum 67°, 3i r
, & 67°, 25*.

Abfoluamus hunc calculum in fra&ionibus decimali-

bus
, tantum ad 7 notas

,
vti tabulae vulgares conftrui

folent
, ficque negotium facile per logarithmos conficie-

tur. Cum fie x~ 67°, 30 1
,

&
w rr o, 000290888

;
erit : /w— 6, 4637259 &

/finr — 9,9656153 ;
• /cofir — 9,5828397

/to— 6,4637259 ;
/to— 6,4637259

/w finx — 6,4293412 ;
/wcofx— 6,0465656

/*w — 6, 1626959 j li wr: 6,1626959

/iw 4
fin.v— 2, 5920371 j 2,2092615

• , •
,

, . ergo:
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- ergo:

w fin* rr 0,00026874 j
wcofr— 0,00011232

} m* finx“ o, 00000004 ; i w*cof*~ 0,0000000

1

vnde fit:

fin 67°, 31 Tm 0,923990s ;
cof 67 °, 3824147

fin 67°, 29 '= 0,923768 1 ;
cof67°, 29'= 0,38295 22

vbi nequidem tenninis |w*finx & erat opus.

97. Ex fcriebus quas fupra inuenimus

:

fjn( —fil-r-f-wcCr — jw 3 fnr— £w 3 cfxH-^w 4 fiur-(-5tC.

co^_^_oj)
—cCr— cofii*— I'M

7 cDr-i-|-w 3 Qix-4-*^«4 cCr- &C.

(in(x—w)~ftw— wcfr— l& 2 fn*-+-fw 3 cf*-b,1
fw

4 fivr— &c.

Cof(> w)“cCr-4-ojfnr— £'jJ
1 cf* — £<*>

3 fiw-f'T?***c£r-4-&C.

fequitor per combinationem fore

:

fin(-r+wj+fin(-t— u)

2

finx— \ »* fin*-+- w+ fin — tic « a *n*

-

4- &c.= fox cfi*

• fin (-T-t-ap fin (j: w)

Et 2

M cofr— f«3 cof* -4- Ti * w acof*— &c. — cof* fin w

vnde prodeunt ferics pro finibus & cofinibus iam fupra

inuentae

:

cofw= 1 i w* —(“ w4 tts wff -4- &c.

fin !»>—£*>— I &> 3—Ht4c wI“- tb
i
tc w

7 "4- &c*

quae eaedem ferics cx primis ponendo x~o confequttn-

tur
;
cum enim fit cof*~ 1 & fin*mo prima feries

fia w> fecunda vero co/w exhibebit.

D dd 3 98.
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99. Ponamus nunc quoque yn tang x
, vt fit

- tang ( r-}-w)* eric ob

finf
.

Ay _ 1
.

fin*
*

cofr ’ Ax

A?y_ 1
_

iAx 3 cofx*
"

A*y 3finx

' COfx 3 3
3 Ax a *

3 fin * 3
3

cofx4 cofx*
~

fin*

cofx 5 cofx 3

cofx 3 ’

2

Cofx 3

3.4(/x4

• _ _£ 5 XJ

l.qdx* cofx® coix 4

vndc fequitur fore

:

, 1 N .
w .ah finx .tang(x4-w)— tgr + ^.-

cofx* 3

<1)3 »4 finx

cofx 3 Cofx4 cofjr*

5 W3 W 4 finAT
>

3COlx* 3Cofx 3 ’

cuius formulae ope ex data cuiusuis anguli tangente in*

veniri pofiunt tangentes angulorum proximorumi Quia

vero fuperior feries eft geometrica
,

ea in vnam fuin-

mam colle&a erit

:

tang (x+ w)— tgx -

feu tana: C*+ w) rz ^— -- &e,

quae formula in hunc finem commodius adhibetur.

£d+ U) 3 tg*' 2 w 3 w 4 finx

cofx 3 -<*> 3 3 cofx
3

3cofx 3
-

_ finxcofv+w 2 w 3 w4
finx

cofx 3—

w

3
3Cofr

a 3C0IX 3

99. Similes exprefiiones quoque pro logarithms
finuum, cofinuum & tangentium inueniri pofiunt. Sit

enim y~ logarithmo finus anguli x, quod ica exprima-

mus
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mus ob ^= j

eri£ ..
dJl- Z±- •

H>_+»^oTr
&ccnt * ~ fin* 2 ’ </*»"" linr3
0CC* vnaenet -*

s rz / fin (*-Hw) zz /fin jp

f?«cofx »w* . gw 3 cofjr

fin* 2(inx* 3 fin*
3

C*

vbi n denotat numcrum
,
per quem logaritbmi hyper-

bolici multipUcari debent, vt prodeant logarithm! pro*

pofiti. Sin autem lit

y “ /tang * & z — / tang(x-{-u)

fiet

:

dy n 2» ddy —jtjcofix
_

dx fin*cofjc fin2* ’ 2 dx* ’ (fin 2*)* *

idcoque

, . , . . • . 2 g w aww’cofajr _
/tang (*+») _ /tangx-Hj.--

?j
-—)T- &c.

quarum formularum ope logarithm! linuum & tangen-

gentium interpolafi poflixnt.

100. Ponamus denotare y araim cuias finus loga-

rithmus lit — ,
feu vt lit y

~ A . / fin x
, & z efle

arcum
,

cuius linus logarithmus lit ~ * -f- u>
,

feu

z “ A. /fin (*-4-w) ;
erit x~lCmy

y &
dx wcofy , dy liny
•7- — -7—— ,

vnde ~ — —4- : ent :

dy linj dx »cofy
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ddy dy dxfiny
.

ddy fmy

dx acofy* a^ofy 3 ’
erS° dx* a s cofy 3 '

Confequenter

u fin y
ai 1* — y —r- — 7T-

nQOly
+ &C.

2« a COf)l 3

Simili modo fi logarithmus cofinus detur, expreifio repe-

rietur. Sin autem fit

y— A

.

/ tang x & s” A./tang (x-+-m).

Eum fit x — / tang^
;

fiet:

dx n £ dy finj cofy finajy
j

dy finy cofy
3 dx n ' a

«

quare

ddy a dycofcy dx fin ay cof zy

dx 2 n z an

&
ddy fin ay cof2y __ fin 4> .

djj> fin ay. cof4y^
dx3 2 no 4«» ’ dx s a a 3

hinc

wfin 2 y ,
w 1 fin ay cofa^ «« 3 fin2j.cof4y

a— v -1 ——H :

i f&c.

ioi. Quoniam vfus haram exprefllonum in con-

dendis tabulis logarkhmorum finuum & tangentium ex

antecedentibus facile perfpici poteff, his diucius non im-

morabimur. Confideremus ergo adhuc huiusmodi va-

lorem :

0=
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yZZeKfmtix- fitque « ZX e*+<» filln(x -4- w)-

quia eft

40 r

dx
— p* (fin »jr-H »Cof»x)

— t* ( (1 tin
)
fin»Jt* -f- 5» cof fix')

dx
d*y

dx3
— f* ( (1- 3ff»)fin»jr-f-»(3— tm)cofnx)

— t* ( (i-6nn+n+)fmnX-\-n(4
- 4nn) cofnx)

dx*
t » , , -•

— t* C (i-ion»+ fn*)finnx-+-n (s-ionn+n*) cofnx)
dx

His fubftitutis & diuifione per e* inftituta erit

:

(1 —nn) , rv w* fin nx

.

e “'finn (*-4-w)~ fina-r-f- w fmnx-

tiucofnx-

2

2 n w*
cof « AT

C»-3 ””) W 3 fin** -4- W 4 fin 4- &c.
24

tf.3 ^ M 3 coffix -4-—— u* COfnx -4- &C.

102. Hinc plurima egregia corollaria deduci pos-

funt; fufficiat autem nobis haec annotafle.

Si fuerie x— o erit

:

w re fin » a) »w

1IW» W 3 4. ^4^) W 4 4. wn&c .

' 2 T 6
T • 24 120

v E e e Si
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Si fit to ~—x
%

ob fin/»(j--4-w)~o
; crit:

nx x*f — ' x3

2 6

tang nx zz~
<4—4mi)

34 “ r4
1

<;-xo«H»4
)
v .

120

.2 6 24

Generalirer vero fi fit nzzi habebitur

:

f
W
fin(x+«)rr finar (

1

ft.)- 1w 3- 1 ca4- « 5
-f Tf5 « ^ &c.)

-f- WCOfX (l-}-W-{-$«a—

/

5to
4-/5W I

~T§-5 W fl f&C.)

Sill autem fit w“o, ob fin»(ar-|-to)r«(^+«), & finBxI*x,

atque cofovir 1
,

fi vbique per n dluidatur, prodibit:

e*(ar-f-to)—x-f-wx-4-i w*ar-4-fw3x -f- T
»

T« 4x -4“ &C.

-f-w -f- “a H— 4« 3 -Hi «4 &c.

cuius ferici ratio eft manifefta.

CAPUT
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CAPUT V.
• * ! l

INVESTIGATE SUMMAE SERIERUM
EX TERMIN0 GENERALI.

103.

Sit Seriei cuiusquc terminus generalis —y, refpon-

dens indici x, ita vt y fit funftio quaecunque ip-

fius x. Sit porro Sy fumma feu terminus fummato-

rius ferici, exprimens aggregatum omnium terminorum

a primo feu alio termino fixo vsque ad y inclufiuc.

Computabimus autem fummas ferierum a termino pri-

mo, vnde fi lit dabit y terminum primum, at-

que Sy hunc y terminum primum exhibebit : fin autem

ponatur x— o
,

terminus fummatorius Sjy in nihilum

abire debet, propterea quod nulli termini fummandi ad-

funt. Quocirca terminus fiimmatorius S_y eiusmodi erit

fanttio ipfius x
,
quae euanefcat pofito x~ o

.

104. Si terminus generalis y ex pluribus partibus

conftet , vt fit y— 8cc. turn ipfa feries

confiderari poterit tanquam conflata ex pluribus aliis fe-

riebus, quarum termini generales fint p , q ,
r, 8cc.

Hinc fi fingularum iftarum ferierum fummae fuerint

cognitae, fimul feriei propofitae fiimma poterit afligna-

ri; erit enirn aggregatum ex fummis fingularum lerie-

ntm. Hancobrem fi fit y ~ p-\~q~\-r-\- &c. erit

Sy ZZ S/>-HSf-i-Sr-4-&c. Cum igitur fupra exhi-

E e e a bue-
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buerimus fummas ferierum,rquarum termini generales
fint quaecunque poteftates ipfius habentes exponen-
tes integros afiirmaduos

j
hinc cuiusque feriei), cuius

terminus generailis eft ax
a
-\-bx^ cx^-^- &c. de-

notantibus a, S
, y, &c. numeros integros affirmati-

yos , feu cuius terminus generalis eft functio rationalis

integra ipfius terminus fummatorius inueniri poteric.

ioj. - Sit in ferie, cuius terminus generalis feu ex*
pohenti x refpondens eft —

jy , terminus hunc praece-
dens feu exponenti x— i refpondens “ v

} quoniam o
oritur exjy, fi loco x fcribatur x— i

;
erit

:

d+y d syt’Z
dx 2 dx 3 6 dx 3 &C.

24 Jx* 120 dx 3

Si igitur y fuerit terminus generalis huius feriei

1 2 3 4 x— 1 x
a-\-b-\—c-\-d—|— . —)— —]—jy

huiusque feriei terminus indici o refpondens fuerit ~ A
erit v

y quatenus eft fun&io ipfius x
y terminus generalis

huius feriei:

1 2 3 4 5 *
A—f— /»—\—b—(— c—|—d .... -\—v

vnde ft St» denotet fummam huius feriei, erit—y—(— A. Sicque pofito x~o, quia fit

Sy— o & y
— A, quoque Sv euanefcet.

106. Cum igitur fit vzny—-~--

\

— ,

ddy d 3y

erit per ante oftenfa

:

dx~idx* 6dx 5
&c.
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Sr=S,—S$-HS-^—S^4+S^J— &c.J dx 2 dx 2 6 dx3 24-dx*

atque ob S v zr: Sy—

y

—|- A ,
erit

:

,_ A=sg_s^
ideoque habebitur

:

S
J3y

S
d3y

..I &cb
6 dx* *24dx'^™-

&c.s£=,-,a-i-s 4̂—s^4-t-s^
</jt 2 </.*•* 5At 3 24 dx*

Si ergo habeantur termini fummatorii lerierum, quorum
dd

y

d * y d*

y

termini generates tunt ^ ,
r~

,
&c. ex

iis obtinebitur terminus fiimmatorius feriei, cuius termi-

nus generalis eft Quantitas vero conftans A ita de-

bet efle comparata, vt facto x~o terminus fummato-

rius euanefcat; hacque condirione facilius deter-

minatur, quaxn fi diceremus, earn efle terminum indict

o refpondentem in ferie , cuius terminus generalis &
= y-

107. Ex hoc fonte fummae poteftatum nnmero-

rum naturalium inueftigari folent. Sit enim y—x"+* •

* c dy ddy (»4-i)n
quomarn fit ^ = (»+*)*•; ^ =
J 3y </

4
.y __C«+rK«- rX^-2)

_r T
6<2r 3 1. 2. 3

* 24</x4 1. 2. 3. 4
&C.

Eee 3 erit
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eric his valoribus fubftitutis

:

(»+ i)S>:=-**+1 --A-4
("IQ”

I. 2
Sx*-»

(n-+i)n(n~i)

i. 2. 3

atque fi vtrinque per n-f-i diuidaturj crit

:

»fl 3 2- 3 3 . 3. 4
1

/ — Conft. •

quae conftans ita accipi debet, vt pofito *ro, totus

terminus fummatorius euanefcat. Ope huius ergo for-

mulae ex iam cognitis fummis pot;.datum inferiorum,

quarum termini generales font x*-'
,
x*-*

,
&c. inue-

niri poterit fumma poteftatum fuperiorum termino ge-

neral x" expreflarum.

io8. Si in hac expreflione » denotet numerum in-

tegrum affirmaciuum , numerus terminorum crit finitus.

Atque adeo hinc fumma infinitarum poteftatum fi »~o,
abfolute cognofcetur; eric enim ; S.x° — x.

Hacque cognita ad fuperiores progredi licebit, pofito

enim n— i
;

fiet

;

S.x*= i x* -f- i Sx° r= i x* -f- \ x

fi porro ponatur «” 2 prodibit :

S.2ra r= $x-4-Sx— $Sx°rrix 3 -4-£x*~|-£x; deinde

S.x 3—

«

x* i Sx*- Sx-+- \ Sx°— | *«-+- i x
s -1- i

S.x+— ijyj-4-jSx 3 — |Sx*-f-Sx— |Sx° fiue

S.X 4 Z= fx 5 -l-ix4 -^-|xJ jvX.

Sic-

I
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Sicquc porro quarumvis poteftatum fuperiorum laminae

fucceffiuac ex inferioribus colligentur
;

hoc autem feci-

lius per fequentes modos praeftabitur.

109. Quoniam fupra inuenisnus cffe

:

ddy

dx*
ns

dy
Si ponamus -£

t
— %

>
^ct

ddy dzd s y ddz

d^-~7x'dZ*—d^> &C'

turn vero ob dynzdx , erit y quantitas, cuius diffe-

renriale eft =r zdx, quod hoc modo indicamus, vt ft

y—fzdx. Quanquam autem haec inuentio iplius y ex v

dgrn % a calculo intcgrali pendet, tamen hie iam ifta for-

ma /zdx vti poterimns, ii quidem pro * alias ipfius x

funQiones non fubftkuamus, nifi eiusmodi, vt fon£Ho .

ilia, cuius difFerenrialc eft zzzdx, ex praecedentibus ex-

hiberi queat. His igieur valoribus fubftitutis erit

:

S* —f*Jx-+-lS^—

—

&c*

adiiciendo eiusmodi conftantem , vt pofto x— o ipfa

fumma Sa euanefcat.

110. Subftituendo autem loco y in fuperiori ex-

preflione litteram a, vel quod eodem redic differenrian-

do iftam aequadonem erit

:

c.dz • o ddz
Sa=.-+-}S^.

,d 3 z .</* z

(in
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fin autem loco y ponatur

A 3 z
IS-

dz .

dx ’

ts'
4 *

erit

:

d s z
&c.

~ddz dz

Similique modo fi pro y fuccelfiue ponantur valorem

ddz d 3 % . 0 .

.

d7*> Jx 3 >
&c* repcnctur: -

,d 3 a _~ddz
!

-d* z — d 3 a n d e %
’

dx 3 ~~dxt * S dx*-+~* S
dx‘

d 4 a d 3 z . , 0 d
s z . r,d S Z d 7 z

dx4 ~dx* 1

— tSi?+ASb?— &c.

ficquc porro in infinitum.

in. Si nunc ifti valores pro S—
: s'~xdx’ dx ’ dx 3 *

&c. fuccefliue fubftituantur in exprefiione

:

d 3 z
i
- S -j-t— &c. iSs—fzdx-\-\ £ S^

a

dx * dx*

inuenietur expreflio pro S a
,
quae conftabit ex his ter-

dz ddz d 3 z
minis fzdx\ a; &c. quorum

coefficientes facilius fequenti modo inueftigabuntur.

Pon^ur

, .
Gdz ydh $d3 z td*%

Sa
Tx
~+ -£T -^7 &C.

atque pro his terminis fui valores fubftituantur, quos
obtinent ex praecedentibus feriebuSj ex quibus eft

:

fzdx
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Sa_i-s^-+-is^—
2 dx 6 dx* 14 tfx 3

, c <&
,

a c d*z-4-aS-j S -j—— ~i—— S-t—;-
dx 2 dx* 6 dx 3

p^ddz £ 0 d
3 z

Gb
dx* 2 *dx3

’

a „d*z

24 *dx*

yddz _
77* —
$d3 Z

Jx 3 ~~

qui valores additi, cum producere debeant Ss, coefficien-

tes a, 6, y, J, &c. cx fcquentibus aequationibus.

definientur

:
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112 . Ex his ergo aequarionibus fucceftiue valores

omnium licterarum a, 6, y, S, See. definiri potcrunt,

reperietur autem:

&c.

ficque vlterius progrediendo reperientur continue termi-

ni altemi euanefcences. Litterae ergo ordine fertia,

quinta, feptima, &c. omnesque impares erunt ~o
,
ex-

ceptaprima, quo ipfo haec valorum ferjes contra legem

continuitatis impingere videtur. Quamobrem eo magis

necefTc eft,
,
vt rigide demonftretur, omnes terminos im-

pares praeter primuxn neceflario euanefeere.
I .. 1 t

1 13- Quonianj ftnguiae lit$erae fecundum legem
conftantem ex praecedentibus determinantur, eae feriem

rccurrentem inter fe conftituent. Ad quam explican-
dam conoipiatur ifta feries: - •

I-f- au-j-gu 3 -+-y u 3 —1— (J«
4 -f-^V-H&C.

'
• \ i cu-
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CAPUT V. 41 (

cuius valor lie ~V
;
atque manifeftum eft hanc leriem

recurrentcm oriri ex euolurione huius fra£Kbnis

:

.

V — : &c
i— £ u —f- f a 2— * s a4

atque ft ifta fraftio alio modo in feriem infinitam fecun-

dum poteftates iplius a progrcdientem refolui queat, ne.

cede eft, vt Temper eadem feries

:

V“ i

-

4- ok-I— 6 »* —j— y«* Ja4 —}- eu s —)— &C. '

refultet : hocque modo alia lex
,
qua ifti iidem valores

a
, S , y, &c. determinantur, eruetur.

1 14. Quoniam, ft e denotet numerum, cuius loga-

rithms hypcrbolicus vnitati acquatur
, erit

:

*-"= ! iv 3 -+- T7V« S -b &<?.

*

r§aa 4 -~-&C.cnt .— i-i* -f- T»* _ T
*

?

ideoque V rr —jzz • Nunc extinguatur ex fcrie fe-

cundus terminus au~i, vt lit

:

V i«— 1 -f- Sa’-f-y

«

3 —I—

«

4 -f-«a 5

* *\

cric: V— —-—-

.

Multiplicentur numc-
i

—

e "

rator ac denominator per eritque

')

\ « =
<, i*

i
.~i«.

a (
< —

?

2 ( e f )

& quantitatibus <? & e In ferie3 conucrlis

fiet

:

F f f 2 V-
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r * 8(4

v— 2:1 2.4. 6.8 2.4.6.8.10.12
H-&C.

2(-+ +
2 2.4.6 2.4.6.8.10

fiue

-&c.)

• u* u«
1—| 1—

2.4 2. 4. 6. 8 2.4. ,,12 2.4. ..16
&C.

4.6 4.6.8.10 4.6...14 4.6...18
4-&C.

1 1 5. Cum igitur in hac fra&ione poteftates im-
pares prorfus defint

, in eius quoque euolutionc potes-

tates impares omnino nullac ingredienturj quare cum
V— i u aequetur ifti fcriei

:

1 —

6

u 2 —f— yu3 —j— Su+ -f- tu s —(— gu e —f— &c.

coefficientes imparium poteftatum y, t
,

ij, /, &c. omnes
euanefcent. Sicque ratio manifefta eft

,
cur in ferie

:

I —j— ctu —j— £

—

j— yu 3 —
|
— iu* j"" See.

termini ordine pares omnes praeter fecundum fint rro,
neque tamen lex continuitatis vim patiatur. Erit ergo

V~ i-+-j u—}— Gv 2 -\-8u+ -f- gu e -\- 6u e
-f- ku 1 °—j

—

See.

litterisque 6
,

S, 0
,
a, &c. per euolutionem fuperio*

ris frafctionis determinatis
, obrinebimus terminum fum-

matorium Sa feriei
,
cuius terminus generalis eft ~s,

indici x refpondens
,
hoc modo expreflum

:

C - Sd3 Z _8<=/sii+l>+j.+jI+tJ+' ‘4.JH
1 16.
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n 6. Quia feries

oritur ex.euolutione huius fra&ionis:

u2
. 1

(/
1

*
- 1 - - -4-- &c.

2.4
1

2.4.5. 8 2. 4.6.8.10.12

_ ,
*a

,

« 4 U 6

J.. See
1

4.5.8.10
1

4.6.8.10.12.14
y

iittcrae S, t
y £ , 6, &c. hanc legem tenebunt , vt fit:

1 i-e=
2.4 4.6

*

. _ 1 .
€ 1 -

* “2. 4.6.

8

4.6 4.6.8.10

«— I l § 1 . •

* 2.4.6.12 4.6 4.6*8*10 4.6. . .14 : j * j

* •_ * ^ * e 1

2.4...16 4.6 4.6.8.10 4.6. . .14 4.5...18
*

Hi autem valores alternative fiunt affirmatiui & negation.

1 1 7. Si igitur harum Iitterarum alternae capian-

rur negatiuc, ita vt fit

:

S%~fzdx-\ri z— — 3d3 %
t
QJ*%

dx 3 dx s ' dx T

litterae S y
3

> g, 0, &c. definientur ex hac fra&ione

:

&c.

HL
2-4

u4 u a 8 °

2.4. 6.8 2.4.. .12 2.4-
&C.

IT . . M '

’4.6 4.5.8.10

- » c

4.6. . .14
1

Fff 3

4-6. ..18
— &C.

earn
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earn euoldendo inferieril tninO

X —1— ^ «* —f— —f—

quocirca crit

:

£z=
i

4.6

t=

4.6

s_

k<s

$

2.4

1

r-h
;-X

4.6.8.10 2.4. 6.8

e ,

4.6 4.6.8.10 4.6... 14

&c.
2.4. . .12

•-

nunc autem omnes termini fient negatiui. ... . .
— *,

c"r '-'.'J.a
'

1 1 8. Ponamus ergo S A • $— B ;

—-C

;

&c. vt fit

:

A</s B^3 a
. CJs z D</r e „

*r—Sa ys </•*•—}— J z—j—
</ar

atque ad litteras A
,
B

, C ,
D

,
&c. definiendas con-

fiderctur haec feries:

1—- A a* —*— B» 4 — Ca ff— Da 8 — 1>— &C.

quae oritur ex euolutione huius fra&ionis

:

1

2.4 2.4. 6.8 2.4...12
1

&C.
2.4... 1

6

u* « a* a®
i- —1_, — _

. /• l ^ « - _ r— Hh .V &c.

vel confideretur ifta feries:

— —Aw— B« 3—— C 11
s—Da r—E« 9— &c. rzs

quae oritur cx euolutione huius fra&ionis

:

5.
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u 8

4 *S

2.4 2« 4* ^*8 2.4* •

&c.

^,6 4*^**'^4

Cuin autem fit

:

&c.

cofI«-I
K a u* « r

2.4

a*
fin i v~

,

* 2 2.4.6

iequitur fore

:

2.4. 6.8

u s

2.4...12.

'

u 7

-&c.

&c.
2.4.6.8.10 2.4...14

cof|» _ r . -— — i cot. 1 V."r” 2 fin £«;

Quare fi cotangens arcus i a in feriem conuertatur, cuins

termini fecundum poreftates ipfius « procedant, ex ea

cognofccntur valores iitterarum A
,
B , C ,

D, E
,
&c.

n 5 . Cum igitur fit /=2icot*»* erit^ \v=z

A cot 2/, & differendando erit \du~ •- feu

' rr: vj :

4 </j_4_ du 4ssdu— o ,
fiue +

1

4- 4"= °*

• Quia autem eft; s:=-'^—

A

u ,- ®" 5 Ca 5 &c.

ent 'fi'

—4A— 3.4B«*— 5.4 Ca 4—7-4Da a -&c.

v ., ,v 7 f'tMIJ-)'. : f

1 zr i

411“ —— 8A^ UU '

—
- 8 Baa -r— 8 Ca4

H-4A a «* •+- 8AB« 4

8 Da*—&c.

8AC« a -f-&c.

4 BBa® —I—&C.
per-
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pcrdu£h's his terminis homogcneis ad cyphram fiet

:

A— —
12

C =; —

-

7

P_ i AC-{—BB

g aAD —f- a BC
1

1

>
; ;

t i..

F — a AE-h^BD-t- CC
•* t

—
, 13

5 - •

a AF-f- 2 BE—h 2CD
u zz

- ' ** Vi I \
•
f T 2AG

-

4- 2BF-F- 2CE-4-D D
. • . 17 - • '*

•

&c.

Ex quibus formulis lam manifefto liquet
, flngulos hos

valores effe affirmatiuos.

120. Quoniam vero denominatores horum valorum

fiunt vehementer magni , calculumquc non mediocriter

impediunt; loco litterarum A, B, C, D, &c.

has
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has nouas introducamus

:

A — —

—

1.2.3

B ~ e

I.2 * 3*4*5

__ y

I.2.3 ....7

3

C

D ~

£ =
1.2.3 9

f
&c.

I* 2< 3 •*»«***,H
V • *

Atquc reperietur fore

:

4*7

• /

a _ —

c— in*
9

“2.-

i = 2.i«r-t-^e-
3 4*>

f K 1
to. 9. 8

f ” 2. — aJ-t-2.- :

J
*••••>

St

i— 2.-
* I

12

,2.3 I*
at -4-2

12 . II. IQ ^ |

I2*II«l°*9*8
yy

5

ir « > 9
5 - 7

Ggg
;; • ' ;

«».'

1 7

14.13.12,1 1. TO
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121.

1
«—

—

2

fc=±.2

CAPUT r,

Commodius autem vtemur his formulis :

yrr— .aS
3

8
j

7' ^ ^
o
——.ayf .

—
3 3-4-5 *

3 3 - 4- 5 ' •

- 12 . 12.1 1 .10 .

C~— .of 4 r

3 3 - 4-5 1

3 - 4 - 5 . 7

3 3-4-5 1

12 .JI. 10 .9.8 yy
2

14.13.12,1 1.IQ

3- 4- 5- «- 7
.yS

2
e-*£ • g

3 3 - 4 - 5 3 -4- • • • 7 3-4 9
&C.

Ex hac igitur lege, fecundmn quam calculus non diffi*

culter inftituitur, fi inuend fuerint valores litterarum

a
,
S, y, <?, &c. turn feriei cuiuscunque, cuius termi-

nus generalis feu indici x conueniens fiierit ~ a, ter-

minus fummatorius ita cxprimetur
,

vt fit: > > .
.*

adz Sd 3 z y ds z

$d T z '

I.2.3.dx 1.2.3.4.5 dx 3

td 9 z gd 1

l.2....ydx s

—
, ——. _i_ fire,

1-3 $dx r
1 .2 . ..;i idx 9

iftae autem litterae o, g
} y }

J, &c. fequentes valores
L 1 i* ' * r

habere inuentae font;

due
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*= _
I

2
1.2«— I

r
.

II
.

<U>

-1

~6

t

i. 2.3 S=i ; .. .

•
. )

1. 2.3.4y—

4

y = I

T
<5
— _

3_
IO

1.2.3.4.5^36

«
“ ' 5

6
1.2.3 • • 6«=6oo <

II
591

210
1.2.3 • • 7{?=34* 69*

n= 11
2

1.2.3 • • 81=20160.35

0= 3617

30
1.2.3 • • 30=12096.3617

1= 43867

42
1.2.3 • • 101=86400.43867

1

x“ 1222277

I IO
1.2.3 • • 1111=362880.1222277

K=:
854513

6
1.2.3 • • 12^=73833600.854513

f*=
1181820455

546
1.2.3 • • 1312=11404800.1181820455

V zz
76977927

2
1.2.3 • • I4«'=i09i09i456oo.76977327

*=
23749461029

30
1.2.3 • • 11^=43583145600.23749461029

5TZZ
361 5841276005

1, . 16^:45287424000.8615841276005
402

&C. 122.
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122. Numeri ifti per vniuerfam ferierum do&ri-

nam ampliflimum habent vfum. Primum enim ex his

numeris formari poflimt vlrimi termini in fummis po*

teftatum parium
,
quos non aeque ac reliqnos terminos

ex fummis praecedentium reperiri pofle fupra annocaui-

mus. In poteftatibus enim paribus poftremi fummarum
tennini funt x per certos numeros multiplicati

;
qui nu-

meri pro poteftatibus II; IV; VI; VIII; &c. funt

-i-
, — , — , — , &c. fignis altemantibus affe&i.

Oriuntur autem hi numeri fi valores litterarum a, £, y, S,

&c. fupra inuenti relpetKue diuidantur per numeros im-

pares 3, * , 7, &c. vnde ifti numeri, qui ab Inuentore

Iacobo BernouUio vocari folent Bernoulliaoi erunt:
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x 86is84* 276oo? oj

ai"* 1432a •

&c.

123. IfH igitur numeri BemouIIiani 51 , 58 , S, &c.

immediate ex fequencibus aequationibus inucniri poterunt

:

51= -r

58= —.— 51
2

1.2 5

(T- 5155
1.2 7

^.— 51 <2-
1.2 9

+
8 . 7- 6.f

1. 2. 3.4

10.9.8.7

— 58*
9

C =!°*.-L *©-!-^ 1.2 11 1.2. 3.4
- m
1 1

Ggg 3 3=
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1.2 13 1.2. 3.4 13
^

'1.3.3. 4.5.6

<S=ff. 7-513+'—'——.- *l| +
1.-3.«.".'0., ±

1.2 11 1.3.3.4 15 I. 2. 3. 4. j.5 ij
1-"

&c.

quarnm aequarionum lex perfe eft manifefta, ft tantum
notetur, vbi quadratum cuiuspiam litterae occurrit, eius
coefficientem duplo efte minorem, quam fecundum re-
gulain efte debere videatur. Reuera autem termini, qui
continent produfta ex disparibus litteris, bis occurrere
cenfendi funt, erit enim verbi gratia:

13S—=— gg-f-

>
13 . 11.10

I. 2. 3 .

124. Deinde vero etiam iidem numeri a, g, y,
&c. ingrediuntur in cxpreftiones fumrnarum ferieruin

fra£Honum in hac forma generali

:

quoties n eft numerus par affirmatiuus
, contentarum.

Has enim fummas in Introdu&ione per poteftates fcmi-
peripheriae circuli x radio exiftente m expreflas de-
dimus, atque in harum poteftatum coefficientibus ifti ipft

numeri a, g, y, <T, &c. ingredi deprehenduntur. Quo
autem haec conuenientia non cafu euenire

,
fed neces-

iario locum habere .intelligatur, has easdem fummas fin-

gu-
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gulari modo inueftigemus
,
quo lex fummarum illarum

facflius patebit. Quoniam fupra inuenimus efle

:

-cot — ~ +—

-

- 4- &c.
n n w »-w T »+w m—m a»+w 3«-»

hinis terminis coniungendis habebimus :

aw aw awir w i aw
— cot. —*—- - nn_m% ~4n»

-«»“
Sa»-w* i6» a-w a

-&c.

vnde colligimus fore

:

__L_ i ! + __L- +
1 - +&c.=— --

' 4n
a -w* 9»*-w a 1

I6» a-w a 1 2ww 2WS

Statoamus nunc am, & pro w ponamus a; vt fit:

JL_ i _L_ x _J_i 4. —JL_ |&c — - 1— — cot. sra.

Refoluantur fingulae iflac fra&iones in feries

:

&C.

cot.

ri = ‘

2 a

I

3
*

_l___ J_
i6-a a 4*

I

4““*

I

S-u*

*
^ a

«•

«/ ®

2 ‘°

K»

3**

«•

. I o

4- &c.

4- &c.

I
--&C.

&c.

12 j. Quod fi ergo ponatur:

i 4- ^ +“ j*+ ^ "+ &c * = «

i-4- p + p 4- 4v&c. = b

i4-

w
- IT
H
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1+^ "+“ jrz+ ^rs 4-&C. p e

&c.
r

fuperior feries transmutabitur in hanc

:

ft-fbwHf"4 +b« s
+ ^ 8

+ f*
,0
+&c.=— -— cot.vu.

J
2UU 2

U

Cum igitur in §. U8. litterae A, B, C, D, &c. ita

comparative fint inuentae, vt pofito
: J

s—-—Au— B» 3— C« s ——D« 7—Eu°— &c.

fit s— { cot. | u, erit pofito n

u

loco feu 2ttu loco «

IcotVtC — -Avu— 2 3 Bt 3 «3— 2 sCt ! U s—2*Dt 7* 7— 8iC.2VU

vnde per - multiplicando erit

:

— cot.t»~— 2At*—

2

3Bt4 »*— 2 sCt s*+—>&c.
a « 2 UU

hincque fcquitur fore

:

———COt.Ttfz= 2At * + 2 3 Bt4 « *
-f 2

5Ct 11«4 -f 2
7Dt 8 « a +&c .

2 UU 2 U

Quia igitur modo inuenimus effc

:

X JT—— — cot.Ttt~ —}- c« 4 -4- &«*-+- &c.
2 UU 2 It

’

necefle eft vt fit : i
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a « 2 a
'

2$(
«ZZ a A t* zz . t* zz — .

«•*

r-> 1.2. j- i. a

b zz a* B »4 zz . s-4 zz .w4
1.23.4.5 1. 2. 3.

4

( zz a s Ct«
2 fy - 2

5®
T 6 ZZ Tt a

J.2 . 3....7 1 1.2 6

& zza r Dt 8 zz———

*

8 ——— — t*
1.2.3. ...9 1.2 8

t ZZ 2 s Ear I0 ZZ
2 B e 2®@

1.2.3. ..1 1 1. 2. ...10

2 * 1 ?
1

.

' «<*

fzza ZI F)ria ZZ t 1 * zz
' 1.2.3. ..13

‘ ‘
1.2 .... 12

&c.

126. Ex hoc ergo tam facili ratiocinio non folum

omnes feries poteftatum reciprocamm, quas §. praeced.

exhibuimus, expedite fummantur; fed fimul quoque per-

fpicitur
,
quemadmodum iftae fummae ex cognitis valo-

ribus litterarum a, £, y, f, &c. vej eriam ex nume-
ris Bernoullianis 51 ,

S3 ,
&c. formentur. Quare

cum iftorum numerorum quindecim §. 122. definiueri-

mus
,
ex iis fummae omnium poteftatum parium vsque

ad fummam huius feriei inclufiue aflignari poterunt

:

eric enim huius
2 JO '

3

feriei fumma zz

>
3#

2 *.®T
7T 3 0 ZZ — * 3 °-

• -e »
1

1

I.a.3. ..31 - 1.2 30

Hhh At-
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Atque fi quis voluerit has fummas vltcrius d^tertninare,

id continuafidis numeris at, tK y > &c. vel hi$ 31
,
33," Qt,

&c. facillimc praeftabitur.

- : 5
1

.-. •. 2 ‘r

127. Origo ergo horurti numeroram a, £, y, $,

&c. vel inde formatorum 31 ,
58

, (J , © ,
&c. potifli-

mum debetur euolucioni cotangentis cuiusuis anguli in

feriem infinitam. Cum enixn fit

*• •*

1 cot. t u— —— Au— Bu 3—Cu s—Du 7—E« B— &c.
u

erit : • >

Ak* *-f* B« +
-f- Cu e -}— D«® —(— &c. “ 1 — - cot. | «,

i
’

, r . 1 >1 .
’

fi igitur loco coefficientium A, B, C, D, &c. valores

ipforum fubftituantur
, reperietur:

an* y u e £«“
1
o » .h&c.~r COtJk

9 2*.2.3 1. 2. ...7 1.2

atque numeros Bernoullianos adhibendo erit

:

58«< +- 7H --|-&C.~i COtJ a
1.2 1 , 2 ( 3 * 4 I • 2 . • • 6 1 .2 ... .8 2

ex quibus feriebus per differentiationcm innumerabiies

aliae deduci poflunt ,
ficque infinitae feries fummari, in

quas ifti numeri notatu tantopere digni ingrediuntur.

128. Sumamus aequationem priorem, quani per «

multiplicemus
,

vt fit:

au 3

1.2.3

. 7v* . r/ a*
rr.TT" H &C.~«-— COt |

«

i.2... 5 X.2...7 1.2 .. .9 a

: 1 quae
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quae differenriata ac per du diuifa dat :

au * £* yu* #a* . . ttm

i. a T.2.3.4 t.2...S 1.2 ...

8

1

4Cfhf«)*

& ,
d denuo differentietur erit

:

au
,

Su 3
,

yu* u uucofju

1 1.2.3 . I.2.3.4.; *
. (finj*)* i4(finia) 3

Sin autem altera aequatio differentietur erit

:

8U , S5« 3
,

@* 5
, ,

*
1— 1— — cof-i*/—4— —=—-

—

—-h— h— 1

— zr-|C0t|*-4- -
77=—

m

1 1.2.3 1.2... 5 1.2...7 4(lini«)*

Ex his ergo fi ponatur »rTff, ob cot 1 r nr o, &
fin i u rr 1 ,

fcquuntur iftae fummationes

:

. Tkb
. .0 -

1.2.3 ta.3.4.1 1.2.3... 7 1.2. 3... 9

otff* . Sff4 ,
yve

. iff®ff* «ff» Sff4

»+T=-7r+“
1. a 1. 2.3.4 1.2.3 ... 6 1.2.3...

8

-{-&C.

feu 1— a

1.2. 3. 4.5 1.2.3...

7

———H —— +
1.2.3.4.5 1.2. 3. ..7

a qua fi prima fubtrahamr remanebit:
;

,
- <tO£l + h_ &c.

1. 2.3 I.2.3.4.S I.2.3. ..7

Hhh 2 Turn
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feu

i

%

4

\

Turn vero erit:

,

, %S*r 4
(1r e

fair*

2.2 1.2. 3.4 1 * 2*3 & I*2*3**** 8

,

|

S3 7T
3

J

(£r s

i 1.2.3 1.2. 3*4*5 1*2.3 ••••7

_ 3t .
%2ra gar4

'

’
1 1.2.3

^n
i.2.3.4.j*r^i.2.3....7

+&C.

-f&c.

-f&c.

129. Ex tabula valoram numerorum o, 6, y, $, &c.

quam fupra §. 121. exhibuiraus
,

patet eos primum de-

crefcere turn vero iterum crefcere
, & quidem in infi-

nitum. Operae igitur prerium erit inueftigare, in qua-

nam ratione hi numeri
,
poftquam iam vchementcr lon-

ge fiierint condnuari, vlterius progredi pergant. Sit igi-

tur $ numerus quicunque huius feriea numerorum a, £,

y, S, &c. longiflime ab inirio remotus, & fit 4/ nume-

rorum fequens. Quoniam per hos numeros furamae

poteftatum reciprocarum definiuntur, fit 2» exponens po-

teftatis
,

in cuius fumma numerus
(Jj

ingreditur
, erit

2»+2 exponens poteftatis numero tp refpondens, at-

que numerus « iam erit vehementer magnus. Hinc ex

§. i2j. habebitur:

i-

3

3
**

jSU-f-*

I
, * 2 3 *- 1 (h
+See.— 4 -~r

4"* I.2.3...(2»-j-l)

—l-4&c.—
2^*^—

—

4 ,*+a
I.2*3*..(2»f 3)

#*•+*
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429CAPUT ' V.

Quod fi ergo haec per iftam diuidatur, erit

:

4±

Quia vero » eft numerus vehementer magnus ,
ob fe-

riem vtramque proxime zz i
,

erit

:

(2«-4- 2) (a«-4~ 3) —.
nn

Cum igitur n defignet, quotus fit numerus <p a primo

a computatus ,
fe habebit hie numerus <p ad fuum fe-

quentem 4- vt tt* ad »*, quae ratio, fi » fuerit nume-

rus infinitus, veritati penitus fit confentanea. Quomam

eft fere Tvrzio, fi ponatur »zzioo; erit terminus

centefimus circiter millies minor fuo fequente. Confti-

tuunt ergo numeri a, S, y, S, &c. pariter ac fiernoul-

liani 95, <5, £), &c. feriem maxime diuergentem,

quae etiam magis increfcat ,
quam vlla (eries geome-

trica terminis crefcentibus procedens.

130. Inuenris ergo his valoribus numerorum

«, e, y, S
y

Sec. feu 91
,

'

23 , G, ©, &c. fi propo-

nitur* feries ,
cuius terminus generalis a foerit funftio

quaecunque ipfius indicis x, terminus fummatorius S*

huius feriei fequenti modo exprimetur , vt fit

:

Hhh 3
* s%~
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„ • *' . . . . I • dz | J3 c
S *— fz dx -f- \ % —|— — . -j—— .

6 1.2 dx 30* 1.2.3. 4</jr 3

d s z I d 7 z

4a '1.2.3... 5dx* 3o'i.2.3...8dx 7

j d 9 z 691 dt7z

+

66 ' 1.2.3...10dx9 2730' 1.2.3 ...12 dx 11

7_ 3f£7, dl *z ,

6 1.2.3... 14 dx 13 Jio 1.2.3 ••• i6dx x *

43867 174611 dt9z
798 ‘1.2.3... 18 dx 7 7

330
"

"1T2
.
3 ...

2

odx 1 *

85 45 »

3

dt x z 236364091

138 1.2.3 ...22 dx11 2730 i.2.3...24(/jr**

8553^03 23749461029 d27z
6 '

1.2.3. ..z6dx2S 870 *1.2 3 ... 28 7

86r S84127600J d t 9 z „ «

14322 '
1.2.3 ...30</2f 2 * &C.

Si igitur innotuerit integrate fzdx, feu quantitds ilia

cuius differentiate fit ~zdx, terminus fummatorius ope
continuae differentiationis inuenietur. Perpetuo autem
notandum eft ad hanc expreftionem Temper eiusmodi

conftantem addi oportere, vt fumma fiat ~o, fi index

x ponatur in nihilum abire.

131. Si igitur z fiierit fun&io rationalis integra

ipfius j:, quia eius difFerentiaJia tandem euanefcunt, ter-

minus fummatorius per expreftionem finitam exprime-
tur; id quod fequendbus exemplis illuftrabimus.

EX-
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: -
d*'.‘

• ' EXEMPtUM I.

Quaeratur terminus fumm»torm huius firiei

:

12345’ *
x ...|— g

. )
- 3 y

—
4
~ 4$ i

* 8 1 - f • . . • »
"4— (ajf—i)*

Quia hie eft ar3 (2r-i )
2 zr $xx— <p-4-r ;

epc /a dx zr. % 2T
3— 2X* -f-2r ,

ex huius enim differenriarione oritur

:

4xxdx 4xdx -f- dx"Z2 zdx.

Deinde vero per differentiationem erit:

dz ._ = §.*— 4

ddz

dx*
— 8

d*z
&c.

dx* —
Hinc erit terminus fummatorius quaefitus i I - -

$x> 2X* -\-x-\~ 2XX 2X -4-$*-+- §•*•— 4- it Conft.

qua conftante colli debent termini |— £; vnde erit:

S(2x- 1)* =1 $x* j(22r-r)(2i>

-i-i).

Sic erit poftto *:=r 4 fumma 4 primorum terminorum

1 9 H- 49— 7 -7-5= 84«

EXEMPLUM II.

j
Quaeratur term'mus fummatorius huius firiei :1234 *

1 -i
- 27 H- 125 H- 343 —l—1‘ - •

*
' * .0**-O 3

Quia
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Quia eft errCaa-i )
3 :^.*- 3 — iajf* 4- 6*-i; erit:

f%ix— 2JT 4— 4^34- 3*'—x
;
^=2 4*‘— 24*4-6;

^ ±r 48-*'—• *4 » ' 7~t~ 48 J fequentia euanefcunt.
1

dx* ax - • • i

Quare erit S(2*~0 3 ~2x*—4* 3 4-3**— x

4~4a" 3— 4“ 3X— l
4-2**.—.2*4“ §.*

-

— xr

hoc eft S(ajr-i) 3 rra*4 *— ^r
9 zz:x a (24r4r-i). Sic erit

pofito x— 4 14-274-1254-34313 16.31— 496.

132. Ex hac inuenta generali expreffione pro termi-

110 fummatorio fpontc fequitur ille terminus fummatorius,

quern fuperiori parte pro poteftatibus numerorum natura-

lium dedimus
,
cuiusque demonftrationem ibi tradere non

licuerat. Quod ft enim ponamus z—x”, erit vtique

fzdx r-— *»+•* ; differentialia vero ita fe habebunt

:

»+*
, ,

dz __
Tx
—

ddz

ax

3J5

“ Jr
« 1

±=*C*-i)(*-a)(a-3)(«-4)4r»-f
dx

~ —n(n*i\ ..... &C.
</* r

Ex
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CAPUT r. 433

Ex his ergo deducetur fequens terminus fummatorios

refpondens termino generali x"
j

fcilicce

$x»— x»+ 1 -4-— x*-{~ — .— **-*
a + 1 2 6 z

t n ( rt—i)(a— a)— . — x*-

5

30 2. 3. 4

1 L g(«-x)(«-a)(a-3)(«- 4)

'42' a. 3. 4. y. .
6

1 a(a — 1)

30 2. 3. .

s »(»-0
8

66 2. 3. . ,

691 a(a— 1)

IO

(»— ro) _ „' r«-B
273O 2 . 3 .

_7_
»(»-0 •

6
‘

12

(a— 12)
i 4:»-*!

2. 3 . .

3617 w(a— 1)

14

(a—14)
510 2. 3 1 5

if

43867 a(»— 1) (a— 16)

798 2. 3

174611 a(a— 1) ....
. 18

. <a-i8) .

330 2. 3 . ... . . . 20

. 8543^3 n(n-i) .... . («-20).

138
"

2. 3
«4«

. 22

236364091 a(a— 1) . . . . . (a-2

2730 2. 3 . . . . . . 24

8553103 a(a-i) . . . . . (a-2 4)
6 2 * 3 * • .* ,* • . 26

Xn~ *7

4r»->r

Iii
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434 CAPUT V.
'

237494S1029 n(n- 1) (n-2 6)
. ' x »-»?

870 a. 3 ...... 28

. 861 f 841276003 .

14322 *
2. 3 . .

. (»-2 8)

30

quae expreflio non differt ab ea, quam fupra dedimus,
nifi quod hie numeros Bernoullianos 5(, 55, (X, &c. in-

troduximus, cum fupra vfi eflemus numeris a, £, y, S,

8cc. interim tamen confenfus fponte elucet. Hinc ergo
terminos fummatorios omnium poteftatum vsque ad po-
teftatem trigefimam inclufiue exhibere licuit

5
quae in-

veftigario, ft alia via fuiflet fufccpta, fine longiffimis &
taediofiflimis calculis abfolui non potuiflet.

133. Iam fupra §. 59. fimilem fere exprefilonem
pro terrmno fummatorio dedimus ex termino generali

definiendo. Ea enim paricer fecundum differentialia ter-

mini generalis procedebat
;

ab ifira autem in hoc potis-

fimum erat diuerfa
,
quod ilia non integrale fzJx re-

quirebat, fingula vero termini generalis differentialia per

•certas ipfius x fun&iones habebat multiplicata. Eandem
igitur expreffionem fequenti modo ad naturam ferierum

magis accommodato d?nuo eliciamus, ex quo fimul lex

clarius patebit ,
fecundum quam coefficientes illi diffe-

rentialium progrediuntur. Sit igitur feriei terminus ge-

neralis a, fun&io quaecunque ipfius indicis x, terminus

vero fummatorius quaefitus fit s
: qui quoniam vri vidi-

mus eiusmodi erit funftio ipfius x
,

vt euanefcat pofito

x~ o , erit per ea
,
quae fupra de natura huiusmodi

fun&ionum demoaftrauimus; • •
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xds
.

x*dds x3d 3 s x*d*t——&C.= 0.
idx~t~i.2dxa i.2.3dx* ^i.*. 3 .4<&4

134. Quia t denotat fummarn omnium termino-

rum (eriei a primo vsque ad vltimum z
,
perfpicuum

eft fi in t loco x ponatur x—i
,
turn priorem fummarn

vltiino termino a mulftari : erit fcilicct

ds dds d 3 s d*s
&c.

dx 2 dx* 6dx 3 24dx*
wvv*

_ds dds'
t

d 3 s_

dx 2 dx 2 6 dx3
d* s

-f~ &c.-4-•Sd
1
-

quae aequatio modum fuppeditat ex dato termino fum-

inatorio s definienai terminum generalem, quod quidem

per fe eft facillimum. Ex idonea autem combinatione

huius aequationis cum ea, quam §. praeced. inuenimus,

valor ipfius s per x & z determinari poterit. Ponamus

in hunc finem efle:

t — A a—

f

Bdz Cddz

dx2

T)d3 z E d*z
-f- See. ~ o

dx dx* ' dx3 dx*

vbi A, B, C, D, &c. denotent coefficientes neceffarios

fiue conftantes fiuc variabiles : nam cum fit

dt ddj_ ,
d 3 s d*t . d 5 s

'2 dx2a— dx
' 6 dx 3 2$dx* iiodx

dz ddz d*z

-— &C.

aa aaz a* a „ . -

fi hinc valores pro z, &c* m ,upe'

riori aequatione fubftituantur, prodibit:

I ii a
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t “ s

Ag — -
Adi Adds Ad3 s A J*t Ad*t

r + &c fdx ‘ 2dx 3 6dx 3 1

241dx* iiodx 1

_ Bdz IMi. Bd 3s B d* s B d s
't

dx ^
dx * 2 dx 3 ^ 6dx4 24 dx s + &C.

^jCddz Cd3J C d*t Cd*t
dx 2 dx 3

4 dx* 6dx * -f-
See.

1

Dd3z_ Dd*s iyds s

+ &C.1 dx 3 — 41 1
2 dx 5

F.d*z Ed*s
«

“

•
dx 3 .

+ See.

*» &c.
quae igitur feries iun&im fumtae aefjuales erunt nihilo.

135. Cum ergo ante inuenimus efie

:

xds x'dds x3d3s
,

x*d*t x*d*s° S
dx 2dx 2 6dx 3 24dx* 120 dx 5 ^ <^'C*

fi fuperior aequatio huic aequalis fhtuatur, prodibunt
fequentes litterarum A, B, C, D, &c. denominationes

:

. Arr: x

2 2

v>3

Czz- JB A
6 2 6
v4

D—i C
_

B
_
A

24 2 6 24

E
D c B A

120 ’

2 ' 6 24
“

120

His
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His igkur litterarum A, B, C, D, &c. valoribus inuen-

ris, ex termino generali z terminus fummatorius Ss

ita determinabitur, vt fit:
(

SszriAs

—

Bdz

dx

Cddz Di’a . JLd*z Fds z „

Ux^ Tx~
”+" IT* ~dx* ‘

&c '

13 6. Cum autem fiat :

A — x

B = lx*—jx

D ~ V* -r4— Vt x3 —f- 7*4 xx Sic.

patet hos coefficientes efle eosdem
,
quos fupra §. *9.

habuimus
,
vnde ifta termini fummatorii exprefiio eadem

eft, quam ibi inucnimus
;

eritque propterea:

S*

A zz Sxa — St

• B =s — 1 x
* C= *S*a— \x*

D = iSx >— \x 3

E ~Vt S*-*—Vix * &c.

Hinc ergo erit:

dz- ddz d 3 z d*z - _

"53^ - &c-

,xdz x*ddz j.x 3d3 z ’x*d*z -

dx zdx% 6dx 3 *• 2 +dx*
**

Quodfi autem in termino generali a ponatur x~o, pro-

dibit terminus indici ~o refpondens; qui fi ponatur zza>

Iii 3 erit
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xdz

dx

xdz

dx

x2ddz
t

x3d3 z

adx 3

x 2ddz x 3d3 z

adx2 ~
6dx*

x*d*z

ideoque

6dx 3 24dx*~^~^
C

quo valore fubftiruto habebitur :

Cognitis ergo fummis poteftatum, hinc pro quouis ter-

mino generali ei conueniens terminus fummarorius ex*

hiberi poteflv

137. Quoniam ergo geminam inuenimus expreffionem

termini fummatorii Sa pro termino generali a, earumque
akera formulam integralem f*d» continet, fi iftae duae
expretfiones fibi acquales ponantur, obdnebitur valor ipfius

fzdx per feriem expreffus. Cum enim fit:

r , ,
. . 51 dz

<$$d3 z @</5a
fzdx-\- | a -f-

(x ~f* 1 )a—

1.2 dx

d

1 dx
S-r-f-

i.2 . 3 .4 </jt
3

ddz

+

Sa> .<li_
1.2.3 dx3

1.2...6dx* *C*

S* 3 H-&C.
i.zdx 2

erit

:

(Sx+

m

f£iSx>-^(&>-}»}

ft W 6 jr

24 dx* 720 dx
Sx'

120 dx s

—A—;(Sx 7—

•

5040dx 7 ' ’

vbi 5f, S3 , 5), &c. denotant numeros Bemoullianos
fupra §. 122. exhibitos.

Sit
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Sitv.gr. sczirx, fiet /Czo;^^x; & —̂ zrr, hincerit:

fxxdx— (x+*) xx- 2x(|xx44x+ t*i) + 1 (§x
3 -f-|x* -f £x)

feu fxxdx~\x 3
;
dat autem fx 3 differendatum vdqnc

xxdx.

138. Noua ergo hinc patet via ad terminos fumma-

torios ferierum potcftatum inueniendos
;
quoniam enim ex

coefficiendbus ante aflumds A, B, C, D, &c. hi termini

fummatorii facillime formancur, horum autem coetficien-

tium quilibet ex praecedenribus conflatur
j

fi in formulis

§. 135. dads loco iftarum litterarum valores in §. 136. tra-

did fubftituantur , erit

:

Sx*-x ~|xx-|x

S*,~x»:z:§xJ ~|x-#(Sx~x)

Sx 3 -X3 zr |x4 - |x*-|(Sx* -x*)-—2
(Sx 1-x 1

)
2.3

Sx4 -x4 ZZ|x 5 - fx-1 (Sx 3 -x3)-l^(Sx*~x’)-^3- (Sx-x)
2.3 3.3.4

&c.

Hinc ergo fummae poteftatum (uperiorum ex fummis infe-

riorum foriiiari poterunt.

139. Quod fi vero legem, qua coefficientes A, B,

C, D, &c. fupra §.135. progredi inuenri funt, attenrius

intueamur, eos feriem recurrentem conftituere deprehen-

demus. Si enim euoluamus hanc fra&ionem :

X-j—j XXfr-j—fX 3 U *H— X 4 K 3
-f-yj gX 5a4-f-&£.

-f-f tt
* -WT # 3 -+- T|g « 4 —

J
—

&

C.

fecundum poteftates ipfius «, hancque feriem rcfultare Tu-

rnamus : A -f-
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A—f- B a —f— C a* —f— Du 3 — Eu 4 —l— Sec.
• ^ * * *

erit vti ante inuenimus A~x
;
B~ £ jtx— * A

; &c. fic-

que inuenta hac ferie
, obtinebuntur termini fummatorii

ferierum poteftatum. Ilia autem fraftio, ex cuius euolu-

tione ifta feries nafeitur, tranfit in hanc formam

:

t * — x
*

quae fi at fiierit numerus integer affirmatiuus
,
abit in

j cum ergo fit:

i r:i
,

a
£* I —j— —

I

,
is

i H—

—

. 3 #r>““ i -4- —

a*

i.

a

1.2

s a*

1.2

1.2.3

JL*
3

1. 1.3

27a 3

1.2.3

|

C**)"*
1

.
(*-Q 3»»

l l. 2
~

1.2. a

a4

*•*•3.4*

16a 4

1. 2.3.

4

81 a 4

I. 2.3.4

(x-i) 4 a 4

”1.2.3.

4

f-&c.

4-&c.

-h&c.

-f-&c.

ideoque erit:

A — x

B ~ S(x—i) ~ Sx—x
C rrr|S(Ar—i)*~iSr*—ix*

D
(
i=|SCA:-i) 3 zrf&r 3 -f x 3

8ec.

Vnde nexus horum coefficientium cum fummis potefta-

tum
,

ante iam obferuatus
,

penitus confirmatur ac de-

monftratur.

CA-
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CAPUT VI.

DE SUMMATIONE PROGRESSIOXUM
PER SERIES INFINITES.

14°.

1-^ xpreffio generalis, quam in Capite praecedente pro

termino fummatorio cuiusque feriei
,

cuius termi-

terminus generalis feu indici x refpondens eft zz s
,

in-

venimus

:

S*ZZfidx Iz-4
1.2 dx \.2.$.tylx3

Qids z

i.2 ...6dxs
&C.

proprie inferuit feriebus fummandis, quarum termini ge-

nerales funt fundHones quaecunque rationales integrae

indicis x
,
quoniam his cafibus ad difFerentialia tandem

euanefcentia peruenitur. Sin autem a non fuerit. eius-

modi funftio ipfius x, turn eius differentials in infini-

tum progrediuntur ,
ficque refultat feries infimta fum-

mam feriei propofitae exprimens
, & quidem ad datum

vsque terminum, cuius index eft rrx. Quocirca pro-

greflionis propofitae in infinitum continuatac fumma pro-

dibit , fi ponatur x~ c/3 ;
hoeque padto alia inuenitur

feries infinita priori aequalis.

141 . Sin autem ponatur x~o, turn expreffio fum-

mam exhibens debet euanefeere
,

vti iam annotauimus

;

quod nifi fiat, ciusmodi quantitas conftans ad fummam
addi vel inde auferri debet ,

vt huic conditioni fatisfiat.

K k k Quo
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Quo fa£lo fi ponatur x — i
, fuming inuenta praebebit

terminum primum feriei : fin x r= a , aggregaeum pri-

mi & fecundi ;
bn 3 , orietur aggregatum trium ter-

minorum initialium feriei
,
&' ita porro. His igitur

1

ca*

fibus, quia fumma vnius
,

vel duorum, vel trium, &c.

terminorum eft cognita, feriei infinitae, qua ifta fumma
exprimitur, valor innotefcet

;
ex hocque fonte innume-

rabiles feries ‘fummari potcrunt.

142. Quoniam, fi eiusmodi conftans fummae fue-

rit adie&a, vt ea euanefcat pofito x— o, turn fumma
omnibus reliquis cafibus, quicunque numeri pro x fub-

ftituantur, farisfacit
;
manifeftumeft, dummodo fummae

inuentae eiusmodi quantitas conftans adiiciatur, vt vno

quodam cafu vera fumma indicetur, turn omnibus reli-

quis cafibus veram fummam prodire debere. Quare fi

ponendo jt~o, non pateat, cuiusmodi valorem expres-

fio fummae recipiat
,

neque igitur conftans adiicienda

hinc inueniri queat; turn alius quicunque numerus pro

x ftatui poterit
,
adiiciendaque conftante cffici vt debita

fumma indicetur
:
quod quomodo fieri debeat, ex fequen-

tibus magis fiet perfpicuum.

142. Confideremus primam hanc progreffionem

harmonicam

:

cuius terminus generalis cum fit z: — , fiet —
,
&

X X

ter-
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terminus fummatorius t ita inuenietur. Primo erif

fzdx —’/—— lx
;
deinde difTerentialia ita fe habebunt:

OS

dz i» ddz i d 3 z __ i
t

dx x 2 * 2 dx 2 x 3 3 6 dx 3 x 4 ’

d+z i

14dx* xs

s“ Zr-f-

a i
• -

r " ^ - - -

3 120 dx a X s

x_ 91^ 35

ax 2x* 4X4

&c. Hinc itaque erit:

J£_
6x a

A
8-r®

&C.

< -f- Conftante.

Conftans igitur hie addeitia ex cafu *— o non poteft

definiri. Ponatur ergo x~x, quia turn fit s~ i, erit

i
— 2 —— — -f-— -f- Conft. vnde fit

2 ~ 2 4 <> 8

ifta conftans — -— — -y -h &c. erit-22400
ideo terminus fummatorius quaefitus

:

, j_ * G .— ,x ~t~
2X 2X 2 ~*~

4
** 6*® 8* 8

^2^2 4 6 8

— &c.

•H&c.

143 .
Quoniam numeri Bemoulliani 51, 55, <£, 35,

&c. conftituunt leriem diuergentem, hie valor conftantis

cognofei nequit. Sin autem loco x fubftituatur numerus

maior ,
atque fumma totidem terminorum a£lu quaera-

tur valor conftantis commode inueftigabkur. Ponatur
* K k k 2 in

Digitized by Google



444 CAPUT FI

in hunc finem jcio, deccmque primis tcrminis colli*
gendis repcrietur eorum fumma ;

2,92 89682 ; 3s 682 S 3968
cui aequalis efle debet exprefllo fummae

, fi in ea po
natur x— 10

,
quae fit

:

/10H

—

—
20 200

33

40000
e

,
©

- I .

*** n

6000000 800000000
*" KCl

—f— c.

fumto ergo pro ho logarithmo hyperbolico denarii Sc
loco 21, 23, &c. fubftitutis valoribus fupra inuemis,
reperietur conftans ilia: t

C — °> S 77 2 t J 66490 I J32J
qui numerus ergo exprimit fummam feriei:

144. Si pro x numeri nonnimis magni fubftituan-

tur, quia fumma feriei facile aftu inuenitur, obtinebi-

tur fumma feriei huius

:

1 21 ,
23 @ $

2x 2X a 4*< 6x 1

8* 8
•See. ~s — /x~C.

Sin autem x fignificet numerum valde magnum
,

quia
turn valor huius expreffionis in infinitum excurrentis fa-

cile in fra&ionibus decimalibus affignatur, viciffim fum-
ma feriei definietur. Ac primo quidem conftat, fiferies
in infinitum condnuetur, eius fummam futuram elfe in-

fiuite magnam
5 fa&o enim xzzv, fit lx quoque infi-

ni-
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nitus; etfi i/> ad x rationem infinite paruam teneat.

Quo autem commodius fumma quotcunque terminorura

feriei alfignari queat, valores litterarum 51, 53, See.

in fraftionibus decimalibus exprimamus

:

51
—

0, 1 66666$666666

S3 = 0,0333333333333

€ =7 0,0238095238095

® = 0,0333333333333

(5 — 0,0757575757575;
'

g rr o, 253H3553”35

@ 1—
I, 1 666666666666— 7,0921568627451 See.

vnde ergo erit

:

0,0833333333333

— o,oo83333333333

— o, 0039682539682

— o, 0041666666666

= 0,0075757575757

- • • • j— o, 0210927960928

= 0,0833333333333

— O, 4432598039216 &c.

Kkk 3 ix-

£

a
2

4
e:

6

©
8

<g

10

a
12

©
J 4

1

6
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E X E M P L U M I.
OSil m cniinw <!M- 1 j ur.’fJD ;

Inuemre fummam mille terminoram feriei *

r -,j. a,.

1 H-

7

~+-j-K - -H - -h -4- &c.

& cum fit

zudpfftrjpb UiiUIf rt---- . .

fubt.

add.

•i)
-fPl

4

K>

Ponatur ergo x — iooo,
. ,

• » • ^ f . j
tio — 2

, 3025 8505395404^840 erit

lx =Z 6, 5*077552789821
Confi. zz o, 5772156649015

— — o, 0005000000000

, j
7, 4845705438836

% o, 0000000833333
ajrx 7,4849708605503
% O, OOOOOOOOOOOOO-

4jr+ Ergo 7,48497086055^3 eft fumma quae-
fita mille terminoram

,
qui nequidem feptem vnitates

cum femifie conficiunt.

i ' • tz
EXEMPLUMII.

r - L,_. __ *
Inuenire fummam millies miUe terminoram feriei

H— —(—— &c. •234
Quia eft *zz 1000000, erit lxzz 6 .ho

y ergo
lx = J 3, 8155105575)642

Conft. zz o, 5772156645015
— — o, 0000005000000

* 4j 392726222^657^; fiunmae quaefitae.

i 4 S.
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CAPUT VI 447

i4f. Si ergo pro x ftatuatur numeiHs vehemen-

ter magnus, fumma fads exa&e inuenitur ex folo pri-

mo termino lx conftante C au&o : vnde cgregia corolla-

ria deduci poflunt. Sic fi x fucrit numerus vehemen-

ter magnus
,

ponaturque

:

i-f-
1

2

& 1+ — + —23 4

i

x+y
1

quia eft proxime j-~ /y-f-C, & f— l(x-{-y)-f-Cj

erit t—s—l(x+y)—lx— l—- ,
ideoque hie logarith-

.
x

mus proxime per feriem harmonicam finito terminorum

numero conftantem exprimetur hoc modo:

,*+7 i

X+2 ar+3
+ x+y

Accurarius auterr> hie logarithms exhibebitur, ft fuperio-

res fummae s & t exa&ius capiahtur. Sic cum fit

tm lx —f— C —j— —
2X l 2 XX

&

t zz. / (y-f-y) -f- C •

2 (x+y) i2(jr+7)* ’

i
‘

l i

erit

2x 2(x+y) i2xx i 2 (x+y)* *

.
ideoque • •

y4-.y__T_.jL i _L-l
. . ; ±_L i JL l .1 l

1

x y-H yfz y-f3
* 'x+y'zx 2(x-\-y) u«T

• ;•* • Sin

1
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Sin autem fit numerus tarn magnus
, vt bini termini

vltimi reiici queant
,

erit proxime :

x -ar+.+x+2+x4-

3
+ * * ‘ +

14J. Ex hac quoque ferie harmonica deriuarepo-
terimus (ummam huius feriei

, in qua tantum numeri
impares occurrunt:

1 3 5 7 9
‘ ' *

Cum enim omnibus terminis capiendis fit

:

+ ...... -4~I.-f.-Jl-3 3 4- 2X*^2x-\- i

—
/(ar-fO-UC-f—

-

^
1 ®. @ ,0

2(2^fi) 2(2x4- 1)* ^4(2 jr-f i)**

terminorum -vero ordine parium

:

•

fumma fit femifiis fuperioris nempe

:

iC-hi/jr-i—- — J-H -.P
,

.-c4* 4** Jx* i 2x a 1

ifix8 ^c*

erit hac ferie ab ilia ablata

:

'+
i
+T+ 7+ +4j=

*C-W—--4- «
,

55 .

VX 2(24:4-1) 2(2A-4-lJTri-
4(

-

3;t.|^4
“&C*

’• —L-+- -1 _ &c
4* 4X 2

sx* ^rOCC*

. 146.
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146. Poteft vero etiam per eandem expreffionem

generalem fumraa cuiusque feriei harmonicae inueniri

;

fit enim : .

+ +mj-n 1 im\n ' $m\n ' 4m\n

quia eft terminus generalis
,tnx -t* 71

dz

erit

:

fzdx = 1
;
£=--

(
.

m

ddz_

2 dx z

d*z

a+dx*

mm
(wur-j-n) 3 3

m

d>z_

6 dx3

d s %

mxj-n) *

(mx-j-»y*

m 5

&C.
'(wjf-j-») s ’ 120 dx* (wjr-f-») *

Ex his ergo reperitur

:

r»_i I u 1 \ 1

1
S

m 2(mx 2(mx ’[n) a 4

®mS ._fo" 7

&c.

6 (mx -[«)* %(mxj-n)
3

Pofito ergo x zr o
,

fiet conftans ilia addenda

:

i
,

i
,

21m S3« 3
,

<J»*
S

„D-— i ^ "I" I7P— Tfr-t-f — &c-

147. Si vero fit »

— -+-“=+ 1

-f-—
78 2 78 3 w 4 78

fumma eft
~:^Cm • 78

:o, quoniam feriei:

- H-

,_x « . a _
2fflW 2WJC* '*4W2r 8

t
-

Lll

I

wjr

&c.

at
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45 ° CAPUT
at vero huius feriei

:

,
i

,
i

,
i

, i
,

>-+-7+ 7-i--h-j+ •

fumma eft znC^-lwx-

FL

1 •

mx

2mx 2m Mx

it ab hac ferie ilia m vicibus fumta fubtrahatur vt pro-

deat haec feries:

atque (i ftatuatur x~vi fumma erit rr tm. Hinc
pro m ponendo numeros 2, 3, 4, &c. crit :

h~ 1—i-M iH-j-—f-W—i-b&c.
l“i ~ I—f- { * 1

1 &C.

^4— i-f-l-i-i l-t-f-f-fH-y J-4- &C.

h nr i+i-HI+l— $-f-fH—IH-iH-j— r
4
tf &c.

&c.

148. Relifta autem feric harmonica progrediamur
ad feriem quadratorum reciprocam

,
fitque

:

in
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CAPUT FI 41 *

in qua cum fit terminus generalis j
, erit

fzdx —
,
& differential!'a ipfius a ita fe habebunt

dz i ddz
.

i
.

d 3 z i
# „

3 dx' ' x 3 ’ z.ydx*
m~“

x 4 ’ 2.3.4^-s ~ jr J
*

C "

vnde erit fumma

_r %
|

95 g $
2xjt jr3 x 7 xa

&C.

in qua conftans addenda C ex vno cafu
,

quo fumma
conftat, eft definienda. Ponamus ergo x~ i

,
quia fit

s“ i debet efle

:

C i -4— i— 4— 91— 95 —}— g— © -4— g— &c.

quae feries autem cum fit maxime diuergens , valorem

conftantis C non oftendit. Quia autem fupra demon-

ftrauimus fummam huius feriei in infinitum continuatae

efle zz — j
fafto x zz c«

,
fi ponatur t zz —- ,

fiet
6 o

C !=r —
,

ob reliquos terminos omnes euanefcentes.

Erit ergo

i-4-x
— — Q5-+-G:— X)-4- CS— &c.

145 . Sin autem fumma huius feriei cognita non

fiiiflet ,
valor conftantis illius C ex alio quopiam cafu,

quo fumma a£tu eft inuenta, determinari deberet. Hunc

in finem ponamus jtziio, atque decern terminis aciu

addendis reperietur:

L 1 1 2 1
,
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s zz i, 549767731166540690

add. ~ ~ o, 1
x

fubtr. -1— — o, 005
2XX

5t

add.

turn eft

1, 644767731166540690

add. — ~ o, 000 166666666666666

1, 6449 3439783 3ao7"356

fubtr. — r: o, 000000333333333 333
i, 644934064499874023

<5
-—7- — o, 000000002380952381

I, 644934066880826404

fubtr. •— zz o, 000000000033333333

1, 64.4934066847493071
,, S

add. zz G
y
000000000000757575

r, 644934066848250646
ft

fubtr. -yj — 0,000000000000025311

1, 644934066848225335
.. ©

add. —— — o, 000000000000001 166
I 5 7

fiihir
• . . -

' x 17 I, 644934066848226430 IT C .

Hicque numcrus fimul eft valor expreflionis quemad-

modum exvalore ipfius v cognitocalculum inftituenti pate-

bit. Vnde fimul intelligitur, etiamfi feries 9(, S3 ,
&c.

diuergat, tamen hoc modo veram prodire fummam.

v 150.
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_. *

i jo. Sit nunc ;
atquc

quia eft

i • d% i ddz i

fzdx—““
j 1.2.3 dx "a-* 4 ’ 1.2. 3.4 dx 1 2x*

d 3 z

1.2... J dx
3

d 5 %

“ c

2X* ’ 1.2. .."jdx*
~

*35

ent

3?t

a*-* 2* J ax’ 2X°

2X

tS
2X*

8 >
&c.

&c.

hineque pofito arm, ob x~ 1 ,
fiet:

C rr 1 -hi— i-W3!—i35-4-i@—!$-4-&c.

atque ifte valor ipfius C fimul oftendet fummam feriei

propofitae in infinitum continuatae. Quoniam vero fum-

mae poteftatum imparium non aeque ac parium con-

ftant ,
ifte ipfius C valor ex cognita fumma aliquot

terminorum definiri debet. Sit ergo xzz 10, erit:

C~s-\
2XX

3* *35 , 7S
2X J 2X1 2X+ 2X*

&C.

L 1 1 3 Eft
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Eft vero ad computum facilius inftiti&ndum

:

3 % _— ZZ O, 2 JOOOOOOOOOOO

S» _— 0,0833333333333

7@—— =: 0,0833333333333

9® _—-— — o, I JOOOOOOOOOOO
2

|I^
* » • Oy 4166666666666

j ^
zz 1, ^45*380952380

IS©—— ~
8, 7 J00000000000

= «0, *833333333333 &C.

Hinc ergo fient termini ad / addendi

:

ZZ o
,
005000000000000000

- r: 0,000025000000000000

7® —— r = °> 00000000083 3333333
2*4

ng
—77 = 0,000000000000416666

IS©
2
~77 rr o, 000000000000000875

o, 005025000833750875 ter-
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- • termini autem fubtrahendi funt :

—l

-r rz o, 000500000000000000
2X 3

525— --T- ZZ 0,000000083333333333
2X°

9 ~ 0,000000000015000000

I 3 S?—~ o, 000000000000016452
2-r* 4

—^ ZT 0, 000000000000000060
ax 1

*

O, 000500083348349845

ab : 0,005025000333750875

o, 0045249 1 74354010jo

• — 1 , I9753i985674i93*5i

C == 1,202056903159594281.

iji. Si hoc modo vlterius progrediamur, inoe-

niemus fummas omnium ferierum poteftatum recipro-

carum in frattionibus decimalibus expreflas

:

i-t-
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«

-4-&C.

-4-&c.

A P U T PL

: i, 6449340668482264 *•>

It 2

: r , 202056503 1595942

:i, 082^232337111381
I. 2.3.

4

:i > 03 6927755 1068632

: 1,0173430619844491 = -a *® r«
I* 2 • • • 6

1,0083492773866018

1,0040773561979443 —U MI 8

1,0020083928260822

- 2 9 Gs
1, 000994575 1 278 1 80= — 7T l 0

J.2...10

1 , 0004941 88 6041094

1, 00024608 65 5 33080= -~
,r ^ v 1 a

1.2 .. . 12

1,0001227233475857

1,0000612481350587

1,0000305882363070

1,0000152822594086

&c.

1.2. ..14
T 1

^7 T
1.2... 16

1 s

IS 2.
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i j4. Ex his ergo viciffim fiimmae illarunr ferie,*

rum Infmitarum numeris Bernoullianis conftantium exhi-

beri poterunt, .. Erit enim : .•> .
; 1

_ •
.

'

sx ff ©
!+o-H- — —• -= — «4-&c.'=ro,f77ai&c.

* 4.0- 8

* + 51 — 53 -H <£ — © 4-&c.rr
,1 . 2

1 f i—f- _ J« + 2i _ -H&c .= ,,wo &c.
2 2 2 2 >

7

I+W+
i

4
•

I+W+

3-451 5.6%
^

7.8g 5.10©

2.3

3*4-s5l

2. 3

j.<?.?33

2,3.4 a- 3- 4

2. 3 2. 3

7 -8 -9<£ £.10.11©

. T ,

3-4-S-^5t f-S.7-833
t +

2.3.4-S 2.3.4-J

2.3.4 2.3.4

7-8.$. 10S

&C.

2-3-4-J

I* 2*3»4

•&c.m,o3<yp &c

&c.= - s ’S -
1.2 ...£

Hnram ergo ferieram akemae ope quadraturac circuli

fummari poflunt; a quanam vero quantitate transcen-

dente reliquae pendeant, adhuc non conftat : neque enim

ad poteftates ipfius ar exponentes impares habentes re-?

vocari poflunt , ita vt cpefficiemes effent nuinert rado

nalcs. Quo autem faltem proxime appareat, quales fu-

ruri fint coefficientes poteftatum ipfius a- pro exponen-

tibus imparibus, tabellam fequentem adiunximus

:

•'! t 1-

Mmra *4-
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. T .i' 1— — ZI Vi
.
[»• ©> OOOO In: iilUV

ra ..

6, OOOO

V 3

'2
J, 7943 *

T4

’30, ooooo

srs

“235, 121 y

g?
' 345,000

51
7

"2335, 286

•

**

3450, 000

sr
9

29749 , 3 J

vere

prox.

vere

^ ’
r

prox.

V
* l

vere

prox.

vere

prox.

153. Ex hoc fonte feries numerorum Bernoullianorum

i a 3 4 s 6 7 8 5
f

91 > 95, <£, $, ®> Si;®, 4) , 3 ,
&c.

quantumuis irregularis vidcatur interpolari, feu termini

in medio binorum quorumcunque conftituti afGgnari po-

terunt ; fi enim terminus medium interiacens inter primum
91 & fecundum 95,

feu indici if refpondens fuerit —p'j

erit vtique:
.*. * 1; i—f—

N
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I "... 1 ;i
*• '»•*

45*

,
* 1" ,.i I ,1 o 2 *p .

- - ‘5
iH—H

—

t"+“ &c. — ——t9

t, ml 1* t \V) . ;
I,2, 3 a _ .

ideoque p rr Q

t

-+-^ H- jj
&c.^=r: o,o y 8 1 s 2 27

Simfli modo fi terminus inter 35 & d medium interia-

cens feu indicem habens a| ponatur zrif, quia erit:

H— = ——— *•*

2 s 3* / 1. 2. 3.4.J

fiCt 0>02HI327
;

Si ergo iftarum ferieram, in quibus exponentes potes*

tatum funt nutneri impares, fummae exbiberi poflent,

turn quoque feries numerorum Bernoullianorum interpo-

lari poflet.

1 54- Ponamus nunc a zz

fumma huius feriei:

,= __!
,

?.
|

JL
4 nnfi)

- 7—
: > & quaeratur

.
nn-\-xx

+
- 1

nn-+-xx

X
Quia eft fidx—f

fJ_^xx i
erit Jzdx ~

^
A tang

J
,

Ponatur AvOt- — a, erit fzdx— -jT*- u) 8c

,r cofa 0 I „ fiia
3

-ZZCOtaZZ— & »“
‘ fin a

'

du

nn nn

c dx du J
, - . </*fina»& — rr-7!—- , vnde fit du—

n fina 3
,

»

Mmm a
.J .

*5!lO
Hinc
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Hinc differentialia ipfius a inuenientur hoc modo:

dz~ 2 du fin u. cof#

nn. I

• *’4

8c
dz

fc'

dxCm «*.fin2«

« 3

fin#*.fin 2 «

n 3

ddz ^(finK cof# fin 2 K-f fiii #* .cof2 #) dx fin u 3
. fin 3a

2 dx 1
. Ji<

&
•• l ddz fin#3

, fin 3#
:

- 2 dx*
~

*

Simili modo erit, vti iam fupra pro eodem cafu inue-

nimus : 1 •'!

, d3 z - fin.#4 . fin 4# . </4o fin# 5
. fin j» „

3

-2i'3<ir3 , . . a* ’>a73.4dx*'~~ ^ &c ’

cx quibus formabitur fumma quaefita:

“ ,
finu.Gm ^ fin// 2

.fin 2 «
,

<8 fin// 4
. fin 4a

2 // a • 2 nn .3 -a 3 4

fin^.finfia
,
® fin# 8

.fin*8#

a 5

6 . 8
8cc.

H- Confh

Si hie ad conftantem determinandam ponatur *• — o,

quo fiat s—o
y

crit cotwrro, ideoque # angulus so°,

ac proptera finam, 'finar/^o, fin 4«~o, fin 6#~o,

&c. videtur ergo fore o~—— — —*—u C. hinc-
2 n 2 a 2 nn - *

C=r-— : at vero notandum eft, edamfi reliqui termi-

ni euanefcant, tamen quia coefficientes 51, 55, ff, &c.
, j

•
' ' '
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CAPUT FI 4<S*

tandem in infinitum axcrcfcunt, eorum fummam poflc

eflc finicam.

,
. . • i ^

‘

i5y. Ad hanc ergo conftantem rite determinan-

dam ponamus efle x— c/3, fummam enim huius feriei

in infinitum excurrentis fupra iam in introdu&ione de-
l

— * * * * ‘

finiuimus, oftendimusque effe earn =;—= 1-

r-0*

. —f-*

inn 2 n

Pofito autem fiet »rro, ideoque
n(e*»*

finnzro, fimulque finus omnium arcuum muldplorum eua-

nefcent. Cum autem in hac ferie poteftates ipfius fin« cres-

fcant, diuergentia feriei impedire nequit, quominus valor fe-

riei hoc cafu euanefcat. Fiet ergo s
; vndc erit

• 2 n

—4- C—
2 ft

c=
2 nn

r

+ &

erit s~—*
2»

93 fin**‘4 .fin4«

4 n s

inn n(e 3mT — i)

u fin

a

Quare fumma feriei quaefita

51 fin«*.fin2«

inn 'i

(£ fin*®, fin 6«
~6 &c. -f

5

r

Vbi notandum eft, fi n fuerit numerus mediocriterma-

gnus, vltimum terminum tant0Pere fieri

exiguum, vt negligi queat.

; Mmm 3 ij$.
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i^6. Ponafnus efle *— ifia vt denocot

t_ _j
|

}
I

»_
?/»+! »»+4 BB-f-I

• *4-
i

nn-fnn
i

Turn vero erit coc«“i, & « ~ 45
0 — —

.
Quamob-

4

rem habebicur finwrr^; fin2»~r; fm4#ro;
• fin 6u

~

— 1 $
fin 8»~o

;
finioazn

; &c.

Hancobr^tn crit :

JS 6 (5

2.2a 3 '

X
S

4 * 2»a 4aa
<R
—4-— - &c. 4-
,a 7a xs 1

6.8n 7

x
10.2 *»f »i 1

i4.2'a‘»

in qua qxpreifione tantum numeri alterni ex Bemoullia-
nis occurrunt. Si igitur valor ipfius s per computum
aciu infticucum iam fueric inuencus

, hinc quantitas x
definin' pocerit

,
eric enim

:

1
. % __ € , (5

jt m 4nr- I.B*

^-+&c.
7.2 «.B X «

J. 2* a®

x

+
5.2^4 „I O

—

I

Etfi cnim in terraino vltimo inert r, tainen quia is

tantopere eft paruus, fufficic valorem ipfius x proximo
noffe. }j. ... .

;

exemplum: Sic « zr: j ; eric:
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CAPUT FI. 4H
qui termini a£u addin daBunt

:

i = o, 14674630 569654 $ 494
vnde erunt termini illi

:

4 nt = 2, 9349261 *381098588 • *

1

n
zr 0,2

%
' t

un

d

= 0,00566656666666666

3, 14*59278047765654

rr 0,000000 12 65 84 1 2 65 8 „ ,

. 3,14*59265349352956
3.2*.n*

d ~ 0,00000000005696565

3, 141 552653 59049925
5.2 4 .» ,£>

@
zz 0,00000000000042666

7-2®.« 14

0. 3,141 59265359007255-
A zz .... 625

5.2 *ji' 8

3,14159265355007884

Hie valor iam tam prope ad vericatem accedit, vt mi-

randum fit tam leui calculo eousque perueniri pofle. Eft

vero haec expreffio aliquantillum iufto maior, fubtfahi

i

*"’• "
't.

1

4®"
enim adhuc inde debet

e

"
t
~
nv _ l

,
cuius valor, dum-

modo 7r prope fit cognitum
,
exhibefi poteft

;
quod per

logarithmos ita expedietur. ... .
•,

Quia eft rle — 1,3643763538

erit lc iH* zzio vie ZZJ3, 643763s .

Cum
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4«4 C A P V T n.

4* __ .4**..= facileM**Cam iam fit
P%H7T —. T

i
-

• 1 ; ? O ~ ^ ~ ^ ^ t

intelligitur ad noftrum calculum fumcere primum termi-

norum fumfifle. Augeamus ergo chara&erifticam nu-

mero 17, quia habemus totidem figuras decimales, erit:

lx ~ i7,497i49.«- —
/4 ZZ 0,6020600— ~

18,0932098

fubtr. le'nx zz 13,643763^
4 ——! — r

4,45544^3

Ergo rr 28539 fubtrahatur

• ab 3,14159265359007884 erit

X— 3 ,
I 4 I 5926J3J8979345

* / *

quae expreftio in figura demum penuirima a veritate re-

cedit
;

quod mirandum non eft, cum adhuc terminum

P—— ,
qui dat 22, fubtrahere debuiflemus, ficqne

ne vltima quidem figura aberraflet. Cecerum intelligi-

tur
,

fi pro n maiorem numerum vti 10 affumfiflemus,

turn faciH negorio peripheriam x ad ay pluresque figu-

ras inueniri potuifle.
_ yy.j T ( ,f)OTn

157. Ponamus nunc quoque pro a fun£Honcs

transcendentes ipfius jt, fitque zzzlx, fumendo logarith-

tnos hyperboljcos, quoniam vulgares facile eo r$HQcantur

;

i. > fit-
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CA P V T FI 46f

deque: t— h.-\r ^2—[— / 3 —1— 1

4

-f- • • •

Quia igitur eft a ~ lx
,

erit fzix rr xlx— x
,

huius enira differentiate dat dxlx. Deinde eft •

dz 1 _
ddz 1

^
d3 z 1 ,

m
dsz

dx' x * dx * x % ’ 1 . 2 dx3 x 3 * i.i.i^dx 3 x* *

' &C. • •

Hinc itaque concluditur fore

if
~ Xlx— Jr-f~ i /jr-4-

i.ajr 3-4X 3 '

j .6x s ?.$x

-4- Conft.

Haec autem conftans ponendo x zz 1
,
quia fit s~lt~o

ica defintetur, vt fit:

^ 1 91
C— x——

1.3 3.4 5.6^ 7-8

quae feries ob nimiam diuergentiam eft inepta ad valo-

lorem ipfius C faltem proximo eruendum.

158. Non folum autem proximum fed etiam ipfum

verum valorem ipfius C inueniemus ,
fi confideremus

expreftionem Wallifianam pro valore ipfius n inuentam,

atque in introdu&ionc demonftratam : quae erat

:

*• 2. a. 4. 4. 6. 8« 8. 10. 10. i2. &c.

- . T 1. 3. 3. j. 5.7. 7. 9. Ii. &C.

hinc enim logarithmis fumendis erit

:

12 22 a lz-\— 2 /4—I—2/6--1— a / 8 “i
- a / 1 o —4— &rc.

,
— h— 2/3— a/j

—

2/7— 2/9— 3/11-&C.

j ; •
. N n n Po-

* t
"I '

1
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4« CAP UV VI

Ponamus ergo in ferie aflumta .rrzco
, & cum fir:

« h\^\h +^4+ . v + lx — C -j- (jr-f f) lx-x .
>

erit /i
-f • • + .

h* — C
-J- (2r-f $) hx-ix

& -f hx — C-f (xJf\)lx-[xh-

hinc /*+/3+/j+^+ • •

: :»i »i Cum iigitur fit : , Ul ;i

/ £~a/2 --[-1/4 -f- 2/6-f- »
. . . , -f-2/i,v— /a*

— 2/1 2/3 2/5 . . 2/(2*-l)

pofito x~ on
, erit

:

' ' ' • '
*

,.

‘ - - ‘
.

1

. ^

l — — 2 C-f- (24T+I) /-*• —I— »jr/2;T— 2.4T—— /a /jf ,

— ixlx — (ajrf 1) /2+ajr

,

is y f # 1

f

ideoque /— ~2C— 2/2, ergo 2C“/2 t, & Crrf/aT,

vnde in fra&ionibus decimalibus repericur;:

C 0,^18538533*0467274*7803257
atque fimul fequens feries fummatur

:

• 51 03 @ g

* 59 * Cognita nunc iffa conftame C tz f/asr, fumma
quotcunque logarithmorum ex hac ferie li f h -f

l

3

-f &c.
exhiberi poteft. Si cnim ponatur : f ,/•. •: 311::.'

f= /i-f-/2H-/ 3
-4-/4-h < * . : -^/Xi erit

Ca-+i)/x-a-'+ —-—f
® *•' ®

' * 1.4.1- a a *3 'iax 3-4^ 3
J .6x* 7.W

+ &C.

fiqui-
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CAPUT, ri 467

fi quidem logarithm! propofta fuerit hyperbolici
;

fin au-

tem proponontyr logarithmi vulgares , mm in term inis

pro li it & lx fumi debebunt logarithm!

vulgares, reliqui autem feriei termini -x+—
I.2X 3.4** '

multiplicari debent per 0,4342944819032518*7 zzin.

Erit igitur hoc cafu pro logarithmis vulgaribus i

=: 0,497149872694133854351268
/2 — 0,30102999566358! 19521 3738

/st rr 0,798175868358115045565006
i/asr zz 0,3990895>34 I 75057524782503

i » ! i ,y ' 1 : /

EXE MPtUM ,

Quaeratur aggregation mille logarithmorum tabularturn

szzh
Erit ergo jt—iooo,

vnde fit

• . “4“/1000.

& lx~ 3,0000000000000
x/xzz 3000, 0000000000000
ilxzz 1, 5000000000000

\l2TTZH 0,3 950899341790

fubtr. nx zz

Deinde eft

fubtr.

• addatur

fumma quaefita

3001,8990899341790
”x — _434, 29448i903 25 1 8

2567, 6046080309272
*~ ^ 0,0000361912068

0,0000000000012

0,0000361912056
2567± 6046080309272

* =2567,6046442221328.

Non 2 Cum



CAP U T\ VI.4^*

Cum igitur > fit logarithmus produ&i numerorum 3

i. 2.- 3. 4. j. 6; ; i r:. ,
", tooo

patet hoc produftum
,

fi a£hi mritiplicetur, conftare ex

2568 fignris
,
atquc notas a Ieua initiales fore 4023872

quas iniuper 2 $61 figurae fequentur.

•
' * ‘

‘
_

'
. .

»

‘ ,
'

. . ..
’

*t
’

1 60. Ope ergo huius logarithmorum fummaticfiis

produfta ex quocunque fattoribus, qui fecundum nume-

ros naturales procedunt, proxirae alfignari poterunt. Hue
potiffimum referripoteft problema, quo quaeriturvneia me-

dia feu maxima in poteftate binomii quacunque (a+b )
m

;

vbiquidem notandum eft, fi m fit numerus impar, binas

dari medias inter fe aequales, quae iun&im fumtae prae-

beant vneiam mediam in poteftate fequente pari. Quare

cum vneia maxima in quaque poteftate pari fit duplo maior

quam vneia media in poteftate praecedente impari, fuf-

ficiet pro poteftatibus paribus vneiam pjediam maximam
determinafie. Sit igitur w~ 2 « ,

& vneia media ita

exprimetur vt fit

:

in (zn—i) (zn— 2) (28—3) ....
1. 2. 3. 4 ....... »

Vocetur ifta vneia media quae * quaeritur ~ u
,

atque

ea hoc modo repraefentari poterit, vt fit

:

I. 2. 3. 4. J. .... . 2 n
u — ; r-z

( 1. 2. 3. 4. . . n )
1

fumtisque logarithmis erit :

lu — 1 1 -\r-I2 H- 1

3

-r4=- ^4 -4-/j “+“ - . . -\~l2n

— 2/1—-2/a— 2/3 2/4 3/5 ... — 2 In.
• 1 • * * V ‘

•
*

* • - " 1
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CAPUT n
i Si. Jam vero fiimendis liis logarithmis hypcrbo*

iicis eric :

/1-4-/3-4-/3-4-/4-4- —J— /a » rr

— ilzn -f- (aa-hi) /* -+- (a»*4-|)/2.—• as

-H-J •+._« &«,
,;^i.2.2s 3wj..a 3s 3 y.6.a 5« J

& 2 /i-4~ 2/2 -4-2/3 -{-2/4-4- • . . -f-2/a ZZ

, . r , „ » ,2% 233
, , 2<£ o

/2T-f-(2a+ i)/n— 2«H 7—1 ---7 &c.
1 v y i.a* 3.4a 3

j.5 a 3

qua expreflione ab ilia fublata relinquetur:

91 SB <y

Juz.-\hr- yn-\-zxh\ 5
— -4 — -&c.* '

1.2.2a 3.4.2 3 a* j.S.2 s a*

2*21, 2 35 2 S
, 0—- -4- &c.

1 . 2 s 3.4a 3 J.6s*

lM—~\hc-lln+ 2nh\ 5— -4 — -&c.

his vero binis terminis colligendis
,

erit :

,
» 2 1 * 3% . n 95 « 3 @ ,

2jy<l5

VW IJ.2S ‘ 3.4.

2

3 » 3
S.6. 2 *S 4 7.8. 2 7n 7

c;
r

3 $ 15^3
,

6 3 @ =*;JD
r.2.a 3a* 3.4.2 4a4 j.6.

2

tfs <r
7.8. 2 e S*

A BCD— - 1 fire* 1 •

' V. * 2 a B* 2 4 W4 2 S a® 2 8S 8 1
OlC.^

j

ideoque u~ 2 2»

B
.

C

N n n 3 Erk
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47* CAPUT PI.

\
' Erit vero pofito %n ~ m

. f
i

A B
.

C _D
... a °» 0 '

A . B . C . D
, E

m 3 ' m*

. al
2m*

w c
«»* -f- &c.

AB AC AD -
&c.m s m 9

BB
,

m 1

0

-Ljc

.

2M»

A*B A’C
3
*»®^ JW*

A 4

i AB*H—
m l 0

__
A 3 B

4W 9 m ia

1 r ft

r

'U":

$m a

quae expreflio cum aequah's effe debeat huic

3 « u 35

I.2CT* J.4W 4

63 ® 255 ®
j . 6/» 8

fiet

:

?• 8 «* H- &c.

1.2

b= A
2 3.4

c~ AB— f A3 H- £3^
J.5

D“
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DrrAC — A 2B -4- £A 4
-H
7 • 8

ErrAD -+•BC -A*C —AB* -4-A 3 B— lA*-f
1023 (5

5. 10

&c.

- 162. Cum iam fit 51 rr-^-; 93—— >
@—— J

ent:
i? I * v ;s X 7:

' A rr -i

t ‘i/.i <v.' «ti-. >

B rr-^-—
• *

9*
:

;

r :

’ b/'

n _ 27 t
; .

^c - 5*5 «•«>«• - it

D _ 9°°31“
2‘*.3*.S-7

&C.
»

.

Hinc efficitur :

n r '

» _ _
*

a« c.

~Y ,
1 1 . 37 50031 i-uYV

‘ 2 4 «*""2 9 .3»4 ‘ a 1

5

S«* a is .3
a .j^»* y K8T

<
1 J 7 121

,
EQ4ggg rw X

feuan
1 io,o V» * .^ol l

vcl fi ifta feriei eleuatio a£lu inftituatur, erit proxime

:

2
1 m

i—~—;

ia8«3 16.128a 4

hinc

2»

.\i
v"*(.'+
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hinc terminus medius in (i-f-i)**, erit ad fiimmam
omnium terminorum 2 1 "

vti i ad 1/nnC

i

-\—-—|

1 —-— L. &c ^^ 4 n 32 n a
12.8 n 3 15.128 » 4 V

vel pofito breuitatis gratia 4 n— v
, erit ifta ratio

:

vt 1 ad X-L--L--L 1.31. \
V T

*
T 2V® 2V 3 Sv*

r
sv s * i6»s 'XS"J

EXEMPLUM I.

Quonotur vticia media in binomio (a-f-b) 10 euobtte,

quam conflat ejje ~ — ?' 8 ‘ 7 ’ 6 — ay 2.
. 2 * 3 * 4*5 *

Adhibendo vltimam formulam pro u inuentam erit a~ 5

— zz 0,0500000
4«

32a ,
” 0,001 2yoo U

0,05x2500

c t 1
fubtr. —•— z= ; 525t<»a»3

’tk
’

128a 3

• 0,05 1 1
—-~

fubtr. - *
zz i' jy j

i5.!28»4 _fL

Ergo ==: 1,0511835

Huius log. zz 0,0215784

In ZZ 0,5385700

he ZZ 0,4371438

1,2177382 •
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CAPUT VI. 473

. a _ /2>*
' *.V ' t

lu

vnde fit u

0,6088991 f

3,0102999

2,4014008

2 J 1 .

J

*

EXE M PLUM rr.
'

Imeftigetur ratio
,
quam m poteftate centeftma binomii

1—j— 1 terminus medius adfummam omnium 2 1 00
tenet.

Vtamur ad hoc formula priinum inuenta

:

a** 3 51 , if 55 -- 63 @
lu— l-

-f- &c.y»5T 1.2. 2« 3.4.2 3» 3
.. y.6.2 5a s

* “ -v . c
• -• • t

*

in qua pofito m— m vt habeatur ifta poteftas C 1—f— r )*•

& loco 91 , 95, Gt, 2), fubftitutis valoribus,* fiet:

/
2 " 1

.
1 __ 1

,
*7

,
691

4m 24m 3 20 m s 112m 7 $6rn 9 '^S8m t 1

.. .
* • -

qui Iogarithmi cum fint hypcrbolici, multiplicenrar ii per

0,43429448150325 x,

vt transmutentur in tabulares, eritque

2 m * ,

* f

*
|

17 * Jlk
36

l«— l-
V\mr 4m 24m3

, 2orai* J

vnde cum vncia media fit », erit 2 w :» ratio quaefita,ideoque

xiaw 7

*

/J/Jwa-

—

b

17^ " 31* 691*

4m 24/* J

"i»

sow 5
1 12 ai ?

* Ooo

36 /w £ 88m 11
. i

Qua-

&c.

&c.
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474 CAPUT Ft

Quare cum ft ob exponentem m ~ too

k _ o k— rr 0,0043425448 : — rz 0,0000004343
;

— 0,0000000000 :

crit

:

o,ooio8j73«2

0,0000000181

0,0010857181

Tton eft lit
—

0,49714587

— *>6989700043

/Jaw

4« 24m'1
-&c.

rz 2,1961198769

rr 1,0980595384

— 0,0010857181

1 ,099 1 4 5 5S—l——

.

u
jlto

Erit ergo ——“12,56451, atque adeo in poteftate

( i *-4- i )
io ° euoluta terminus medius fe habebit ad fum-

mam omnium ato® vri 1 ad 12, 56451.

163. Denotet nunc terminus generalis a fundh’o-

nem exponenrialem a *
,

ita vt fummari debeat haec fe-

sies geometrica: :

/= .... -\~a*
I

quae
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CAPUT VI 47 f

quae cun? fit geometries, eius fumma iam conftat, erit

eniin i— —

^

. Modo autem hie expofito hanc ftun-

a*
mam inueftigemus. Quia eft »—a*, erit fzAx—:—

,

huius enim differentiate eft a*dx
,

turn vero erit

:

Az Adz , . A* % „ . , _

Ac—**
111

' 7^ =a*w > »
&c*

vnde fequitur fore:

V« a i.a i. 2.3.4 1.2.3...6' y

Ad conftantem C definiendam ponatur *~o, & ob /~o,

erit C=—f———AH ^— (/„)3 -—

&

c.

la 2 i.a 1. 2. 3.4
'

ideoque Set

:

.

v 'Va a i.a x. 2.3.4
'

1.2.3 ...6

_ _ (a* i)a
Cum igitur fumma tit

-—

p

, ent

:

* W-4-122!— &c.
<7-1 la ' 2 ' 1.2

"
i.2. 3.

4

v ' '

1.2 ...«

vbi /it denotat Iogarithtnum byperhoiicum ipfius a : bine

ft.
»CM4

1
g (/«)

*

M
2 (fl-0 - 1. 2 1.2. 3.4"'

1. 4 ... 6

ticque iftius feriei fumma e5thiberi potent.
J * • • • *, ' W - "4 '

' '
,

‘ ’ • - « -

0 0 0 2 164.
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476 CAPUT VI

: •

,

Sit terminus generate i * :=: :fin ax , .1 & .

,

f

/=rrin/7H-fin2-7-4-fin3//+
. . . . -i-Cmax

quae feries cum fit recurrens quoque fummari poteft;

,
erit enim •

find^-fin.y-jjnQjxjvO

—

fina-b<i-r,cofg)fifla^-fa'’Cofkg
i—

2

cofa-j-i
v a (x-t—cofrf)
~ “ 4

* 5 *» * t
' k ’

* * **

Erit vero f^x—fdxfmaxzz-^coUx, & d
-^—acoUx\

dd*_ r </
3 « , </ J a

^r 17""“ /7 ‘7fin 'nr
’ Con,jr

)
jp—a!cofax8cc.

>=C—I coCax iCmix-t-
V>

‘

,
Ql« 5 cofi* 1

. $54 r
COffl'Jr

1 ^ ^ -

‘ -&C.
i.2 . 3,4.j ;6 i.a . . .. 8 ^!r

Ponatur a* zz o vt fiat j

Z

zo; eritque

:

p 1 5fa 53 a* <jrt s n

(..>-7
-
53— trza— **• .'rs®

*=}

:

1-
. ^V« 1.2 1.2.34 1. 2.. .6 V
(1 — COf/Mr)fina

2 (l-cfa) ’

5ffl 53«3

At cum fit i fin a*

*

4
-

fin ;
• ’

_ 1

\—

\

COt s tl—
:a(i~cf?)

' "
r * s

i .2 r. 2 .3.4 i.a... 6

quam eandem feriem iam fupra §. 127 . habuimus.

fiet:

&c.

1 6s. Sit nunc *= $ofi.r
,

ac feries fuipmanda :

/= C0frt4-C0f2 a-H-C0f3 a-f- '.*
. -f-cofflx

cu-
O
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r.finax.
a— a wi «T 4

,
'

Acvero ad fummamnoftra methodo exprimendam, erit:

: fzfa -fifdxstfpx =Z~ fin**, & * Tafmax;

,i jjf
==

>

.;£?=' 5 fin
* ;

&c. Ergo V

_ . i _ . . r 91/jfina* 53« 3 fin/ijr

tr:CH—-finfljr.-4-i cof/7x—

—

&c.

Sit Jrrro, crit jrr:o, & C zz-f

,

hincque erit:
“• r ' v J J

r
•'

fcrffiitar- «/r»rm«r 1 _•

*=*H-hi COf«-4-y fin

«

4-r-Y77 -,.*.
'

3.4
-&o,

Quarc ctun fit /“— i —j— f cof« *• —{— 1 cot % a. fin ax
,

erit vti iam modo inuenimus :

* 7T » * 1 • t - i .

a/ cv> o /r

(
,.V. 1 . 58^
Vicoti*

— e“5 --&C.
a X,2 1 . 2 .3.4 1 .2 . 3 .4.5.6

'i 66. Quoniam fupra inuenimus, fi * denotet ar-

cum quemeunque
,

efle

; 3 ;

,

[
' •

# •

4 ;
f * 1

r

.

—^r-fintf —t
- i fin 2 #--|— ?fin 3^t4~4 fin^r^— &c.

'a a
' ‘ !

‘ '

. &0V '

confideremus hanc feriem , fitque *Z2^fmax
t vt fit

* “ fin«-4“T fin 2/1-V" i fin 3 a~\~ — fin ax.
x

dx
Hoc autem cafu fit fzdx—f—6nax

, quod integrate

exhiberi nequit.

•Aj ' Ooo 3 Erit
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t- • * #. r* iEm vero
Tr
~- cof/rar ~ fin a x

:

dd% s/r.
</**

“

*
ftujr colv,Jr -H i

=>“^ cofrtx -f-^-fin ax H-^cof ~ fin

<f 4 *

^J4
—fin«r+^-C0fff4T
x ' xx

la a*~fin/rar

Quia igitur neque fbrmulam integralcm fzdx exhibere,

neque haec differentialia (atis commode exprimere licet,

fummam huius feriei per hanc methodum definire non
poflumus, ita vt quicquam inde concludi poffet.

’ Idem
incommodum in multis aliis feriebus occurrit, quoties

terminus generalis non fatis eft fimplex, vt eius differen-

tialia ad commodam legem exprimi queant. Quamob-
rem in fequenti Capite alias expreffiones generales pro
fummis ferierum

,
quaram termini generales vel nimis

font compofici vel prorfus dari nequeunt, eliciemus;, quae
feliciori fucceflu in vfum vocari poterunt. Imprimis
autem infufficienda methodi hie traditae elucet, fi figna

terminorum feriei propofitae altementur, turn cnim quan-
tumuis termini generales fint fimplices, tameri termini

fummatorii hac methodo exhiberi commode nequeunt.'

4
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I *CAPUT VII.
'• • • • • ,

METHODUS SUMMANDI SUPERIOR
.r. FLTERIUS PROMOTE.

167.

Vt defe&um methodi fummandi ante traditae fop*

pleamus, in hoc Capite eiusmodi ferics confidera-

bimus, quarum termini generales magis fint complexi.

Cum igitur expreffio ante inuenta in progreflionibus geo-

metricis, et(i aliis methodis facillime fummari poflunt,

veram fummam finita formula contentam non praebeat,

hie primum eiusmodi feries contemplabimur
,
quarum

termini fint produQa ex terminis feriei geometricae &
alius cuiuscunque. Sit igitur propofita haec feries

:

1334 *
tzi ap -4~ cp3 -4“ dp* -4~ • • • ~*r~yp* i

guae eft compofita ex geometrica p , p
3

, &c. & alia

quacunque ferie a -f- b -f- c d-f~ &c. cuius termi-

nus generalis feuindici x reipondens fit atque ex-

preffionem generalem inueftigemus pro valore eius fura-

mae s — S -yp
M

-

168 . Inftituamus ratiocinium eodem modo, quo
fupra vfi fumus

,
Cirque v terminus antecedens ipfi y in

ferie a -f- &c. atque A praecedens ipfi

a feu is qui indici o refpondet
,

eritque vp*-i termi-

nus generalis huius feriei :

1 A



490 CAP U T fil

S.y}>*

I Z *}"' 4’t; - m < * f
A -f‘ aP H- cp* .

•*. *} vA-f- vp*~}

Cuiusr futnina
,

fi iiidicctur per '/S'-*’/**-'-* r

S.vp x~ i — n S .yp* yp* -4- A.
r

Cum autem fit:

, y jy »

^

d3y ,
d*y

. J?

' - W’t.'WJJtJ ..10 : J .Til HJ ,?Uf^U3
“

';»i! •'ll
erxt:

S.yr*~yP'+A=-S.yp'~ls£r'+±j
:Jp .

Jsy _

tc^
1

iq

UHUiTfei turnsup .aiy <

.
1 *dh.i— 5. yp*-,

p
JP p~dxr ' zp^dx* 1"

ijute ihi^vonjyfa

-jAp - *
-S-r-^y*—> fet

1

'

1 /

* P x a4P.' * mt :<nq‘ -J/-.

. Ex qua fit : • > '• ;• •.

’T-70
,'’'+,-A'-sS'”

,+s^>*-s^/''+&c-)
Si ergo habeantur termini fummatorii fcrierum, quorum

termini generates font &&

cx iis definiri poterit terminus fummatorius Syp*.

• *
, !

« r
'

•

j

1 69. Hinc iam fuminae inueniri poterunt lerierum,

quarum termini generales in hac forma x”p* continen-

tur- Sit enim yzz.x”, erit. A— o, nifi fit »“o,
quo cafu foret A — 1

, & quia eft: .. V
i£v _ ”C”“0 r ~.*.

dz y

—

<n'
i')(n-')“ *

. r V ’

&c. •
.

ent:

d*
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CAPUT Fit 481

erit : -» t
‘

S. x*p* ~~~[[
x*P

x-*~l - Af - » —

y

--— S.x »-'p*

_ »(«-»X«-*2) 3) S.JT—4p*~&c^)
I. 2. 3

I. 2. 3. 4

Ex hac forma mine fucceffiue pro « fubftituendo nu-

meros o
, 1 , 2 , 3 ,

&c. obtinebuntur fequentes fum-

mationes
;
ac primo quidem fi «— o, fit Ami, in re-

liquis autem cafibus erit A= o :

quae eft ftunma progreflionis geometricae cogmta:

feu
PXP X P(P*~')S-*?'- 7_T — TpZTy’

feuS.x 2p* zzi -i- f — 2 S. S./O
p— 1

o ... * a
P X+l 2XP*+* p(p+l)(pX-l)

s - x * ~'j=r-'U=w^r (p-*y *

Porro eft

S.x 3
p
x — -^7 — S.-rVM- 3 S. */>**—- S.f*)

f *

feu

_x 3f*+l
3x

4/t*+ i

,

3(p4-i)xp*+J p(pp+4p±i)(p*~i)
S.X3p*~~

f_ I
-

(a?
_ i)4-T (jp_03 " (f-04

Ppp ' fic-
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CAPUT rn483

deque vlterius progrediendo fuperiorum poteftatum

x*p x
\

x ip*
;

x 6
p
x

\
&c. fummae deHniri poterunt,

hoc vero comraodius praeftabitur ope expreffionis gene*

ralis, quam nunc inueftigabimus.

170.. Quoniara inuenimus efle :

vbi A eft eiusmodi conftans, vt fumma fiat rro, fi po-

natur jt
“o : namque hoc cafu fit >— A, & yp*+'—Ap;

hanc conftantem omittere poterimus, dummodo perpetuo

mcminerimus ad fummam quamque Temper eiusmodi

conftantem adiici oportere, vt fafto o, euanefcat,

feu vt alii cuipiam cafui fatisfiat. Statuamus ergo *

loco y ,
eritque

s.,*. = r—± — s

*

p-l p-l

o d 5 3
I

S-P x— -+’r dx3
S.p

dx

d*%

24(/-i)
~ r dx4

I 20(f-i)

&c.

T— s.p* ~
2(p-i) F dx 3

1 c J s%

dz ddz d 3 z m
Deinde ftatuamus fucceffiue j

«c.

in locum y eritque

:

c p*dz p*+i dz 1 Q p*ddz ,
1 c p*d

3
% Sre%

dx — p-l' dx P-l diC^^2(f~l) dx 3
"

s.
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CAPUT Vll 4*i

c p*JJz_p*+' ddz i c p*d
3 z

,

r_ cp*d*% ^
h'-&r—j^7‘d^~P-i dx*

~
t
~l('p-i) dx*

c P
Kd i z p *+_|

</.r a * p—i'dx 3 p-

1

1
Sf^ 4a

</.r
4

*0-0

&c.

Si igicur hi valores fiiccefliue fubftituantur , S . p * «

huiusmodi tu^jna exprimetur

:

ap *-M dz
,

y;?*-+» </</*

: 7Zr-C7*~0^"H (710^ 4 (p-i)'dx 3

^*+> du, /_!i+&c.^r 0’-0 <**4 (p-0 dxS

S.p*Z\

171. Ad valores litterarum a, €, y> ^ , «, &c.

definiendos, fubftituantur pro quouis termino feries ante

inuentae nempe

:

1
^p*d<h®*+«a _ , I c,p

xdz _____
-^zr_S.r*-4-—S-7- Jx*~~r~6('p-if Jx‘

* :S^-&c.
p*~^~ l dz ^p

x dz

(p~\)dx dx ' p-i

px+iddz ^ p

1 c p*ddz

dx 2 2(p

*ddz __i_
g P

xd 3 *

(p.i)dx

p^dH p*dH &
(j^ylx 3

—*
</* 3
^

1 • c,p
x d 3 dz

4 prS '
. h&C.

p~r) dx 3

&C.

Pp p 2 Habe-
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484 CAPUT PH
Habebimus ergo : S.p*z - -

—S^ i p*ddz
ru.' z

p*d*Z

P-1° dx z(p-\f' dx* 1

6(p-if~dx'3 24(p.T)S~fci

a a a

=0-0
g __ _g_

V

l*</4S

P-1

g

t&c

1

y
p -

1

<J
I

vnde coefHcientium a
, £ , y , , &c. valores fequen-

tes obtinebuntur : .

« - _L_ "

p-i

: .

* = ^Ca+ i)

* = ^0+7+0 •

* = -^-6+1+*+ -!-) '
/-I V 2 6

~
24/

. = &c.

p~i \ 2 6 24 120J

172. Sit breuitatis gratia -^y “ f ,
eric

:

a. — q
6 .—. a? -+-

1

7

y — f?— ^
3 —

S = y*^i^^ctf4^Tf=?*4-4f3-KVfa-KV*
* —

* ^"^“lyf feu
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feu • — q
s -\r i

3
4 &

feu hoc modo exprimantur

:

f

zqq-A-f
I. 2

g^3 —j—

^

I. 2. 3

J
24£M-^6£M-I4f*-Hj

£

y

-. I2Qf S

*• 2 - 3- 4
a4o^4 -f~iyof 3 -f‘30?*-lJ f

i. 2. 3. 4. j

. 720ff*-f-i8oo?
5-4-t56off4 ~H54°ff

3 -f-63 -j-f
* ~** I. 2. 3. 4. 5. 6

504oq 7 +lp2oqe+ i68°oq s
-f84°°?

4 +»8o^ 3
4- i26f* +/

^ —’ -1. 2. 3. 4. f. 7 &C.

vbi quilibet coefficiens 16800 oritur, Ci fumma binorum

fupcriorum i*6o-f-i8oo per exponentem ipfius q> qui

hie eft j ,
multiplicetur.

173. Reftituamus autem loco 4 valorem — >
1

*\ i(/-0

c= '+1-
1.2 0>-l)*

y ==
1.2.3 (^-O3

Ppp 3 i=z
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486 CAPUT VIL

^ P* ~4~ up * —f- 1 r p -\-

1

~
x. a. 3. 4(^-1)“

g
p* -\—26p 3 -\-66p* ~]— 26p-\-i

I. 2. 3. 4. J O-l)*

p — P s
-^-57P

i -j-302p 3 ~j-302p*-4~ f7p^-. I

I. 2 . 3 . 4. J. 6 (/>-!)«

„ _ 120

p

s
f— H9I/’^ 24^6p 3—f— H9IX? a—

I— I2QP—1—

f

I- 3- 4* 5 . 6, 7 (/>-!)»

&c.

Lex harum quantitatum Ita fe habet, vt fi ponatur ter-
minus quicunque

:

f"~
1 ~4- A/>"-?-4- Bjp"-4-4-C/>»-y-f- -4-

*• 2
* 3 (ff — l)(p-rl)*~l

~”

futurum fit:

A” 2*- 1 »

B=3 .

i. a

c=4-—
I. 2 I. 2. 3

D-j-W;
,

»0-Q0-2)Q3)
1. a 1. 2. 3 x. 2. 3. 4

&c.

vnde ifti coefficientes a, £, y, J, &c. quousque libue-

rit, continuari poflimt.
\

1 74 - Quodfi vero legem
,
qua hi coefficientes in-

ter fe cohaercnt, confideremus, facile pater, cos feriem

rc-
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C A P U T V1L 487

recurrcntem conftituere, atque prodire fi haec fra&io

cuoluatur

:

u 4

-&c.

P- x 2 (p-O 24(f-0

prodibit enim haec feries

:

i -f-aa-+-?K 2 -|-y« 3
-f- 9u* -f- £« 5 -f-&c.

Ponatur iUa fra&io — V
,
& cum fit :

V “
^

«_» a 3 a<
&cP~~~ I

2 6 24

xr />— i vbi f eft numerus cuius logarithmus
ent

p — f » ’ hypcrbolicus eft ~ 1 .

Atque fi valor ipfius V per feriem exprimatur fecun-

dum poteftates ipfius * ,
orietur

:

cuius coefficientes a
, S’ , y ,

&c. crunt ii ipfi
,
quo-

rum in praefenti negotio opus habemus. lis igitur in-

vends erit:

adz ^Gddz
dx

yd 3 z^9d* z

dx <
• &c,)dx 1 dr 3

Conft.

quae ergo expreflio eft terminus fummatorius feriei huius

:

op -+- h* +• op 3 -+- p x%

cuius terminus generalis eft ZZ p x *

175 *
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488 CAPUT VIL

I7J. Quoniam inuenimus efle V— -
, erj £

p — r* ’

p\ —— p —4— i
e" — y , & logarithms fumcndis fiet

a~/(>V-/>+i)-/V, hincq; difFercntiando du— C^~0^V
pV*~(p-i)V

quocirca erit PV 2 —(p-i)V-\- (-lZl}^X. Quoniam

ergo eft Vzri

erit

:

pV*=p+ 2<y>*-h 2 gpu*-+- zypu* -f- a^-f- 2epu*±&C.+ •*/**“+“ 2a£/«r 3
-f- 2ay/?K4 -f-2«4p« J -f&c.

-+- £§/w4 -+- 2 gypu J -j-&c.

-+-y(p~i)u 3

(p*“\)dv *—— Z= sQr-l) 3(/“0y" ,
-+-4(^-l)J«J

*+ 5 (f0 *" 4
-f- <5 (/>- 1) £*5 +&C.

quibus expreftionibus inter fe coacquatis reperictur:

(p— i) a = i

a (p— i) € — a (p-\-i)

3 <j>— i) y = G (p-hO-ha'p

4 (P— i) 9 = y 0»H-04-«£jp
5 (/>—

0

* — S (p-\-i)-+-2ayp-t-ggp

6 (p 1) g — t (p-\-l)-{-2CLSp-t-2gyp

7 (.P—i) >3 — £ O^-hO-h* 2atp-+-2g$p-\-yyp

&c. CX
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C A P V T VII. 48*

ex quibus formulis, fi pro p dams numerus aflumamr,

valores coefficientium «, £, y, 5, &c. faciHus determi-

nari poflunt
,
quam ex lege prinium inuenta.

176. Antequam ad cafus Ipeciales radone valoris

ipfius p defcendainus, ponamus efle 2— jr", ita vt haec

feries fummari debeat

:

/ z:f+1 + 37 5+ 4V 4- . • • +-x"f*

eritque per expreflionem ante inuentam

:

\p- 1 (p~*) (p-l)3 l. 2

(p
3
-+-4P*-*-p) & \
(p- 0 4 t. a. 3 S

H- C, quae reddat /=ro fi ponatur r~ o.

Hinc ponendo pro » luccefliue numeros o, 1, 2, 3, 4, &c.

eric:
“ *

p—i

Sx-r'=r'Q^

s*‘P’=r’(£

s,^=K£

P
p-l

^ ,
fO-HA K/’+i)

O-O^-O^ O-O 3

3/**
I

3X/>-H)*

0>-0* r
(/’-0 s (f-O4 )

p(X-Mf-H)
‘

• (/—0* '
.*•

,

Qjq q S.*
/
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CAPUT Fit

S..rV*— fr**- 4?* 3

I
frO* 1>a

4P(p'±4t>Ul*
V«jt 0-0*

. (/-i) 3
(/>-i)4 *

-\-P C^
3
-f ^ I !/>-(- t)N />(/>

3
-f

I !/»*
-f

1V+ r )

O-O 4 .s' (p-i) s

zr^~ _4_ mO-HO** 1* 8
.

f-i o-o* (/-o 3

,

50 3 4n p*-l-ug-|-iVr-4-t.r

(P~04 ^ (p—i) s

(P*j26p3 +66p a
4- 3 6p -{-

1 ) (p
*+i_j,)

0-0*

= _ 1P****± . nQ-MV>n *4

.-0-0* O-O 3

_ :
aoO a

-F4^-fQ/,x
-f->-r3

|

»5(f
i
-f

iyH |yfiy+|y*
. ; t

: .T ,0-04
; , O-O*

6(p*-\-i6p3 -\- 66p
a -\-26p-\-\)p*+i x

’

(P—0*

I

Q 5 + 57/>
4
-f 3°2^

3 -f3°a^a+ J7/>+ 1 )O*+*“O
O—

O

7

. .
See.

i77- Hinc inteUigirar, quoties z fucrit jfun£Ho ratio-
nalis integra ipfius x

, toties feriei
, cuius terminus ge-

neraliseft p*z, fummam exhiberipofle
;
propterea quod

djfterentialia ipfius a fumendo
, tandem ad euanefcenri*

perueniatur. Ita fi proponatur haec feries

:

P-h 3/’*-+; 6p>-\-iop* -{*. . . .
,
(xx+x)

2
r 7

ob
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CAPUT Fit 451

ob zzz
2 »

K 4r~ * T >
atqae

crit terminus ftunmatorius

:

'XXl 'x-
(2X+ l

'

)
I

> P/JL+i.
f—iv '*

a(/»— 1) i(p~\yJ p- i\2(/>-i)‘ 2(p~i)s

rm ^-./ xx
,
(^-3)*

,
1 > P

^ Va(/7-i) 2(^- 1)* (/>-i) 3y (p-1)
3 '

Sin autem a fuerit fun&io non rationalis integra
,

turn

ifta termini fummatorii expreffio in infinitum excurret.

fta fi fit an—, vt fummanda fit hacc ferics

:

3

%_

4
‘

ob

—p*
,x r ’

dz I
_

dd%___ 2
#
d 3 z _2*3. ^,a __ 2 *3-4. o

«£r 2-4T* i/jr
9 ' ars * dx 3 x 4 3

</x4 ar4
3 ^

prodibit terminus fummatorius:

-TVi-t 1 i.-ft 1

(p- 1>* '(p~ 0
1* 3

C/'- 1
)
3 ** (/'-l)

4* 4 ‘ /
0*4- 1 ,

c.

Hoc ergo cafu conftans C non ex cafu xzz o definiri

poteft: ad earn igitur definiendam ponatur *n i
, &

quia fit tzzp, erit:

r— .
1 y-f I PP\4P\ l

- «Nc-f’^-iVI+ /,-,
+

(7-i)*
1

JF=T)r+ &CJ

Q.qq a 178.
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f

49a

178. Ex his perfpicuum eft, nifi p determinatura

numerum fignificet, parum vtilitaris hinc ad fummas fe-

rierum proxime exhibendas redundare. Primum autem
patet pro p non pofle fcribi 1

,
propterea

,
quod ‘omnes

coefficientes a
, £ , y, &c. fierent infinite magni.

Quare cum feries, quam nunc tra&amus, abeat in earn

quam ante iam fumus contemplati
,

fi ponatur pzz 1 ,

mirum eft, quod ille cafus tanquam facillimus ex hoc

erui nequeat. Turn vero quoque notabile eft
,
quod

cafu pzz 1 fummatio requirat integrate fzdx
,
cum ta-

men generaliter fumma fine vllo integrali exhiberi qucat.

Sic igitur fit, vt dum omnes coefficientes a, 6, y, i, &c.

in infinitum excrefcunt
,
fimul formula ilia integrals in-

Vehatur. Hicque adeo cafus, quo p—i, eft folus, ad

quern generalis expreflio hie inuenta applicari nequeat.

Neque vero hoc cafu generalis form., a vero recedere

cenienda eft; nam etfi finguli termini Hunt infiniti, ta-

men reuera omnia infinita fe deftruunt, reftatque quan-

titas finita fummae aequalis, & congruens cum ea, quae

per priorem metliodum inuenicur, quod infra fufius fu-

mus declaraturi.

175. Sit igitur />n~i ,
atque figna in ferie fuip-

manda altematim fe excipient

:

1 3 3 4
;

*
—— A b c —f- d . . . . it a

T
' *

vbi c erit affirmatiuum fi x fuerit numerus par, nega-

tiuum autem
,

fi x fit numerus impar. Pofito ergo
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vbi fignorum ambiguorum foperius valet, fi x ft nu-

meric par, contra vero fi * fit numerus impar. Mu-

tandis ergo (ignis erit i
'

a— b c—• d -1— f—/H- « - • -+- * —

-

- I /%_ £".* _ z£ii_4_ ££? — &C.)+
a dx dx* dx 3 dx4 *

-4- C. •

vbi fignorum ambiguitas eandem fequitur Tegem.

i go. Hoc cafii coefficientes «, 6, 7> *> &c,

inueniri poffiint ex valoribus ante traditis ponendo vbi-

que p
— — t. Facilius autem eruentur ex formulis ge-

neralibus §. 175. datis, ex quibus fimul perfpicietur al-

temos iftos coefficientes euanefcerc. Fafto enim P—-t

iftae formulae abibunt in . . ,

— 4$ =S

— 6y =z

8 # =— 10 *
“

( =

1

o

O «*

o — Ja? 7

o -— aoy—

*

o — 2 a$— 2 &y

&c.

J Q.qq 3 vnde



494 CAPUT VII

vnde cum fit S~ o, exit quoque Irro, porroque

£— o , 0=:a
, &c. & reliquae litterae ita determina-

bunturj vt fit

:

i

' — 6

, =
lO

= sat -4-yy

14 •
-

1
— +

18

• •» -

/ rVfii*. ,'fj

>'& KfJ^'1 •/••75

'

.... ^ .

&c.

-P ;
r
:m

'

1 81 . Quo ifte calculus commodius ablolui poffit

introducamus nouas litteras fitque : :

_____ _A_

X.3

y = B
1. 2.3.4

C
In

•
*

1

-jor. f si

*) =
1. 2.3. 4.S. 6

D
1.2.3 • . . 8

E
1. 2. 3 . . .10

Eritque fumma ante exhibits:

. x
,

Adz B d3 z
j_ Cdsz Dd 1 *.-

'7 v
"

"1.2 dx
—

i.a.3.4//* 3 "1.2 ... 6 dx* “ 1.2 ...$dx 7 *cv
C. Co*

&c.

D«/ 7*

.
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Coefficients vero ex fequentibus fonnulis definientur

:

A =: i

3 B zz — —
1.2 2

jC “ — AB
1.2

7D =: -7 AC
IJt 1.2. 3.4 2

9E = ^ADH-!2^M.BC
i- a *.2.3.4

iiF=— AE-f
1. 2

I2.IJJO.P
gq **4 MO.J.&7 CC

rc

1. 2.3. 4 ' i.a.3.4.5.6 2

.
iiuMtcm wtotiMity , <i*i *.< ,p£

quae hoc modo fatilius atque ad calculum accommoda*
tius repraelentari poffunt:

i’<r;
rrintnJi£

:j , r'(:

Am
=.** :

2 •

C rr 3.AB

D = 4.AC-i-4.^.—
? 3.4 a, ~

,

E = 5.AD-+-j.^.BC -

F = s.AE-M.^.BD-t-*.—
3•y .

V 3 * 4*J.4 »

G =: 7.AF4-7.~.BE+7.^f;CD
3-4 3* 4* 5.4

&C. . .
.

U'l

Hinc
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Hinc igitur calculo inftituto reperietur :

A zz: i »
•

B rz i

C = 3

D rr 17 •

. E — in ~ j. 31

F zz: 2073 zz: 651.3

G Z= 38227 =5 7 . 54$i =5 7.—7 ‘ 12
--

3

H — 9*95$9 — 3617.257

l —28820615^43867.5.73 &C. - "
t

1 82. Si hos numeros attendus perpendamus, ex fac-

toribus 651, 3617, 43867, facile concludere licet, hos

numeros cum fupra exhibitis Bemoullianis nexum habe-

re, indeque determinari pofle. Hanc igitur reladonem

inueftiganti mox patebit hos numeros ex Bemoullianis

51 , 55, ©, @1 &c. fequenti modo formari pofle:

A — 2. 1. 3 51 = 2(2 1 —1) 51

B = a. 3. 3 25 = 2(2 4 —
1) 5S

C — 2. 7. 5 S — 2(2 tf — 1) (£

D ZZZ 2. 15. 17 © — 2(2 a -l)S)

E ••= a. 31. 33 @ — 2(a IO-i) g
F = a. 63. 6s ^ — 2(2» a~i) 3
G z= 2.127.125 © rz 2(2 ,4-j) ©
H 5— 2.2SS.2J7 |) ZZ 2 (2

te-l) $
&c. Cum
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Cum igitur numeri Bcmoulliani lint fra£H, coefficientes

vero noftri integri
,

patet hos faftores Temper collerc

fra&iones j eruntque ergo :

A =2 i

B rr i

C = 3

D rr 17

E rr y.31 rr xjy

F rr 3.691 rr 2073

G rr 7'43* I2 7 — 38227

H rr 257.3617 rr 929569

I rr 9.73-43867 rr 28820619

K rr j. 31.41. 174611 rr 1109652905

L rr 89.683.8545x3 — 5 I 943 2 8i73 I

M rr 3.4097.236364091 rr 290515x042481

N rr 273i.8i9X.8553X°3 — 191 329672483963

&c.

Ex his ergo xxumeris integris viciffim numeri Bemoul*

liani inueniri poterunt.

1 8 3. Adhibendo igitur numeros Bernouliianos feriei

propofitae: 12345 x

a-b + c-d+e- . . . Ip s, fummaerit:

f\ ,
(2*-x)^ (2 4 -.i)%^z (2

ff-l)gi*S (a 8 -i)P */y g, . N
j , 2 dx 1 . 2 . 3 . 4dx3 i.z,,. 6 dx s 1.2 ... 8 dx 1 •

C
's

-4- Conft.

R r r Hinc
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498 C A P V T V11
Hinc autem peripicitur iftos numeros non cafu in hanc
expreffionem ingredi; quemadmodum cnim ferics pro
pofita oritur, fi ab ifta :

' a _p_ i _|_ c d—(— .... —f- o ,

vbi omnes termini fignum habent. -f- fubtrahatur fum-
ma alternorum £*+-</-+-/-+- &c. bis fumta; ita quo-
que expreflio inuenta in duas refolui poteft partes, qua-
rum altera eft fumma omnium terminorum figno
afte£iorum

,
quae erit

:

r . 9f</a %>d 3z
. dd*z. . i

* . 91 d%
fzdx -

1

sH —
J 3 1 .2 Jx -&c.

1 .2 . 3 . 41x3 ' 1.2...6dx*
Summa vero alternorum pari modo inuenietur, quo (bpra
vfi fumus. Cum enim vlcimus terminus fit a indici x
refpondens

, antecedens indici x-a refpondens erit:
2 dz

dx
*ddz 2 3d3 z 2 *d<Z — &c.1.2 dx* 1.2.3dx*

'

1.2.3 .4</x*

ouae forma ex ilia, qua ante terminus antecedens expri-

mebatur; oritur, fi loco * feribatur ~

.

Habebitur ergo

fumma alternorum, fi in fumma omnium vbique loco x

feribatur —
,

quae propterea er^t

:

-yWx-f- 1 z-{- .
**(£</*»

See.i.2 dx \.2.34.dx3^i.i ...6dx*

cuius duplum fi a fumma praecedente fubtrahatur, exis-
tence x uumero pari, vel fi praecedens fumma a duplo
hums fi x eft numerus impar fubtrahatur, refiduum
oltendet fummam ferici:
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L

t % 3 4 f
« b -f- c— d~\~ e , . . •

quae ergo erit:

— ft . (a*—

\J 1.2 dx i.;.3.4.-/.r s

quae eft eadem cxprcffio, quam modo

45)

x
H- •

&c.^ -j- C.

184. Sumatur pro % poteftas ipfius x, nempe x»,

vc reperiacur fumma feriei

:

Ob

1— 2 * — 3 — 4* -f-

d% n d 3 %— »-»— 1 •

1dx 1
*

1.2.3 dx9

• • • "+* •

»Q-0 C»~a)

1. 2. 3
**-}$ &c*

eric adhibendis coefficiendbus A , B
, C

,
D

, &c.

fumma quaefita

:

a;
B "fr-X*-’)

T
-,,C »(-'X»-»X»-3X»-4) ,- ,

a\, 2 4 i. 2. 3 6 1. 2. 3. 4. j

P ”(”-!)• • vl”-g> X»-7-t-&C.)-h C0nft.

vbi fignum fuperius valet (i (it* numerus par, inferius

vero ft impar. Conftans autem ica definin' debet, vt

fumma euanefcat, li xzo, quo cafii fignum fuperius

valet. Pro a ergo fucceffiuc numeros o, 1, 2, 3, &c.

fubftituendo fequentes prodibunt fummadones:

L 1—• 1

H

- 1 —— 1 • • • + 1—hiC 1 }
-H

frilicet fi numerus terminorum fuerit par, fumma erk

— o, fin impar erit —-Hi.

Rrr 2 u.
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l

5oo

II. I 2-4-3 4-t- • • • -

fcilicet fi numorus terminorum fit par, fumma erit ~-{x
8c pro numero terminorum impari

UI. —4*-K. . IjZjra— (x*ix)

fcilicet pro pari numero ~ — 4 .rjr- i *

& pro impari numero — H-| xxj- {x

IV. i — 2 3
—f— 3

3 —

4

3 —f— . . ip* 3— :p

fcilicet pro pari rr — £ x 3 -
£

& pro impari j jr 3 + .

V. I 2 4
-f- 3

4 44 — . . ip AT4 “ipjrC-V 4
-f Jjr 3 -*)

fcilicet pro numero pari ~ — 4-r4—

r

3 + |.v

& pro numero impari ~ ir 4 +,r s -|.r

&c.

i8j. Apparet ergo in poteftatibus paribus prae-

ter »~ o
,
conftantem adiiciendam euanefcere

, hisque

cafibus fummam terminorum numero fiue parium fiue

imparium tantum ratione figni discrepare. Quodfi ergo

x fuerit numerus infinitus
,
quoniam is eft neque par

neque impar, haec confideratio ceflare debet, ac prop-

terea in fumma termini ambigui funt reiiciendi : vnde

fequitur huiusmodi ferieram in infinitum continuatarum

fummam exprimi per folam quantitatem conftantem ad-

iiciendam.

. r

Hanc*

*x
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Hancobrem erit

JOI

^ g r • r * * » '***!H—

i

4-i

—

i .-4»&c. ininfinitum zr — ,

i— 2 "
J" 3— 4 *-f- &C.

i—2*4-3*— 4*-4-&c.
•• • • « - -

I a 34“3,—434"&C.

i—

2

44-3 4—

4

44~&c*

I 2 ,4“3 i~4 ,4- &c»

i

—

2 tf4-3-#—

4

ffH-&c.

!•—

2

74“3 r—

4

rH“&c-

— A ~] Ca>"0^
4 ' 3

o

B_

8

o

(2 4 -i)®T

&c.

C
,
(2

tf-l)g

12 t 6

D __ (a 8-Q$
1 6 8

Quae eaedem fummae per methodum fnpra traditam fc-

ries, in quibos figna 4- & — altemantur, fummandi

inueniuntur.

186. Si pro n ftatuantur numeri negatiui, expres-

Vio fummae in infinitum excurret. Sit n rz— 1
,

erit

fumma feriei

:

j
_r.i

.

1234
B

6

c

4-

1

~*~7

^-&c.^ + Conft.
2 Ctf 6x* ' 8-*'

Hie autem quia conftans non ex cafu x zr o definiri

poteft
,
ex aiio cafu erit definienda. Ponatur x~i y

Rrr 3 at-
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"N

JO#

atque ob fummam rr i & fignum inferius erit

:

Conft. = • — j f«
n n I . A B C D

,
-

Conit. —f— —- —1— —— — -4— Scc.
2 4 • 8 ia 16 ^

Vel ponatur x~2, ob fiimmam zz -

,

& fignum fu-

pcrius reperictur

:

Conft. zz— -f-— C— <

A
'

B C
2 2 \2

feu Conft.

2 .2 * 4 . 2 4

_ 3 A
,

B C
,
D

&c.

Conft. rz —

4 4>2 * 8-2 4 12.2 s 1

1 5,2*

fin autcm ponatur xzz 4, erit:

A _B_ C D _

o .A . a I .0
" 1 KC.

24 4-4*
t

8-4« 12.4 0 i5.4 *

Vtcunque autem conftans definiatur, idem prodibit valor,

qui fimul fummam feriei in infinitum continuatae, quae
eft zz I2

,
indicabit.

187. Ceterum ex his nouis numeris A, B, C,D, E,

&c. fummae ferierum poteftatum reciprocarum parium,

in quibus tantum numeri impares occurrunt, commode
fummari poterunt. Si enim ponatur

:

1

2 Iff +— -H&c. =

jr. ^r. +

quae ab ilia fubtra&a relinquet:

erit

H—

—

3-
1 _i_ See,

'—

'

j
*1

-j
in ' -

(2 »»~I>

2*"
Cum
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Cum igitur valores ipfius s pro fingulis numeris » iara

fupra exhibuerimus
:

(xaj), erit:

1 -4- -~r H—A- -4- —h &c. zz —— .—
3 5* 7* 1 . a 4

i-h 4- -+- "H~ -4- &c. = — B *+

3* 3 ’ 7 ’ i.i

,+ 7r
'H Tr

.2.3.4 4

-^7
* -

4- &c. zz —

—

-.Z.
7 * 1.2.3... 6 4

7 1.2.3 ...8 4
E W* ®

5T
1

.IO ‘ 4
1'+- F3 ^ jtt+

&C.

Sin autem omnes numeri ingredianrar
, fignaque alter-

nentur quia erit

:

11 1 +&c. = *

2 *»

habebitur

:

1-H-V-+

4 »* a*»

i L-i-^_ &c.~ CA-2<y) ^_C2~i)9t
. a I .2 V^VW*—

, * ——. 1

3
2

1

1.2 1. 2

H-

2*

1

r 4—V-&c.=2ri»). £
J«

I

!+

2 6

I

3®

I

1 . 2 . 3.

4

4 1 . 2 . 3.

4

.fir — ^!_C**-i)€

Stc.=^>X =fco».-.
I Q * - - A ^5*

1

.10
3

1

i* 2... 8 4 1.2...

g

.... frf? — CE"^(g)

J IQ 4 1*2 •••IO

&c.

J 88-

7T*°

Digitized by Google



j°4 CAPUT Vll

j 88- Quemadmodum ha&enus feriem fumus con-
templati, cuius termini erant produfla ex terminis pro-

greffionis geometricae p } /»“, p\ &c. & ex terminis fe-

riei cuiuscunque a, b, c, See. ita poterimus fimili ratio-

ne profequi feriem, cuius termini <7nt produfta ex ter-

minis duarum quarumeunque ferierum
,

quorum altera

tanquam cognita aflumatur. Sit feries cognita

:

12 3 .

A-+-B-4-C-+- • • • H-Z altera vero incognita

a 4~ b —|— c 4- , . . *

atque quaeratur fumma huius feriei

:

A. a 4— C c 4** • • • > >4-Z *

quae ponatur ~Zt. Sit in ferie cognita terminus pe-

nultimus zz Y
,

atque pofito x— i loco x expreffio

fummae S.Zx abibit in

v / ds dds d 3 s d*s a \
\f dx 2 dx 1 6 dx 3 24 dx*

C J
Quae cum exprimat fummam feriei Zx termino vltimo

Zs multatae, crit : . ;

„ ^ v Yds
,

Yddf Y 3 d3 t
, „Zx Za — Yx dx~>r 2dx* 6dx 3
-*~&C '

quae aequatio continet relationem, qua fununa Zx pen-

det ab Y, Z & a.
v

'

•»

189 . Ad hanc aequationem refoluendam negligan-

Z*
tur primum termini diflerentialcs

, eritque x— >

ponatur ifte valor fit que rcucra x~P r+A
quo
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quo valore in aequatione fubftituto fiet

:

(Z

—

Y)p— dx -H 2dx%
«c.

'
c.

. dx 2 dx 3

^P 1 </JP*
addatur vtrinque YP', & cum P *—

-jj
~ &c *

fit valor ipfius P 1
,
qui prodit fi loco x ponatur *— i,

fit ifte valor — eritque •

(Z_Y), -HYP-=;yP-^+T^- &C.

Y(P—

P

1
)

vnde negle&is differentialibus ent : p — " z Y~
*

Y(P-P*)
Ponatur Ql, fitque = fiet

(Z— I)?— Jx ^ 2 dx'

pofitoque Q_pro valore ipfius Qj, quern induit fi loco x

fcribatur x— i, erit:

(Z—Y) ,-4-YQ.' =* —&c-

Y<0—

Q

1
)

vnde negle&is differentialibus fit ^ ^ y •

Ponatur —§£^P= Rl
»
^que reuera

V/D ]^i\

ac fimili modo reperitur r==—z— y— ficque proce-

dendo erit fumma quaefita:

Zs= Z (P* -h d! -4- R‘ -+-&C.)

.

.... Sss t9°-
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150. Propofita ergo ferie quacunque

:

A/i -f- Bb —{— Cr -4- .4- Yy <4- Zs
eius fumma fequenti modo definietur:

Ponatur pofito x— 1 loco x
Za — pt

>
abeatque P‘ in P

Y(P-PM—y~y- abeatque Qj in Q_

Y^Q-O 1
)— ^ R 1

i abeatque R' in R

Y(R-R‘)
Z-Y S 1

; abeatque S 1 in S

&c.

His valoribus inuentis erit fumma leriei

ZP 1
-f- ZQf -4- ZR 1 H- ZS* -4- &c.

*4- Conftante
,
quae reddat fummam — o

, ft ponatur
xzzo, feu quod eodem redit, quae efficiat, vt cuipiam
cafui fatisfiat.

19 1. Formula haec, quia nullis differentialibus eft

implicata, in plurimis cafibus facillime adhibetur, atque

etiam veram fummam faepenumero exhibet. Sic ft pro-

ponatur haec feries

:

P -4- 9p 3 -4- -4- .... -\-xap*
fiat Z & a ~x a

} erit Y atque

Z y
z3zrv = 7=rr» & ^ fiet

p>—
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p * = P** . p_* pxx 2px-\~p

p IP i
’

o.’=-
ipx-hp

.

(p-0 2 ’

ipx-^-ip

(p-0 2

R 1 = 2P .

(p-O 3 2
R— r^Lr~i

(p-O 1

S‘ = 0 ,
& reliqui euanefcunt omnes:

vnde erit fumma -

_fpx* ipx-hp
,

2p \ p 2p
* (p-02 (p-0 1

, / X* 2X -
, p ~¥-

1

^ p-i“ pX
\p~i (p-0 2 (p~0 3J (p-01 *

/ 2* '
1

/P-f-I ^ /7-I

V-i (;-0‘ (;-0V (/^-O
s *

qucmadmodum iam fupra inuenimus.

19a. Simili modo, quo ad hanc fummae expres*

fioncm peruenimus, aliam inuenire poterimus expreffio-

nem
,

fi feries propofita non ex duabus aliis fit compo-

fita: quae illis potiflimum cafibus in vfum vocari pote-

nt, cum in praecedente expreffione ad denominatores

euanefcentes peruenitur. Sit igitur propofita Iiaec feries

:

1.23.4 *
s ZZ " —I— ^ "4" c *4" d -f- .... —(— a

quoniam pofito x— 1 loco x
,
fumma vltimo termino

erit

:

ds
s

dds d't

dx^ a dx% 6dx> ^24 </*4

_ ds dds d 3 s d 4 s

' dx a dx 2 ~^Id^ 24 dx*

Sss 2
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Quia hie ipfa fumma s non occurrit, negligantur differen-

tialia altiora, fietque t~fzdx
y

ponatur fzdxzz P*,
cuius valor abeat in P fi pro x feribatur x— i : fitque

reuera P x -4-p ,
erit

:

dP x

dx
dd?

2 dx

!

quia eft P— P x
dP» ^Pi
</ar '~2<ir a

— &C.

erit a— P'-hP—^ vnde fit

^"/(a-P'+Pyjr. Si porro ponatur /fz-P x +P)ix—Q%
hicque valor abeat in pofito *— i loco x, fit

A*— P‘ -4-P—Qj-hQ)^rrR x—Q^-f(Q-Q)dx
porro R 1—/(R 1—R)<&~S I

;
&c. erit fumma quaefita:

i-P'+ Q'-f-R'+ S'-f &c. -f-Conft.

qua vni cafui fatisfiat.

i S3- Mutatis aliquantum litteris ifta fummario hue
redit. Propofita ferie fummanda

:

1234 x
s — a —f- b —

c

-4— d—|— .... —f— z
ponatur pofito x-.i loco x
fzdxzzV abeatque P in p

P *— /(P

—

p)dx—Q^ abeatque in q—f(Qz—q)dx~R abeatque R in r &c.

quibus valoribus inuentis erit fumma quaefita

:

/~ P —i— Q, —f— R -(— S -f- &c.

hac-
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haecque expreffio expedite oftendit fummam, fi formulae

iftae integrates exhiberi queant. Sit, vt vfum eius ex-

emplo illuftremus, Arjr^Jieritque

P~ -f ** > P— \x *—
P p — xx i & AP p)dx— Zx> l x

Q=Z l XX-+-1 X
j

q-=zlxx— ix-{-l

Q q~x £ & /(Q^ q)dx-=zixx—*\x

R — \x
;

r— i X— i

R r= i ;
/(R r)dx — \x

S~o, reliquique valores euanefeunt. Quare fum-

ma quaefita erit:

\ x3 -\-lxx

-\~ixx-\-lx zz xx-\-§ x^pc(x-\r 0(*+a)

Hocque ergo modo omnium ferierum, quorum termini

generales funt fun&iones rationales integrae ipfius x
,

fummae ope integrarionum continuarum inueniri pos-

ftmt. Ex quibus facile perfpicitur, quam amplum occu-

pet campum doftrina de fummatione ferierum
, neque

omnibus methodis
,
quae turn habentur turn adhuc ex*

cogitari poffunt, capiendis plura volumina fufficere.

194. Ha&enus fummas ferierum inueftigauimus a

termino primo vsque ad eum cuius index eft x
y quibus

cognitis ponendo x~ca ipfius feriei in infinitum con-

tinuatae fumma innotefeet. Saepenumero autem hoc ex-

pedirius praeftatur, fi non fumma terminorum a primo

Sss 3 vs-
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vsquc ad eum cuius index eft x
,

fed fumma omnium
terminorum ab ifto, cuius index eft x

y in infinitum vs-

que quaeratur, hocque cafu imprimis expreffiones vltv

mae fiunt tra&abiliores. Sit igitur propoftta feries cu-

ius terminus generaiis feu indici x refpondens fit “a,
fequens indici x -f- 1 refpondens fit ~ a *, huncque vl-

tra fequentes fint a 11
,
a” 1

, &c. quaeraturque fumma
huius ferici infinitae

:

x
,

x+i, x4-a
,

x+3, &c.

s zz a -+- s« -f- a«» -f- a* 11 -f- &c. in infinitum.

Haec igitur fumma x erit funftio ipfius x
,

in qua fi

ponatur x -4- 1 loco x, orietur fumma prior termino a

truncata. Cum ergo hac mutatione t abeat in

it \ d#
,

.
&c. ent

:

2 dx a

dt . ddt . d 3s dU d st

dx

ds

2 dx %

dds

6dx 3

d*t

2$dx*\

d x

iao dx* ^ 5rC'

feu o— ~2 dx*'~6 dx 3 24 120 dx*
^ °*

ijy. Si nunc vt ante ratiocinium inftituamus, fiet

negle&is differentialibus fuperioribus, x— C

—

fzdx.

Ponatur ergo /W-r— P, fitque reuera x — C —P —f—/r,

d? - ddP d*P
erit o“ a •

dx

dp

dx

2 dx % 6dx 3
&C.

“JL _i_ _L_ &c
d 3
p

6dx 3

Abe-
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Abeat ' P lA P 1
,

fi loco jp ponarar x-t-i, erirque:

.
°= j+ p—

Hinc negle£Hs differentialibus aldoribus fiet:

p —J\P 1 -P)dx- P. Statuatur /(

P

1 -P) dx - P~-Q,
fitque erit:

-= >+p- pi -

Abeat Q^in R loco x ponatur x-+- r eritque

O= .+ P - P- -+- Or Q' -t- g-f- “JL.

+

&c.

vnde fequitur q dx — Q. Quamobrem fi

comma cuique quantitati infixum dcnocct eius valorem,

quem induit pofito x-+-i loco x, ponaturque

fz d x — P

P —/(P*—P)</x —
Qj—/(QT—OH* = R
R—/(R*—R) dx

— S &c.
/

erit feriei propofitae a -4- a 1 -}- a ,l -4-a I,I -f-a fv
-f- &c.

fumma ~C—P—Q— R—S— &c. vbi conftansG

ita debet definiri ,
vt pofito x ~ tota fumma eua-

nefcat. Quia autem applicatio huius exprefllonis inte-

grationes requirit, hoc loco eius vfum declarare non
licet.

196. Vt autem formulas integrates euitemus, fta-

tuamus fummam feriei — y*, exigence y fuaftione ip-

fius
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fius x quacunque cognita, cuius valorcs y
l

,
y*

, &c.

qui prodeunt ponendo x-+-i, x -+- 2 , &c. loco x, erunt

nori. Si iam ponatur x— 1 loco x prodibit fuperior

feries termino primo mul&ata , cuius fumma propterea

erit y1

feu

ds
,

dds
,

d 3 t
. „ x

Z+7& &c
) =*'—

vnde negle&is diflerentialibus oritur t— Sta-
y-y*

tuatur — P, fitque reuera x — - PH-/>, erit

:

yyp y^/p y^p
Jjf 2 </*» 6^3 ’ &C*

ydp
t
ydddp

t
y*d3p

dx
yddp
2 dx 2 6 dx 3 -f- &C.

= (>—y)/»

ideoque =y(P'-P>C/-,>.

Scatuatur fitque f“ Q_4- y ; erit:

y(Q!-Q)H-y(^-H^4-&c) =-cy->)?.

Statuatur fitque ?“—R ri- 1.

Hocquc modo fi vlterius progrediamur. Seriei propo-

fitae : a -f-

a

1 -+-

a

u -|-a IU &c,

fumma fequenti modo inuenietur.

Sum-1
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Sumta pro lubitu fun£Hone ipfius *
,

quae fit
—

j
>
4

ftatuatur

:

by
P — y-y

n - - i*l^ y-J by

r - ^z Q) - y± <L
y-j ^

s — y<R'- R) — z£3
y-y by

&c.

AP

*0.

AR

Hineque erit fumma quaefita

:

= C— Py-hQy— Ry -f~ Sy— &c.

Sumta pro C eiusmodi conftante, vt pofito x~i/} fum-
ma euanefcat.

15a. Surnamr y~n*i ob y erit:

>'—

y

“ a* (a—1), vnde fiet

:

P =
a* (a— 1}

P

(V*t

a*+i (<?— 1 )

O _ -(P'-P) _ (»'-»)
. (»"-«0

^ a— I a*(a—i) a * V^-

r = «(Q1-Q> g^— 3/»a/-f- a<7t

«-l /7*(/7-i)* * «*-M(/»-r)a

/7ft

/i—

1

/i*(/i— i) J

5 .
g (R/~ R)

,

3azn-\- 'sa*zt-a i z
*"""1 ' fl* (a— 1)*

&C.

«-I

Ttt Quo
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Quocirca fumma fcriei propofica tfril : \

-a..'.

a %>—a% -\-iazf— /i**

a— i (<j— i)* (<j — I)*

<

%IU_ 3 /73^-f 3 a* -~a 3 z

(a- !)

&C.

Haec vero eadem fummae expreffio iam fupra eft in-

venta Capite primo. Hinc autem aliis pro y valori-

bus accipiendis infinitae aliae exprefliones erui poterunt;

vnde ea, quae cuique cafili maxime fit accomraodata,

eligi poteft.
'

t

CAPUT
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CAPUT VIII.

DE rSU CALCULI DIFFESEN.

TIALIS IN F 0RMAND IS

SERIEB US.

•
* * . i

ij>8.

Vnum adhuc calculi difFerentialis vfum in do&rina

ferierum commemorabimus, qui in ipfa formatio-

fie ferierum confiftit, & ad quern iam fupra prouocaui*

mus
,
cum quaeftio efTet de fractione

, cuius denomina-

tor fit poteftas quaecunque funftionis cuiuspiam
,
in fc-

riem euoluenda. Ifta methodus autem fimilis eft ei, qua

iam aliquoties fumus vfi, dum fun£Ho in feriem con-

vertenda aequalis fingitur cuipiam feriei, in fingulis ter-

mini's coefficientes indeterminatos habenti
,

qui dein-

ceps aequalitate conftituta decerminenmr. Haec autem

determinatio laepenumero mirifice adiuuatur, fi ante-

quam ea fufcipiatur ad difierentialia cum prima
, turn

nonnunquam quoque ad fecunda aequatio perducatur.

Quae methodus cum in calculo integrali ampliffimi fit

vfus, earn hie diligentius exponemus.

1 99- Primum igitur breuiter repetamus, quae fu-

pra de euoludone fra&ionum in feries fine calculi dif-

ferentialis fubfidio attulimus. Sit fraftio quaecunque

propofita

:

Ttt 2 A -f-
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A -f- Bx -4- Cx* -f- Dx3 —f- &c.
“ -f- £x -}- y.rJ H- -H&Z *

quam in feriem fecundum poteftates -ipfius x
,
proce-

dencem conuerti oporteat. Fingatur pro t feries inde-

tcrminata :

xZ=5H-«84r-f-e[r*-f-^3-|_^4_f.3r s H-®x‘+&c.
Cum igitur fra&ione per multiplicarionem fublata fit:

A—j—

B

jtH—Cx *-4—D 3 -f- El*-4 -t- Fx *-f-Gx 11

-f-&c.

(* -+- G*“b y*2 -+- ^x3 -+- ex4
-f- gx 5 -+- fjx ff

—f— &c.)

fi pro s feries fifta fubftituatur prodibit fequens aequatio

:

AH- Bx-j-Cx 1
-f- Dx 3 H-Ex + h- Fx 3 h-&c.~

55axH-Sax a H- ©*-*-3 —i—S«x4 -f-3ax s

H” 9l£ H~ 23£ *+ H- H- QS -j-8cc.

H- %Y -f- 93y -4- Qy -h &y -h&c.
j— H- 53 ^ H- H-&c.

H- 5U -F- 55* H-&c.
H- H-&c. ,

Aequalitate ergo inter fingulos terminos, qui easdem
ipfius x poteftates continent, conftituta fiet:

51 a A~ o

55a-h5ie— B~o
6«H-^-h5(y— Crz a

$*4-SS+ !8y+51i-D=:o
(? a h- £>£ -4- Gy H- H- 2U— E zz o &c.

ex
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ex quibns aeqnadombus coefficientes fi£K % 35, (£, $, &c.

determinantur, deque feries infinita inuenitur ;
v .

. :

fra&ioni propofitae t aequalis. Atque in hac forma fi

tam numerator quam denominator fra&ionis t fmito ter-

minorum numero conftent, omnes, feries recurrentcs

comprehenduntur
,
de quibus iam fupra fufius eft trac-

tatum.

200 . Quodfi autem vel numerator vel denomina-

tor vel vterque ad dignitatem quamcunque fuerit elc-

vatus, turn hoc modo feries difficulter obtinetur
;
prop*

terea quod negodum, nifi funftio eleuata fit binomium,

perquam fit laboriofum. Calculo autem differendali ifte

labor euitari poteft. Adfit primum folus numerator,

fitque:
.

s 'zz (A«4-B.r-HCjr4r3"
,

* *

vnde quaeratur feries fecundum poteftates ipfius x pro*

cedens huic trinomii dignitad aequalis
;

quam quidem
finitam fore conftat, fi exponent a fuerit numerus inte-

ger affirmariuus. Fingatur iterum pro t feries indefinite

:

cuius terminum primum SI conftat efle — A" : fi enim
ponatur x— o, ex priori forma propofita fit j;—

•

A*
;

ex ferie autem fi&a s
—

SI. Haec autem primi termi-

ni determinario ex ipfa rei natura eft petenda, fi ad dif

ferendalia defcendere velimus, quia hinc primus termi-

nus non dctenninacur, vd mox patebit.

Ttt 3 20
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> 201 . Cum fit s= (A 4- Bx 4- C**)*, erii

logarithmic fumendis ' J't-'iz nl (A 4~ Bx 4* Qr‘ ) i

hincque. fumcis diflewsitialibus habebkur

:

ds n B dx -4- 2 n C xd

x

• r
i A 4* Bjt 4" C jf*

5 ^

(A4-B4r-t-C^) ^ = «/(B4-*Cjr).

Ex ferie autem ficta eft:

^ ZZ 33 4“ » S JT-+- j®jr* -4- 4 (gx* 4- -+- &c.

:

is
'

•

ft igitur haec feries loco , & pro t ipfi feries fi&a

fubftituatur
,
prodibit fequens aequatio :

A53 4-

3

A© jr
2
-f-4Ag 3

jA3^44-&c.

4-SjB 4-aBS 4- 3B® 4- 4BS 4-&c.
4-C35 4-*C® 4- 3C© 4-&c.

»B914- »B35 4

4

»B(£ 4- »B© 4- «B(S 4-&c.

4""2»C3l 4~2wC95 4~ ;a*C@ 4“2*C®

Aequalitate ergo hie inter tenninos eiusdem ipfius r

poteftatis conftituta erit

:

(»— OB33-4- 2»CA

(a— 2)B(5 4“(a»— i)C33

3 ~K~~
r~'r~
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s — C«—“3) B£ 4-(»»

—

a)C(S

4 A .
-

* — (*—4)B<£4-C*»— 3)C®
3 — sA

&c.

Cum igitur vt ante vidimus fit % rr A*
, erit

SB.™ » A"-'B
,

hincque reliqui coefficientes omnes
fuccefliue determinabuntur. Lex autem

,
quam ipfi fe-

quuntur facillime ex his formulis patet, quae vehemen-

ter obfcura manfiffet , fi trinomium a&u eleuare voluis-

femus.

aoi. Haec eadem methodus fiiccolit, fi polyno-

mium quodcunque ad quampiam dignitatem eleuari

debeat. Sit

s (A-f-B,v -f-Cx* -f- D* 3 4- Ex4 —|— &c0”

r fingaturque

:

s
— 9(4- 93 x.4- <£x* 4- 11)* 3 4- 4— &c.

erit 91 zz A* ,
qui valor colligitur, fi ponatur x— o.

Sumtis iam vt ante logarithmis
, eorumque differentiali-

bus repcrietur

:

/is »B^x4^»Cbr</x4-3wDxVx4-'4»Ex3 </x4— &c.
s A 4~ Bx 4- Cx a —h* Dx3 -4- Ex 4

-f- &c.

feu (A4-‘Bx4-Cx a4- Dx J 4-Ex4 4-
ax

s (»B 4- 2 sCx 4- 3»Dx* 4-4»Ex3 4- &c.)

, _ Cum
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Cum igitur (it:

£ ==:S8-f- 2 ^'4-3®^ 4 -f-4^ J 4- j3^-4-&c.
ax

Erit his feriebus pro s & fubftitutis:

A55 -+- 2Ad* -f- 3A -+- 4A£r3 -+- 5A $r 4 •+ &c.

-+- B58 H-aBg -
4
-

3B© -4- 4 B(J -h&c.

-t- CS3 4-2 C£ -f- 3C$ -+-&c.

-+- DS5 -+- 2 DS -+-&c.

•4- E<8 -\-8cc~
,

2

,m —f~ ”B35 »B (£ —H *B® -+ »B(5 —f- &c.

-^-2«C$l ^4“2KC55 -+-2»C(S —f-2»C© -+-&C.

-f- 3»D2t -
4
-
3»D58 -f- 3»DS H-&c.

-fr-4»E9l -f-^EQS -f- &c.

-4-S»F2l H-&c.

Vnde deriuantur fequentes detenninationes

:

AS&zz » B3
aASz^(»'-i)B93 -+- 2«C?(

3A®m(n-2)B(£ -f- (2
»- 1 ) C55+ 3»D$l

4AS—(*- 3)B£ -+- (2»-2)CS -+- ( 3»- 1 ) D95 -t- E$

j A3=(»'’4)BS+(aff-3)C®+(3»-2)CS+(4«-0E55+s»F
s3

&c.

vnde quemadmodum coefficientes fi&i 91, 33, d ,
&c.

a fe inuicem pendcant, hincque determinentur, cum fit

91 := A", luculentiflimc apparet.

403;
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403 . Qaoniam, fi quanritas A 4-B* 4-Cv s
4-D*3 + &c.

ex finite rerminorum numero conftat , numerusque n

fiierit integer affirmaduus
,

quaecunque poteftas finito

etiam terminorum numero conftare debet: manifeftum

eft hoc cafu, formulas modo inuentas tandem euanefee-

re debere, atque cum omnes termini adefle debeant, vt

primum vnus euanuerit, fimul omnes fequentes euanes-

cere debere. Ponamus formulam propofitam A+Bx-f-O*
cfle trinomium, eiusque cubum quaeri, vt fit » zz 3 ,

erit

91 zr A3 ideoque
;

SI“ A3

AS5= 3BSt i
S5=3A*B

iPSlzz 2B35-4-6CSf
;
@r= 3AB a-h 3A*C

3AX)= iBS-HjCSS ; >D~ B 3 -4- 6ABC
r- 4Ag“ o -4- 4C<£ ; <5— 3B*C-4-3AC®

jAgrr- Bg-4-3CD
; 3 =: 3BC*

6Ate-2B3-4-2Cg
;
©~C 3

7A|)~- 3B®-|- 1 C3 ; fc—o
8A3=-4B4)-4-o }

3=:o.

Quoniam igitur iam bini funt ~ o
, fequentiumque qui-

libet a duobus praccedentibus pendet, patet, omnes fe-

quentes pariter euanefcere debere. Hancque ob caufam

lex, qua hi coefficientes a fe inuicem pendere funt in-

vend, eo magis eft notatu digna.

204. Si « fiierit numerus negaduus, ita vt s aequale

fiat fra&ioni, feries in infinitum excurret, Sit igitur

' Vvr # =
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S
(a -f- Gx — yx* -f- 3

X

3 -f-**4 H- &C0-

fingarar pro cius valore haec feries

:

s~ —{— 55* ~j~ —f~* ©•*'
3 @Jf4 —|—

Atque fi in fuperioribus formulis pro Iicteris A, B,
C, D, &c. ponantur a, £ , y* S, &c. fimulque

fiat * negatiuum, fequentes detcrminationes coefficien-

dum % , 55 i @ , © , &c. prodibunt

:

o55~i“

—

O
;

2a(J-4~(a+i)£53-4-2»y5i~ o

3<»2)-f-(»+a)ffg-i-(2a+i)y55-f-3a^— 0
4a ($4-(«+ 3)5©-h(a»+ 2)y ® -j~(3a+ r ) J>3_^4w^--0
J«3-f-C»+4)^S-K2»+3)y©-H3»+2^-K4P+

i>55f o
&c.

Quae formulae eandem continent legem horum coeffici-

enrium numerorum, quam iam fupra obferuauimus in
introdu&ione

; cuiusque adeo veritatem nunc demum ri-

gide demonftrare licuit.

20 y. Haec ita fe habent, fi numerator fraflionis
luerit vnitas, vel etiam quaepiam ipfius 4- poteftas, puta
*m

i pofteriori enim cafu tantum oportebit feriem prio-
ri inuentam . 51 -f- 53 -r -+- <£** -+- ^ &c> mu].

tiphcare per x* . At fi numerator con/let ex duobus
pluribusue terminis, turn fupra quidem legem progreffio-

nis
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nis non obferuauimus , quamobrem earn hie per diffe-

rentiationem inueftigemus. Sit igitur

•

-

A-j-Bx -4- C-r* -+- &c.
*

(a -+-Sx y x* -fr- fx4 -4- &C.)*

fingaturque pro valorc huius fra&ionis fequens feries

:

t
—

—f— 35 ^ —f- (Jx* —f-®*3 -f-gx4
-f- -J-&C.

cuius primus terminus vt definiatur, ponatur x“ o,

A •

eritque ex priori expreffione /”—
,
exfiftavero /—

; 9f, _

A
vnde neceffe eft, vt fit 2(—— • Quo termino deter*

minato reliqui per differentiationem innotefeent.

a off. Sumtis logarithmis erit :

It = /(A-|- Bx-4~ Cx» -4-Dx* -4- &c.)

— nl (a -f- Sx~+- yx* -4- ix3 ~h tx* -4- &C.)

hineque differenciando orietur:

ds __ B</x -f- iCdx -4- }Dxadx-+- 8cc.

T A -+- Bx -f- Cx* -4—0*3 _j_ &c>

BSdx— myxdx— 3 nSx9dx—~ &c.

gx-f- yx 1 .-
4
- /x*“-|~ &c.

Sublatisque per mukiplicationcm fraQuonibus erit

:

. • ; • V v v a (A*
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(
Aa-*-AGx-+-Ayx% -\-Atx* -4-&C.1 S

.
“4~ B* + B g •+- By • &c. dt

^ ^
1

-+-Ca -t-Cg h-&c. dx
' ' "

r -4-Da -4-&C.

C
Ba-t- Bg*-4- By* s

-+- B^.r 3 -h Bfjr4 -f-&c.l

-4-aC«t -f-2Cg -+- 2Cy -4- 2G? -4-&c.
-*- 3D« -4-3D5 H-3Dy -4-&C.

-+-4Ea -4-4ES 4-&C.
'

; H-5Fa -4-&C.

- /A§-4-3Ay*-4-3Air** -+-4A«jr J .-4- sAgx4 4-&C
>• -+- Bb -4-2By —h 3 B ^ -t- 4 B*

-*j. C S ,-4-aCy -4- 3C(J -4-&c.
-+- Dg -f-^Dy -4-&c.

-t- Eg -4-&C.
» ^

Cum nunc fit

crit fa£fis fubftitutionibus

:

Aa%> -+- «AgSt— Ba% — o

aAa(J -4- (n+ i)A&8 -f- 2nAy<% -4-(»~ 1 ) Bg^l— 2Ca%n o
*

3Aa'D-4-(«fa)Ag<£-4-(as+ i)Ay^8-h 3» A^
-4- Ba@-f- »Bg95-4-(a»-i)By^']

- Co33-f-(fc— 2) Cg3fJ
• — 3 Da^|

4AaC? -4- (a

+

3 )Ag® -4- (2s-f 2)AyS-K3»+ 1 ) A<?'33-4- 4» Af 5J

-4- aBa^D-4- (» + i)Bg(J 4- 2n By23-K3»~i)BJ2r
•4- o Ca®-h(»—i)Cgj8-4-(2«-2)Cy3l :

aD«S3-K*-3)Dg9f
— 4 Ea9l

Hinc

no
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Hinc lex, qua iftae formulae progrediuntur, facile perfpicr-

tur: prima enim cuiusque aequationis linea eandcm fequi-

tur legem, quam §.284. habuimus. Turn vero coefficientes

fecundarum linearum oriuntur, fi a coefficientibus fuperio-

ribus fubtrahatur » + 1 ,
fimilique modo ex linea fecunda

formatur linea tertia & fequentes, a coefficientibus fuperio-

ribus continuo fubtrahcndo »-|-
1 ;

ipfaeautemlitteraequem-

vis terminum componentes per folam infpe&ionem racilli-

me formantur.

207. Sin autem quoque numerator fra&ionis fuerit

quaepiam poteftas : fcilicet

fingaturque s~ 51—I— S3-*"—1— —1— 1— +&C;
Agi

erit 51 rr — ; reliqui vero coefficientes ex fequeati*

bus formulis determinabuntur

:

tn/r:

. Aa33-f-»Ag5fl
;

m B a 51

J

aAa<£ -+-(»+ i)Ag$B-f- Ay5n
.— (in— 1 ) Ba S3 -\-(n-m) B£Sl 1 "ZZ Q— 2 m CaSlJ

3Aa®-hC»+2)Aear-h(2*+0AyS34- 3 »AJ5T{

— (flj~2)BaS—b(*-OTiOB £53-t-(2«*'»»)By5l— C3w-OC«S3-K*-2«)Cff5l
* “

°

— 3«Da5l.

4A«5-K»+3)A5®-K2»-i-2)Ay®-K3»+0A^8H- 4 » A»5T

— (w- 5)Ba® -+-(n-m\2)B^<2-K2»-«+r)ByS3-t- (}»-»»)B S 51

—(aw-2)Ca(J-f-(®-2 »3!rti)CgS34- (2«-z«)Cy5f

— (3CT-»i)DaSSH-(®-3w)D^51

: &c. —4 m E«5lJ Lex
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Lex
,
qua iftae formulae vkerios continuantur, ex infpefl*

done faciiius apparet, quam verbis defcribi queat. Des-

cendcndo autem coeflicientcs diminuuntur differentia

|
—m\ horizontaliter autem progrediendo augentur con-

dnuo differentia n— i.

208- Hoc igitur modo do&rina de feriebus recur-

renribus amplificatur, dum iffum defe£him fuppleuimus,

atque legem coefficicntium definiuimus , fi non folum

denominator fra&ionis fuerit poteftas quaecunque, fed

eriam numerator ex quotlibet terminis conftet, ad quam
legem detegendam fola indu£Ho non fiifficiebat Prae-

fer plurimos autem vfus ferierum recurrendum, quos

iam expofuimus, maximam quoque afferunt vdlitatem

ad fummas quarumuis ferierum proxirhe inueniendas

:

cuius fpecimen iam in Capite primo huius fe£tionis ex*

hibuimus , dum feriem fubftiturione x ~—^— in
I-h»jy

aliam transmutauimus ,
quae faepenumero cerminorurn

numero finito conftet. Eaque methodus vlterius exten-

di potuiflet, fi pro x aliae funQiones fubftitutae fuiflenc.

Quoniam vero turn lex progreffionis ferierum, quae lo-

co poteftatum ipfius x poni deberent, non fatis luculen*

ter conftabat ,
in hunc locum iftam amplificadonem re-

feruare vifum eft; cum memorata lex iam penitus eflec

detefta. Interim tamen re diligentius perpenfa compe-
rimus idem negodum fine hac progreffionis lege cxpe*
diri poffe, in fubfidium tantum vocando methodum, qua
hie ad hanc ipfam legem inueftigandam fumus vfi.

• ao9.
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209. Sit igirur propofita ferics quaecunque

t rr A -4- Bx-f-C x * -f-Dx 3 -}-Ex* H-FV* -f- &c.

quam in aliam transformari oporteat , cuius termini fin-

guli fine frattiones, quarum denominatores fecundum po-

teftates formulae huiusmodi a+£x-f-y.r*-l-Jx 3
-f-&c.

procedant. Quo igitur a fimplicioribus incipiamus, po*

namus effc

:

51 JSf_
(a+ftr)« (a+Sx) 3 4 -4- See.a+e* ' (a+&r)» ' (a+gx) 3 (a+gx)<

aequalitate illius ferei cum hac expreffione conftituta,

inultiplicetur vbique per a £x
,

fietque :

Aa+Bar+C*x*+Dar3 -f&c. — 33x @x*

+AS+BS + CS +&c.~*+ «K*
+(«+$^*^

ftatuatur 5lznA«; fiatque: . -7>--nrv. 1 .0I
A£-|-Ba = A*

V£ "7'

.

Bg C«“ B‘

Cf-t-Darr C*

D g —f- Ea~ D*

erit diuifione per x infHtuta

:

_S5
,

1 V-iTC;

rrr -) »r.uii>

ii;

A'-H-B'r-f-Ox'-i-I^x3 +&CJ +
*+€•* (•+£*•)* (a+g;rj

Multiplicetur denuo per a-4-gx, pofitoque j

A'g-f-B 1* rr: A® ‘ *
1 :

B'g-\-Oa— B a ' Uf

C*£ -f-Dra~ C u &c. fletr I
-

a^b.,.^o«*
+

(

.+&7
Sic

T+&C.

-f&C.
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Sit igieur 33 — A1 a
;

atqae operarionem vt ante in(H-

tuendo ,
fi fiaf : . . *

. A"G-hB lla^z A«w A«e-t-B B,«r= A»
gug-f-Cazr: B ul Bm£-f-Oa:r: B‘*

C i,§-f-D«a— Cm C ,u£-f-Di“a—O
&c. &c.

erit <J=:An a; ®= A»'a; grrA^a;- &c.

vnde fumma feriei propofitae hoc modo exprimetur,

vt fit:

Act . A'mx . Aa«* a
. Aa'«jrJ

, e
1— i+gx (a+gx)» (0L±gxy ~+“ (a+Gxy+
Ouae eadem feries orta fuiiTct ex fubftitutione —^

; ;

.
a+gx

y

* _ «y -

‘

feu x ~-z=r,-

2 TO. Haec transformatio opttmo cum fixcceflu ad-

hibetur, fi feries propofita A-4-B^-j-Cx a -)-&c. ita

fuerit comparata vt tandem confundatur cum ferie re-

currentc feu potius geometrica ex fra&ione — orta..

Turn enim valores A1

,
B 1

,
C‘, D', &c. tandem eua-

neicent ;
hincque multo magis litterae A 1

*, A11
', A", &c.

conftituent feriem maxime conuergentem. Poterimus.

autem fimili modo denominatores trinomiales & polyno-

miales quoscunque adhibere, qui vfiim habebunt eximi-

um, fi feries propofita tandem cum recurrente confun-

datur. Propofita ergo ferie:

A-hBx4-Cx*-+-Dx*~+-Ex«~HFx*.4-&c. *•

.

' ’

fia-
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ftatuamr .= -g+g-J-
a. —j— b-r—(— Yx

Fill

5l« r*_j_g5 Ijr 3

5t>*4r4 -4- 35«jr s -}-S5'«Jr r -

(a-f-&r-f-y**;)* -y*^ &C‘

Multiplicetur vbiquc per a -|- €x -f- yx*
,

pofitoque
*

Ay -f- B 6 -4- C a zz A'

By-f- C£ -+- Dazz B l & 9f zz Aa
sszzAg h-b«Cy-j-Dg-b-EazzC 1

&c.

orietur aequatio priori fimilis, diuifione per xx inftituta

:

A*—E’B 1 "*"—|~C , t® •—|—D lx* —f—E*x4 —j— &c. ~~~

SI 1 -4— 53 *•**
,
^ ,, jr*-4-S3u <*'3

,
?Inii4-(-95i»x 5

&c.a+gx+yxx^ (a + Gx + yxx)* 1

( a + GxVyxx)*

Si igitur vt ante operatio inftituatur faciendo

A’y-f- B’g-bC'azz A«
Biy-f-C«eH-D'a~B«
C'y-f-D'g-HE'azzO

&c.

A«y-J-B" £-f-C n a zz A>»

B«'y-j-C n ff-4-D ,lazzB nl

C ny-+-D u£-f- E«a—

C

,u

&c.

deque vlterius valores fimiles inueftigando erit:
t

s

Att-KAg-fBfflV.CA^-l-CAtgiB^)^® (A^-K'A^g+B'tq^^4

« + £* + V** (ofgr fyxjr) 1 f
(a + £xfyxxy~~

&C.
«

Xxx an.

5t* zz A'a

33 l zz A* 6—{— B r a

porroque:

2f u zz A»«
S3«zz A«g4-B“a

\
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530 caput rin

air. Si ponatur x r= i
,

qua pofitione amplitu-

dini nihil decedit, cum a, i, y pro lubitu accipi pos-

fint, fueritque

s zzz A—(— B—}— C—1— D—f- E-4- F'-|— G &c.

Gum putentur fuccffiue fequentcs valores:

AyH~B6-+-Ca=A'
By—|

—

CS—|—Da—B*

Cy-j-Dff-f-Ea—

O

&c.

A'y-HB'g-+-C'a— A"
B'y-f-C'g-j-D'a— B 11 ficque

Oy E ‘a zzz, porro

&c.

infuper vcro brevitatis ergo ponatur

:

a -f- g -f- y — m
obtinebitur fumma’ feriei propofitae hoc modo exprefla

A
,

A' A"
,
A"/

, „ x
_ <•+*>^ -hp -*-;*+ ip-

-+-&0
,

/"B
,

B'
,
B"

,
B"/ „ N

2

1

a. Eodem modo denominatores ex pluribus ter-

mini’s confiances accipi poflunt
; & quoniam operatio ex

praecedenribus facile perfpicitur, hie tantum cafum pro
quadrinomio euoluamus : Sit ergo

t~ A-+- B-+- C—|- D-+- E-+-F-J- G-h&c.
Quaerantur valores fequentcs

:

A S -4— By —)— Cg —f- D a— A^

B J —H Cy —1— D S —f- E a ~ B^

C $ +-D y —J— E g — Fa Qf

&c.
' A/t
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• A't -+- B'y 4- C'6 -f- D'a =r A"

W9 4- C'y 4- D'S 4- E'o— B "

C'<f4-D y 4- E'£ 4- F'a— C"

&c.

A"J 4- B/;y 4-C"64- D"a= A'"

B"<T -f-C"y4- D"64- E"a—

B

C"J4- D"y4- E"$4-F"a~ C'"

&c.

Turn vcro fit e4~ £4- y 4- ^ ;
critque

A . A/
.
A" . A'"

,=
fC ,

C'
-+" a

4 «3

B^
m 3

C"
m 3

4

4i4-

m*

B"'

m*

Cm

4

nr

&C.^

&c.^

•)&c,

vnde firaul progreflio, fi adhuc plurcs partes denomi-

joatori m tribuantur, clariflime perfpicitur.

213 . Neque vero abfolute opus eft, vt denomina-

tors fra£Honuin, ad quas fummam feriei rcducimus
: fint

poteftates eiusdem formulae o4 Sx 4 yx*4 &c.

led haec ipfa in fingulis terminis variari poteft. Quo

hoc clarius pateat, fumamus primo tantum duos termi-

nos, fingaturque feries

t
~ A4-Br4- O* 4- D-r 3 4“ Ex 4 4-Far J 4-&C.

in hanc feriem fra&ionum conuerti

:

Xxx a #:=
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CAPUT Pin

Wr
*

a+ Sx (a-f S.rXa'-fS'-v) (a| £r) (a' -|-&xj(cv’
-f
&ix)

H~ &c.

Multiplicetur priirmm vtrinque per a -f- &r, ponamrque

A § —f— B ® —i A'

Be-j-Ca— B' & 2t=rAo
CS-hDa—D

&c. fietque per x diuifo

A'+B'*+&’

+

D'- !

-H &c.

Deinde (Tmili modo multiplicando per a' -f- &x ;
tum-

que per a" -|- 6'/.r
,
& ica porro , fi ftatuatur :

A'^BV-A^A^I B"a"—A"' A/"#"! B"V"r=Aw/
B'G' f-C'a'rzB^ CV'-B'" B'"'6"'-f C'"*'"— B""

C/
ff

/+D/a/r=C"p^4 O^-fD"'a.m-z&fut
&c. &c. &c.

fiet 51'rAV; 91'/— A" a'/; 91'":= A'"a'/'
; &c.

atque hinc feries propofica conuertetur in hanc

:

Aa A'afx
,

AAa"x
*

«-(-£* (a^rXa'-ffi’A-) (a -f
Sr) (a' -f S'x)(aH-\- 6"r)

H~ &c,

vbi valores a, £ ,
a', a", S'/, a"/, fi'"/, &c. funt

arbitrarii
;
quouis autem cafu ita accipi pofTunt

, vt ifta

noua feries maxime conuergat.

214. Applicemus hoc quoque ad fa&ores trino-

miales, ficque propofita ferie quacunque

:

*
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Ay4_B£-f-C<x:rA' + +
Ey-+-C£-4-Da— B' B'y' C'& -+- D'a' rr B"

Cy_f-D^-f-Ea— C' C'y'-f-D'S'-fr-E'a'zrC"

&c. See.

B'/y//H-C/'6'/-4-D"a//—B"'j B///y/"-+-C'"^"-hD///aw= B""

cyY/H-D^^-hE^^rcwa'V^H-D^^E^rsC^
&c. |

&C.

Deinde ftatuatur breuitatis gratia:

a -+- 6 -f-y —m
. a' H- S' -+• y' “ txf

af* —|— £n —|— yit— ml1 ,

tt///_|_ g"/-f yUH^ r*!u

Sec.

eritqne feriei propofitae fumma :

afA+B)
,

aYA'+BQ
,

a"(A"+B") . a'"(A'"+B"Q
1 — T mm/ ’ min'rn" tnm1m'1m‘H '

6"A"
m mfwf1

T *

e^Aw

2ij. Quoniam haec tam late patent, vtvfus minus

clare percipi poflit, reftringamus transformationem §.213.

traditam, fitque x~-i, vt habeatur haec-feries:

,—A— B+ C— D+ E— F-h G— &c.

ftatuamrque

:

Xxx 3 B-
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f 34

B-A= A'|B'-iA'=A'

C-B=B
D-C

B"-

IC"-

D"-

•sA^A
.

3 B"— B'"l

Bw-4Aw,r=A"«
|C///-4B///~B //"C'-aB'rrB"!

(7 D'-aC'zzC"

E -D r= ry.F/-alV~tWe"
&c.

I
&c.

Quibus vaioribus inuentis, eric fumma feriei propofitae
aequalis fequenti feriei

:

. A A' . A"
t

-3D"—D"'j

&c

-3C"—C"'lp"'-4C"'—C""

[E/"-4D'"zrD""
&c.

A'" A""
2.3 ’ 2.3.4 2.3.4.J

1

2.3. 4.5.

^

.—&c.

Simili igitur modo feries quaecunque propofita in innu-

merabiles alias fibi aequales transmutari poteft
, inter

quas fine dubio feries maxime conuergentes reperien-

tur, quarura ope fumma propofita vero proxime inda-

gari queat.

2x6. Reuertamur autem ad inuenrionem ferierum,

quarum progreffionis legem calculus differential's decla-

rat. Cum igitur hoc in quantiraribus algcbraicis iam
fit praefiimm, progrediamur ad transcendentes, quaera-

turque feries huic logarithmo aequalis : ...

j— /(i-l-our-q-ffx* -+-yx3 —)— -He*-*

fingatur quaefito fatisfacere haec feries:

s= ^x-\-^x 3 -+-<£x* +&c.
Cum igitur ex illius aequarionis differentiationc fequatur

ds a -4- z6x —

j

— ^yx1 —)— 4&X2 —H 5 ex* -f. &c.
dx 1 —H ax —J- Sx* —j- yx3 -\~dx* —J—VXs

-f-
crit

:

\yx 3 i&cO^zzalaer-l-syA-*^ J|&c.

Quia
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• / Quia vero ex fi&a aequatione eft

:

— = 514~ 233*4- 3®** 4- 4®x3
-f- -f- &c.

fa&a hac fubftitutione oritur haec aequatio:

51 -4- 2 33*-+- 3®x»H- 4©x3 -j- 5 (Jx
4
-f- &C.

4— 51 a —4“ a 35 a —+— 3 ® ® —+— 4© ® —+— &C.

4- 51^4-255^ 4- 3 @e4-&c.
4- 2 35y -f- &c.

4- 21 J 4- &c.

a 4— a?* 4- 3V*
2 4“ 4<J* 3 4— S ex

4

4~ &C.
I

Ex qua fequentes determinadones obtinentur

:

51= a

33=— i 5U4- £

<£=— 135«— *33S— I51ff 4-y
$=— } da— J33C— * 31 y 4-

J

<5=— *£)a— *ee— 1 337—

f

21*4-*
&c.

217. Propoffta nunc fit quantitas exponentialis

:

ax 4“ Sx a 4— y* 3 4~ 4~ ** 5 4— &c.
s = e

1 • * x

in qua t denotet numerum, cuius logarithmus hyper-

bolicus eft = j ,
atquc fingatur feries quaefita

:

j= i4-2U4-S3* 1 4-G*3 4-$* 4 4~ @* 5 4-&c.
iam enim ex cafu x— o patet

,
primum terminum efle

debere vnitatem. Cum igitur fumeUdis logarithmis fit

h~



JJ6
CAPUT Fin

1rzi*x-\-Gx* yjr 3

crit differendalibus fumtis:
i

— =: s («-+- 2ff*4-3y**+ 4^ 3 -4-5f-*‘4 +&c.)
da

At vcro ex aequatione ncta ent:

ii — 3 gx* -f-42)^ 3 “4-S -h&c. =
dx --—.— ——

—

a -f- 5tax-4-58ax*-4-Saar3 -|-'35flt.r 4 -j-&C-

—f- a S -4- a 91 S -4— a 35 £ -+“ a Q & *+* &c.

-h 37 -+- 3%Y •+- 3S5y-t-&c.

-+- 4 $ -4-4a#-4-&c.
• “4“ s a -

1

-- &c.

ex quibus fcquentes prodeunt litteranun 5(, 35 ,
&c.

dcterminationes

:

5t = *

«8=S4-i$l*
.

€ zz y-+- 7 2l£-+- $ 35*

©= <?-M2ly4-f95£-M@®
g = »4-W -hi35y-+-i® e 4-f®a &c.

2 i 8 . Si qnoque arcus, cuius finus vel cofinus quae-

ritur, exprimatur binomio vel polynomio, vel etiam fe-

rie infinita, hoc modo quoque eius finus & cofinus per

feriem infinitam exprimi poffiint. At vero quo hoc com*

modifiime fiat ,
non fufficit ad differentialia prima pro-

ceffifle, fed opus eft, vt differentialia fecundi gradus in

fubfidjum vocemus* Sit igitur

v
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t~ fin (tt~|— (? x* —{— yx* Jx4 —t— *x s &c.)

fingaturque ferics quae quaeritur

:

s— %x-+- 23 x* -f- @x 3 -+- ^x4 -f- gx* -J- &c.’
•

primum enim terminum conftat euanefeere: quia vero

ad differentialia fecunda defeendendum eft*, coefficientem

21 quoque aliunde definiri oportet, quod fiet fi x pona-

mus infinite paruum. Turn enim ob arcum ~ ax
Gnus ipfi fiet aequalis, eritque ergo 21=: a. Ponamus

nunc breuitads grada »— ax-\-Sx 2 y* 3 -+- &c. vt

fit s
~

fin z, erit differentiando dr— dz cofa , denuo-
* 1

que differentiando ddt zzzddz cof z— </a* fin z. Quia

igitur eft fins= t & cofzzz^
j
„ erit :: 'J

ddt—
> feu dzdds sdz3 — dsddz.

at 9. Ponamus arcum * tantum binomio exprimi

effeque a“ax-+-£x*j erit dz ~ (a •+ a(?x) dx
t

& pofito dx conftante ,
ddz—zgdx*

; atque

dz 3 zz (a3 -+- 6a 3 £x -+- iaa£*x* -+- 8S 3x3
) dx 3

. Deinde

ob r j “ 21 -+- S5x* -f- Sx1 -+- ^.x4 -4- &c.

erit ^ zr ?( -+- a23-*
,

-+- 3 <5x* h- 4®x3

& a 25 -f- <S@x -h ra^Dx*-+- &c.

Quibus valoribus in aequadone tfifferendo differendali

fubftitutis fiet:

Yyy dz-



,38 C A P U T nil

dzddt M i • _ ‘
<

•— im .

2

33 a 4- 2 .3
4- -4- 3 .4® a-r 1 -f- 4 . y gOX J -+- &C.

-f-2.i.2 58 £H- 2.2.3 -+-2.3.4® £4- See.

4- 2la 3 -+- 33a 3 -+- (£a J 4- &C.

-4- 6%a*G -*• *33«*£ 4-&C.

4* 1

2

21 a?3 -+- &c.

,<aUr 3
“*

dsJik
ZZ 2?ie -f- 4S3S -4- 6<££ 4- 8$)£ 4-&C.

Vndc coefficientes fequend modo definientur

:

ss= 1™

Gr= .0 - 2(«2
: . j

©=-!«?.
2. 3

6 2fag ~ 332a

40 3-4 3-4

eg =r
4$£ I221S 2 5 33«£ <£a 3

• > r

£>a»
'r

..
45

&21S 3

.
4-5

i23S£S_

" 4?
6 (J®S

6a y.6a y.6 y. 6 S-«

8gg - 8 25£* 12 see 6$)ag ** @<I2

7«
" 6. 7* 6.7 6.7 6?7

1 ’

r -»
, 7 ,

&c. ,
.

1* .

QuibuS valoribus inuentis erit

:

fin (ax-i-gx 2)—${x 4- 33 -r a • 4- <2ur 3 4- 4- &c.

,

exiftence 21 — o.

.. . •< . * j .

)

220. Pari modo cofinus cuiusque anguii ip ferienj

conuerdcur, quia autera arcus rariflime per polynomium

ex-
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txprimitur ,
oftendamus vfum difTerentio - difTerentialium

in invcnienda ferie pro eofinu arcus x. Sit ergo /zzcof*j

& ifingatur : ,?ncr>tfc) ii t

s — i—

-

9tx* -+- 95 jt*— (Jx* -f- ——j&c.

Quia eft ds~-dx fmx & ddszz— dx* cofx~— six*.

erit dds -t-sdx* — o
;

fubftiturione ergo fa&a fiet

:

ZZ- 1 . 2 91 -+* 3- 4 33**— 5* 6 €*+ -+- 7* 8$ x '*— &C*

s — t — 5J x* -f- 95*4 —
• (£x ff •+• &c.

& ex coaequatione terminoram fequitur:

- r i
’ ! * “

91
1.2

95 A — 1

3-4
_

1. 2.3.4

33 _ 1

5,6 1.2.3 ... 6

G _ 1

7.8 1*2, 3 «

8

&c.

Patet ergo quod iam fupra fufius demonftrauimus efle

:

.1 *4 xe X *

cofx~ i — 1- -—— 7 - — &c.
ii2*j*4 i,2i3 «#»5 1,2.3 *«<S

prior vero feries pro finu pofito Sro & a— i dabit

:

x s ' _ x 7
.

x 9X X *

finx — -—— + 1>2#3>4<j I«2i3 ***7 I»2iJ
&c.

321, Ex his feriebus pro finu & cofinu notifli-

mifr dcducuntur feries pro tangente, cotangente, fecantc

Yfy 2 * &
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& cofecante cuiusuis anguli. Tangens enim prodit fi

finus per cofinum
,

cotaiigens fi cofinus per finum
,

fe-

cans fi radius i per cofinum
,
& cofecans fi radius per

finum diuidatur. Series autem ex his diuifionibus ortae

jnaxime videntur irregulares
;
verum excepta ferie le*

cantem exhibente reliquae per numeros Bemoullianos

fupra definitos 51, 35, @, 35, &c. ad facilem progres*

(ionis legem reduci poflunt. Quoniam enim fupra §.127

inuenimus efle

:

x. a

35« 4 @k8

1.2.3. 4 1.2.3...6

35«

.2. 3...8

erit

1
C0t2-~-

X 1.2

pofito i u — X
;

a 4 !?^ 3 2 e
(£x s 2 * fox 7

.. .

1.2.3. 4 1.2.3—6 1.2. ...8

atque fi.ponatur \x pro x, eric:

2 2%r 2 35-r 3 2(£x s 2 fox 7

COt i X ~ --&C,
X 1.2 1. 2.3. 4 1.2. 3.. .6 1.2.3...8

222. Hinc autem tangens cuiusuis arcus fequenti

modo per feriem exprimetur.

Cum lit tang 2 * — erit:

1 tang-r
cotang. 2 *=

2
—= i cot *— * tang 2-

;

ideoque tang x— cot x— a cot 2 x. Cum igitur fit

1 2 s $lr 2 4 35-*"3 2*®2r* 2*®X r _
cot x zz - —

—

&c.
X J . 2 1,2, 3.4 1. 2 ... £ 1.2...

8

a cot
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r 2 49tr 2ia6r* 2™©**
2 COt 2Jk*!H2———— — —

: — &C*
X 1.2 ^.2.3.4 1 . 2 ... 6 1.2... 8

erit hanc feriem ab ilia fubtrahendo :

2*(2*-l)9U\ 2 4 (2 4 ~l)%.r 3 2 9(2*~l)(£r* 2 g (2
g »

*&*” —— T 1.2. 3.4 ' 1. * . . . . 6 ' l» 2 .3-4

&C.

Si ergo hie introducantur numeri A ,
B

,
C, D

,
&c.

§. 182. inuenti, erit

:

iAx
,

a 3 B.r 3
.
2*Cx*

t
2 7 Ty x*

,

t»ngx=-^
T:^^ Tj^^ Tj 8̂

-hScQ.

223. Cofecans autem lequenti modo inuenictur.

Qnia eft cotx— tang* + 2 cot2xzr—
cot*

2 cot 2 x
j.

erit cot*a zz 2 cot x. cot 2x *+- 1 , & radice extra&a

:

cot* == cot 2 x -4- cofec. 2*, unde fit

cofec.* 2

x

— cot 2-— cot 2*, & x pro 2 x
,

pofito

cofec. * ~ cot i*— cot x. Quare cum cotangentes

habeamus fcilicet

:

cot i

x

rr
2 2 2 35* 3 aff* 3

cot r rr -
2*

1.2

2*‘%x

1. 2.3.4

2 433*3

1 .2 . ..5

2®@* 3

— &c.

&C.
1*2 I »2»^ • 4 I «2 » . , 6

erit hac ferie ab ilia fubtrafra

:

„ 1 ,
2(2-i)5f2- a(a 3 ~i)58* 3

,
2(a s -i)(5x»

cofec. *rr--b ——~
1
—- ——f-———

-

*• 1.2 1.2. 3.4 * * <1. a

y y y 3 224.

'0©*’

• » » 8

4-&c.
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224. Per hos auran numems Bcrnoullianos fccans

exprimi non poteft , fed requirk pos numeros
,
qui in

fumaias poreftatum reciprocarum imparium ingrediun-

tur. Si enim ponatur:

3
3

1
* -77

- “4
3

*

I

ent:

7

1

T
1

5
s

1

S
7

1

7 7

1

S
9

1

V
1

9

1

— &C. ~ «. —r*

&C. ZZ —— 7-
1.

2

2 *

I •

1.2. 3.4 2* '

5 s

1

3-4

9 7

I

- O T
&C.ZZ — 7-

1 . 2 ... 6 2 *

&C.
“

1 .2...

8

2 1

&c. zr*

&C.

1.2 . ..IO 2
1 %

a zr I

£ =; I

y = y
r t

t ~ 61
~

• zz 1385

£ zz 50521

i) zr 2702765

fl zr 1593605181
: .

« = 1939*512*45

* = 2404879661 67 X &C.
<-..*• ex
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ex hisquc vaJoribus obciijebinir

:

543

fcC.Jr=«+~xxj- +
-*

i r * 1

8

+&C-
Ii2 I* *«3 * 4 i« 2 • o i •* * • » o

s *

aaj. Vt autem nexum huius feriei cum numeris

o, £, y, S, &c. oftendamus, confideremus fcriem fupra

tra&atam.:
7T

n fin—

t

n

•I

+m n — m n \ m in—m zn -f m 3n—m
Ponacur m zz i a—?, eritque

*

- &C,
n— tu

a n cof - Jr
n

1 .

n—zk n + zi 3n—zk $n + zk jn—zk

Sit — ~ x } feu kxzznx . eric
n

* ~ X . X X— fee. x zz — H — —
2 » BX—ZBX BX^2nX ^mc—znx

feu

— &c.

*
e 2,2
fcc.jrzr——{

•2

fec.^rr-r
nr *

X—ZX X+ ZX $X-2X 3T+ 2X fX—ZX

4-4* ’ 4.J* 4. 7^
97T*—4XX 2 SX 3 -4XX 4$T 2~4XX

2-axx

fi
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G nunc finguli termini in feries conuertantur
, fict

:

Tec.x=
T̂ '

. l!lV

I
1

* 3 '-T

lI

I_
—

-

7 9

L_i J_

— &c.

jPr/»

- 3
3

'
.

7
3 *+-^3

L_i_ 1

OCC.

4
2-* V

3 * 5
*

&c.
7*^V OtC.

quarum ferierum loco fi valores fupra aflignati fubfti-

tuantur, prodibit eadem feries pro fecante, quam de-

dimus. '

22 6. Hinc fimul patet lex
,
qua numeri a

, £

,

y, &c. quibus fummae poteftatum imparium confti*

tuuntur, procedunt. Cum cnim fit

fec.x=—U—a-f- — x*H —

x

4-f-— f&c.
cofx i.2 i. a. 3.4- X.2.,.6 '

neceflc eft vt haec feries aequalis fit fra&ioni

i

XX
I h +

1.2 ' I. 2.3. 4 1.2.. .-6 1.2 ... §

aequalitate ergo conftituta fiet 1 zrrrrz

<T . . *

—-&c.

a-f-— x*-l —

x

4-f
' 1.2 r. 2.3. 4

J

a

1.2

e

X. 2.1.2

1 . 2

..

. 5

Y
1.2.1. . .4

.X'-f
1.2 ... 8

9

1.24...

5

• I’"*

-x*-f-&c.

&c. .
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-4-
• a

+ • £ +
r* 2*3* 4 i • • • 4 * ^ ^ • 4*i** *4

a g

i (ii« 6 iif**6*i«2

&C.

&c.

vnde fequuntur hae aequationes :

&c.

r
L

/o __ a- 1

g “ — »
1.2

4-3 »
y =: — £ -

1.2

• 6.5
f — —

y

1.2 1.2. 3. 4

— 8-7
^ ___ J

1.2

4-3>a.i

1. 2.3.

4

6.5. 4.3
g-

6 ... 1

1 ... 6

8 • t • 3

1.2. 3.
4"

- 3 ... 8

&C.

g
8 . 1

1 ... 8

Ex hisque formulis inuenti funt iftarum litterarum va-

lores, quos in §, 224. exhibuimus ; & quorum ope fum-

mae ferierum in hac forma contentarum

,

, ... *

fi n foerit numerus impar
,
exprimi poflunt.

Zzz CA-
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CAPUT' IX.
DE VSU CALCULI DIFFEREN-

TIA LIS IN AEQJJA TIO NIB US
--- RE SO LUEND IS.

227.
. JfSV

onftitutionem aequationum ad fun&ionum rationem
' reduci pofTe fupra iam fatis oftenfum eft. Deno-

tet enim y fun&ionem quamcunque ipfius x
, fi pona-

tur yzzio, in hac forma omnes omnino aequationes fttii-

tae fiue fint algabraicae fiue transcendentes comprehen-
duntur. Aequatio autem >ro refolui dicitur, fi is ip-

fius x valor definiatur, qui in fun&ione y fubftitutus,

cam a&u nihilo aequalem reddat. Plemmque autfm
plures eiusmodi valores pro x dantur

,
qui aequationis

yrzo radices vocanrur. Si igitur ponamus numeros

/> g > *> &c. efle radices aequarionis y rro, fonftio

> ita erit comparata, vt fi in ea loco x vel /, vel g,
vel h

,
&c. fubftituatur, fiat reuera y~ o.

228/ Quoniam igitur fun&io y euanefcit, fi in ea

loco x ponatur /, feu x-+- (/—*•)
, exiftemer/ fadice

aequarionis y~ o, erit per ea, quae fupra de fimtlio-

nibus demonftrauimus :
"* —

(f~x)dy
,

(j-xyjjy (f-xyj3y0 —y -+-

1

dx 2 dx* 6dx 3
&c.

ex
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qua aiequatione valor radicis / ita definitur, vt quic-

quid pro x fuerit pofitum, indeque valores quantitatum

y/j-> ,
&c fubftitud, Temper refultet aequado ve-

rum valorem ipfius / exhibens. Quo hoc clarius pet*

cipiatur, ponamus effe y— x* — ax* 3 x— 4 ;
erit

dy ddy 0 d*y

3xjr— 4*-4-3 i
— 2

i 6jxj~ r»

Quibus valoribus fubftituris oritur:

o= x* - a x* -H 3 x - 4-h(/— j-) (3^- 4*-H 3)

-+- (f—x)*(3x- a) -4- (f—xy

feu muldplicationibus a£tu inftitutis

:

p— iff -\- 3/— 4 = o

oritur fcOicet aequado fimilis ipfi propofitae, quae prop-

terca easdem conrinet radices.

229. Quanquam autem hoc modo ad nouam ae-

quationem non peruenitur, ex qua valor radicis / fad-

lius definiri queat; tamen hinc ingenria fubfidia ad in-

venrionem radicum deduci pofliint. Si enim pro x as-

ftimtus fuerit valor iam proxime ad quampiam radicem

aequationis accedens, ita vt f-x fit quandtas valde par-

va, turn termini aequadonis:

. Cf-*)h
,

(f-tVMy
, Cf-x)'d>y— J'H ^ odr* ^ (id*3

-+-CVC.

vehementer conuergent
,
hancque ob caufam non mul-

tum a veritate aberrabitur, fi praeter binos terminos ini-

, Zzz 2 da-

/
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*45 CAPUT IX

wales reliqui reiiciantur. Erit ergo fi pro *• iam valor

cuipiam aequationis y— o radici prope aequalis fuerit

aflumtus
,
proximo o ~y -f- fcu

UX (%y *

ex qua formula etfi non verus, tamen admodum pro
pinquus radicis / valor reperietur

,
qui deipceps denuo

loco x fubfhtutus, multo adhuc propiorem valorem pro

f fuppeditabic
;
ficque continuo propius ad verum radi-

cis / valorem accedetur. •• •

230. Hinc igitur primum radices omnium digni-

tatum ex quibuscunque numeris extrahi poflunt. Sic

enim propofitus numerus *»-+- b ex quo radicem po
teftatis n extrahi oporteat. Ponatur x» — *» ~-j- b feu

x *— a *— b
— o, vt fit y ~x”—«

—

b\ erit

dx

ddy

2dx 2 1.2 i 6dx 3
1. 2. 3

&C. •-

Hinc fi radix quaefita ponatur =r/, vt fit f~ £) •

erit

:

0— (J-x)*x*-*
-f &C.1*2

Si igitur pro x iam ftatuatur numerus ad valorem radi-

cis quaefitae / prope accedens
,

quod fiet ponendo
x ~ a

, fi quidem b fit numerus tarn paruus
,

vt

“"-y-b 1)»; erit l~ na*-'(J—a) proxime, ideo-
• b ' •

que /— a -4-—.— , vnde valor radicis multo pro-

pius
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pms cognofcerar. Sin autcm adhuc tertium terminum

aflurnere vclimus
,
vt fit

l-na*-' (J- a) -f- ’ (/-«)* ,
fiet

I. 2

(f-a) 1—-— 7 N ,
ideoque

tea

(n— 2)/f—

1

—
'V (a— i) lisa*-*")

* n i

Quare ope extra&ionis radicis quadratae valor radicis /
adhuc propius reperietur. ... ;

* ’ E X E M P L t/ M.

Quaeramus radicem quadratam ex numero quocunque c,

• feu fit xx — e — y.

Ponatur ergo munerus radici proximus —ti, & l~c~tui,

ob an -f- b— r, & quia eft » :r: a
,

fiet prior formula

fT~a -\—

—

a~ >
a'tera ver0 dat f’ZZVcy quae

eft ipla radix quaefita. Cum igitur fit proxime radix

'P*® va*or Pr0 a Pcr^atur
>
eritque propius

radix /=
4 „(,!£

-
,)
-• Sit verbi gratia <*=,;

erit ex priori formula /— ^
. Ponatur ergo /i~2

;

2# HiO’d .1^-

Zzz 3 ent
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erit 7=2,25; nuncponatur -1=2,25; fiet /=2,*36irr,
ftatuatur porro -1= 2,236111, erit /=2,2360679, qul

valor iam minime a vero difcrepat.

231. Simili aucem modo radix cuiuscunque aequatio-

nis inueniri poteft proxime ope aequationis .

jr dy 9

poftquam fcilicet pro x aflumtus fuerit valor parum a
quapiam aequationis radice difcrepans. Ad huiusmodi
vero valorem pro x inueniendum, fubftituantur fucceffiue

pro x varii valores, inter eosque is eligatur, qui func-

tionis y minimum hoc eft cyphrae proxftnum valorem
indicat. Sic ft (it y= x 3 — 2 xx -f- 3 x— 4

,

polito x= o fit y=—

4

x= 1

X= a

yz=
y~

vnde videmus radicem contineri inter valores 1 & 2.

dy
ipfiusx. Cum ergo fit = ixx—-4x^-3, habe-

bitur pro radice / aequationis x3 ~axx-{-3x— 4= 0

inuenienda haec aequatio :

(*’ txx-+-}x 4)
rr-r-T—

•

3xx 4X-+-3

2
Sit ergo x— 1

;
fiet t —|~—= 2. Nunc ponatur

x= a
, fiet /= 2—

-y = ~ . Sit ergo x=
erit
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r . . ra : xo4 281* - . .

ene /— Si vlterius pro*
7 1701 1701 r

gredi velimus, logarithms commodius vtemur.

> Ponatur ergo xzz 1

,

6J3, eritque

/x —0,2182729
/x*r=:o, 4365458
/x 3~0,6548187

** —4,516*73

Sx — 4,959000

x — 1,653000

x»— 2,732403

x 3 = 4,516673

9,475673 3XX+3mi, 137227

2xx+4— 9 , 4648 r 8 4X— 6,612000 .

num. 0,010855 den.= 4, 585227
•

' /num. r= 8,0356298
• /den. nrr o,66i

3

608 xrz 1,633000

.. /fra£t my, 374-^30 J
fra&io — 0,002367

/= 2,650633
qui valor iam proxime ad verum accedit.

• aj2. Ciriores autem approximations ex generali

expreffionc deducere poterimus. Cum enim pofita fiinc-

tione quacunque y~o , ft radix huius aequadonis fuerit

x—/, inuenerimus efle :
...

ozzy -4
(J- x) dy (J-x)*ddy

T/xr
~—h&c*dx 2 </x*

fit f~x~z, ita vt fit radix /zzx-f-a, atque ponatur

</j
#

dp * dq
,

dr zr.

crit:

s4x .

o 'zzy -+- tp-\r — - •+? *4-
120 f- &C.
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in qua aequadone fumto pro x valore quocunque, ex quo

lTmul y, p, r, t, &c. determinantur , inueniri debet

quandtas a, qua inuenta habebitur aequador.is propofitae

jy
~ o, radix f~x —(- a. In id ergo eft incumbendum,

vt quam commodiflirae ex hac aequatione valor incognicae

a eruarar.

333. Fingatur pro * feries conuergens haec:

a zzz A -4— B —|— C —}— D —f- £ —1— &c«

atquc fafta ftibftitudone erit

:

y-y - ,

'

'

P a Ap *4“ B p *4“ C p *4“ D p «4“ Ep *4— &c.

—i -4-iA*^H-AB;?-4-ACV-4-ADf-4-&c.
-4- 4 BByH—BC f-4- Sec.

irz>ZZ iA1 r-f-iA aBrH-tA iO-|-&c.
—hiAB 2

r-f- &C.
’ s

*
?A 4/-f“fA 3 B/-f- &c.

rio **5— ttc A5 r

Vnde obtinenmr fequentes aequationes *

B — —
2.

P

yji
2P3

yltt.
3ps

y' r

6p*

D = i2V &c>
8/»

T ^ «/>• *4f‘- 1

ideo-
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ideoque erit :

— I. >*? y'qq , y
3 ' wV

h
iy*qr _ y*l__ &/:

’“““if ai 5 2 »* 6 r« 8 />
r 34/>*

EXEMPLUM.
Sit propofita kaec aequatio x J -(-2X— 2 “ o.

Erit ergo y — x s -+- 22-— a
5

£ = , = 5--M

— * — *OX*
dx

dr g— — t ~ 12ox &c.
dx

Ponatur autem nunc ar zri
,
quia hie valor parum a ra>

dice discrepat ,
erit

:

J— I
; p — l\ 7— 20

5
r= 6o; x~ 120.

vnde fict

:

10 200 . 10 y. 1000 yoo yTX 10 200
t

I(

a—-y ^3 7*
~
t
~
7
4 7 » * 7 * 7

*

_ 1 10 130 174? 0
feu * — — 7T — -V—^- &c* em(

lue

ergo a~ — 0,1 8 , & radix / = 0,82, qui valor (i

denuo loco * fubftitueretur, prodiret radix maxime vc-

rae propinqua.
Aa aa 2 34-
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234. Inuenjmus ergo feriem infihitam, quae cuius -

vis aequationis radicem expriinit : ca aucem hoc laborat

incommodo vt turn lex progreffionis non pateat
,

turn

ipfa nimis fit perplexa atque ad vfum non fans accom-

modata. Alio igitur modo idem negotium fufeipiamus,

feriemque magis regularem inueftigemus , cuiuscunque

aequationis propofitae radicem exprimentem.

Sit vt ante propofita aequatio y~ o
, exiftente y func-

'

tione quacunque ipfius *
; & quaeftio hue redit, vt va-

lor ipfius jt definiatur, qui loco x fubftirutus funttionem

y reddat nihilo acqualem. Cum autein y fit funttio ip-

fius jt, vicifiim x tanquam fun&io fpe&ari poterit ipfius

y, atque hac confideratione adhibita quaerendus eft va-

lor ipfius fun£fionis j*, quern induit
,
cum quantitas y

euanefeit. Si igitur / ponatur defignare iftum ipfius jr

valorem, qui erit radix aequationis y~ o, quoniam jt

abitin /, fi ftatuatur y— o, erit perea quae fupra lunt

demonftrata

:

} b
y'ddx y

3 d3x y*d*x

ady* Sdy 1 '24dy+

in qua aequatione ftatuitur difFerentiale dy conftans. Si

igitur ponatur

:

dx dp da dr

T} ~r i T, = *' Ty
= r

> Ty -’> &c'

erit his valoribus introduftis, vt confideratio difFerentia-

lis conftantis exuatur:

I . I , ,
' * - I— ry 3 H j

6 y 24
fZ=.x—pv+ Iy

% — T ry 3
-f- —/y* —— ty*

335 -

1
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*3f. Tributo ergo ipfi x quocunque valore, fimul

valores- ipfius j, atque quantitatum />, q, r, t, &c. de-

terminabunrur
;
hisque inuentis habebitur feries infinita

valorem radicis / exprimens. Sin autem aequatio ^~o
plures admittat radices, tom eae prodibunt, fi pro x di-

vert valores aftumaraur : quia enim y eundetn valorem

induere poteft, etiamfi ipfi x diuerfi valores tribuantur,

mirum non eft candem feriem faepenumero plures valo-

res fuppeditare pofle. Quo igitur his cafibus ambigui-

tas toilatur, fimulque feries conuergens reddatur,*pro x
affumi debet valor iam prope ad valorem eius radicis,

quae quaeritur, accedens. ' Hoc enim modo valor ipfius

y fiet admodum paruus, ferieique termini vehementer

decrefcent, ita vt paucis terminis fumendis iam fatis ius-

tus valor pro / inueniatur. Hie igitur valor fi deinceps

loco x fubfh’tuatur, quantitas y multo minor euadet, fe-

riesque multo magis conuerget
;

hoeque modo ftatim

radix / tarn exa&e innotefeet
,

vt error futurus fit mi-

nimus. Hincque fumma huius expreffionis praerogatiu4
prae ea, quam ante elicueramus, manifefto peripicitur.

-335. Ponamus extrahendam efle radicem potefta-

tis n ex numero quocunque N. Sumta igitur proximo
poteftate exponentis n

, numerus propofitus facile refol-

vetur in hanc formam N~ Erit ergo

xn zz a* -4- b & yzzx»— a»— t
;

vnde fit:

A a a a 2 <fy
—
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• A * *

dy~ nx*- l dx ; & ~ :—: p— —1—
*' ’ dy r nx»—t *

i,~j£2lp.
; & *=#=_il=IL

»•** </?
7

1X^“ 0(3”- 0<^
. & r

_ (»"iXa»“i)C3»-0
» 3 X3* 3

«4 ^4»

&TC.
# 1 *

Ponaturnunc .*• zr /i eritque yzz-b, atque radix

quaefica /zz (** •+-£) hoc modo cxprimetur:

/ = a-

\

J na »-*
" ” —1

n. in. a im~l ti.zn.jn.ai*-*'

Cg**i) (a»-i)(3»~i) &c
n.m. yj.^n a*"-1

iicquc prodit eadem feries, quae vulgo per euolutionem

binomii (/f B -f- b) n erui fofer.

237. Poftquam ergo in a&uali cxtra&ione radix

proxime vera a fuerit inuenca, fimulque refTduum hfue-

ric repertum , turn ad radicem infuper addi oporter va-

1 b
lorem fraftionis u

-~
,

quo propius vera radix obri-
aa‘

N - b
neatur. Erit autem <i”-» “ —

-

—
,
ob N zz a*-\-b.

At vero hoc modo radix iufto maior inuenietur, quo-

niam tertius terminus fubtrahi debet. Quo igitur per

diui-
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CAPUT IX. 557

diaifToncm refldui b radix mullo propius ad vcram ac-

cedens inueniatur idoneus diuifor debet inueftigari
,
qui

fingatur efle na H ~ l a.b -f- £bb — yb 3 —t- &c*

Cum igitur debeat efle

;

b

na n~*—j— ctb —(— £ b* —|— y

b

3 - )— &C.

b (n-i)b b _ (”~ 1X2”~ IX3*~ 1 )^
4

6 n’/jJ”' 1 24« 4 rt4*“»

&c.

fict multiplicatione per na n-l~\-ab-\~£b'1 -f-yi> 3 -}—5cc.

inftituta : b ; b

_ (n-\)bb (»-iX2»-x)b 3
, (»-iX2g- 1 X3a

~
3 )b 4

.

ab % (»-i)ab 3
,

(«-i)(2»-r)tt^ 4

(g-i)g^
2 n * a *”— 1

- yi 4

»«****

2n %a in~l

£b 3

aa m~

*

Hinc deducuntur fcquentes determinationes

—

1

a xr
2 «

(g-0*
2« fl"

(»-l)(2»-l) _
6 n a"+ l

(»-r)C»+0
12 » «"•+•*

(»-iX2g-i)a
y — 2 »/J* 24 »*rt**-H

, .
(»-i )(»+*)•

feu y_ 34a<JJ»-H
Frac-
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- Fra&io ergo ad radicem iam inuentam a infupcr ad-
denda eric: ^

ia 34

*

238. Quod fi ergo radix quadrata extrahi debeat ex
numero N, atque inuenta iam fit radix proxima — a

,

cum refiduo ~ ^ ,
ad radicem inuentam iniuper addi

debet quorus, qui oritur, fi refiduum b diuidatur per
b bb b* __ 0— ^3 — &c. Sin autem radix cu-

bica extrahi dcbcat , turn refiduum b diuidi debet per
b ilb

,
b>

3 " -t-j— “t-^77— &c. quarum fbrmularum

vfum in his exemplis declarabhnus.

exemplum r.

Extrahatur radix quadrata tx numero 200.

Ponatur Nrr:2oo, & cum proximum quadratum fit 196t

erit & refiduum b~ 4, quod propterea diuidi

debebit per =8 erkque

ergo diuifor = 28, 14= * 3 S ,
per quern fi 4 diuidatur, ob-

tinebicur fra&io decimalis ad 14 addenda, quae iufta erit

ad 10 figuras & vlcra.

EXEMPLUM II.

Extrahatur radix cubica ex numero N~ ro.

Proximus cubus eft g, & refiduum ~ 2) vnde *— s
‘ &
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y

atque diiiifbr ~ 12 -f- 1 — ”12,9444.
1

8

Quare radix cubica quaefita erit proxime .

12,9444

10000

<^4722

239. Series pro radice inuenta eriam confiderari po-

teft eanquam recurrens orta exquapiam fraftione, hocenira

modo plures termini ferici ad multo pauciores, quinumcra-

torem & denominatorem fruftionis conftituant, reuocabun-

tur. Sic kui attentione adhibita perfpicietur fore proxime :

(a-\-by~am
. atque adhuc propius

(/*—\-byzz, a*-

+.£+i> „ i+ (?±O0>_+^
t b

2 12

2 " 12

Simili modo plures terminos introducendo fra£Hones

adhuc accuraciores obtineri poflunt

:

r~!— a*.

aj ,
(”4- 3) b

. (»43)(”4-2)
|

(«4-3)(”4-2X”4-i)^

jV
I

(”-3)^-2)^, (”—3X” ~2XW— 1 3 '

2 10 120

Quin eriam huiusmodi forma generalis exhiberi poteft,

ad quam commode exprimendain fit

:

A=z



1 60 CAPUT tX.

-»(»+»)
l. aw

g _ t»- 0 (»*»—'

0

A
a (aw— i)

(w-a)(g+»-a)
B

3 (2W-2)

D_<»- ?)(»+»- 3) c
4 (aw— 3)

&c.

^__w(g-w)
1. aw

«»_* (w-Q(g-wli) M
a (aw-i)

51

G

—

0» -&)(”-«•<-») „
3 (aw - a)

^_(w- 3)(«-w43) g
(aw — 3)

&c.

His autem valoribus determinatis erit:

_

n» Art"-'^ -4-B am-'h 1
-f- C/i "~t P-4-&C.

*
’«»•— 51^-1^4-35,1"-*^ »

—

7q\ z
m - 3_4_&c;

240. Si igitur hie pro » fubftituatur numerus frac-

tus, iftae formulae ad extra&ionem radicum apprime erunt

accommodatae. Sic fi radix quaecunque potefiatis n ex-

trahi debeat cx forma a*-\-b
,

fcquentes formulae in,

vfum vocari poflunt:

v
(« — l)^

. . . ,* laa^^ -l-g^ag-f i)W-f-(a»4-»X”~l' 1 )^
(/i ; •

J 2n
J^ _ I »£—|_

(

2«—i)(n—i)by

Sin autem ponatur N, vt fit a*~N

—

b\

eric

:

t . 1 i\£ a»N— (n-i)£

. 2 n N («+i)£

/•j- 1 a
ia»»N a— g«(ag-i)N^-4-(a»-0(»-0^

'
" iag aN*— 6g(agf i)N^4-(2b+j)(»+0^*

241.
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j.
' 44 1» Formnk igitur generalis pro radicc cuiusquo

aequadonis inuenienda in aequadonibus, quae ex pluribus

tcrminis conftant, eundem praeftat vfum, quem folita re-

gula binomii ad refoludonem aequadonum purarum x»zzc
affcrre folet, atque adeo hoc cafu in regulam illam ipfam

abit. Sin autem aequado fuerit affe&a vel edam transcen-

dens, expreflio noftra generalis feraper aequali fucceflu in

vfum vocatur, feriemque praebet infinitam, quae valorem

radicis exhibet. Quamobrem cum in hoc negodo fum-

ma vis iftius formulae generalis condftat, eius vfum hie ali'

quanto Aldus oftendamus. Sit igitur propofita haec aequa-

do affe&a tribus teraiims conftans : r.s
,

.r: . : 'I

cx~ N.,

denotamibus e & N quantitates quascunque datas.

Ponatur jr»-hrjr-N—7, erit dy— (rtx—*-\-c)dx,
. .. . »

1 1

_|
hineque fiet p —

, turn eft
v-

^ nor"-*'—f- c ’

n(n-i)x»~+j n(n-r)x»-*dx—-- : & <}— •

da dr _
Simili modo ob &c. reperietur

:

b* («- 1 )(a«--t)
-— » (g~i)0r~2) f.v-1

r
V.'

*

* «“*• „ „ . M w I . \ m ' 1 11 —

—

Cv . 4-

O

r

»4 («-iX2»-iX3»rr)(4fl-I)j^»'l-» 3
(B-iX»~2X2»-i)C29»-n)cxP*r

•«*(»-*«Xw“»X3”"iXg»-a9>*J (»-2X*~3X*“4VJ x"-f
t

' — ‘(bx*-* -f- f)*
"

!l. I

Bb bb
&c.

Qui*
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C j4 P U T \ IX.56*

Quibus vaforibns inuentis, era aequatioiris propoficacradix

/-'-»+-W- (
Tf’ r+-^~ ts,

0* -b&e,

quicquid enim pro x fubftituatur, vnde ftmul litterae

ps 4 y
r

> &c, valores determinates induont
, fumrna

leriei aequabitur valori vnius radicis.
t. - -*T <. t K-.j

1' <
r EXEMILtW ‘ir

u ‘ :

Sr> propojtta haec aequat'io x* -4- sx rz a.

|rit c— 2 ,_N— 2 , & » zz 3 , atque yz=,x*>^3*77*
Ponatur arm, erit jyzr r, *at -*'*£*• r= M-

,.Z :r: :i -J*/. s
3>

j
s>

#X=-~2 &c. atque aequationis radix erit :
" b

* ^ i/l .. -/ . • . •“>
•

,

•*

*
4?? r< «

: 5
? — r* fT:r::

*c* ~t.°> 7Z97Jfvl

Ponatur nunc x— 0,77, & quia eft j zz: x3
--f- 2x- 2 ;

^= 3xx+^ > IfH-l#**? t=sxxp»-\ips
; atque

2 pz- 4i 6o/ 7x* -4- 72op rx
j habebitur logarithmis ad*

hibendis : . N . , * . . r

lx — 5,8S<?430?5l( • 0,77

$,77^*4 x*z: o,fS29 0
^ 3=T5,6jj>472l '*= 0,456533

* * . » .
y

.

a* — i,J4

, , = r, $9*533

> ZZ-0,003457
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CAPUT n5

«»'«*$ 3**+«= 3,7737— 7? >*y>Vi»v *

•iii yr^QB 9i4a*657Ti <H-r+a>= <>» 57734*4 1,0 3

-i 2= Oj 00051173 1* ^

v>I/jt> , vu-f. W*MI 3 m j , n . M ^» c» — 'f f> ».

»li< l?

!!!• ' //*= 8,46797*5 f. —k

e
4, >ti

,
ii-it h. ii

(x zz 9, 8864907 ji
,

t rr. .

''

— 0,4771213
j_

f* t

ty*— 5,0799076 dl *
+ '-“\

l-hqyy— 3,71149a! -\qyy7t 0,060006514.

Ergo radix 0,77091 6997, quae vix in vltimfl

figure a vero aberrabit. - ' 3flojSiyi^ojji|^§»^o

.?
.

Jbx b m hum • it . ;:*
,

Sit propojita aequatio x4 —

-

2 xx-f-4xrr 8.

Ponarur y~x+ -axr-4-4*- 8, erit tfy^z^dxjx*

_ » .
- ***** '

Fmrt
^ 4(x 3— x+i) * <£* 4<JT3— jr-f i)%

— 3xx4-i ~d/j qix*—i ajtar- a
*

^.i4 (x3-x+i)«^ 16 (x3— x+1) 3 * dx

2 ix4—iaxx,-^* .— &C.

8c

?*'464 (x3 -^+i )1 _

ex quibus erit radix aequationis propofitae:

y (3xx-i)jy (7x4 ~4Xx+i)> 3

f-f -&C.
4(x3—x+i)- 32(x3-x+i)i lagC-a^-x+i)*

Oportet ergo ipfi * idoneum valorem tribui, quo feries

ifta fiat conuergens. Primum autem perfpicuum eft, fi

B b b b ‘a ipfi
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j«4 C A P U T IX

ipfi x tribueretur tails valor, quo fieret x3 —jr+irro,
turn omnes feriei terrainos praeter primum euadere in-

finitos
,

neque adeo exinde quicquam concludi pofle.

Conuenk ergo ipfi x eiusmodi valorem aifignare
,
quo

& y fiat exiguum & x 3 — x-\- i non admodum
paruum. Sit x rr i

, erit y —— j ,
Sc

/ ~ i H— —J
4 1

6

&c.
1 6 ^ 64

vbi cum tres termini ~ ~ congruent

t
* * * /

cum progreffione geometrica, cuius fumma eft ~ erit

circiter /n — . Statuamus ergo x~—
, erit y — :

5
6

a * 16’
-**• -

. t
*1

& *3—x-\-izz^.
y vnde fit:

<
/—— -4-4— zr H 4^ &c.= i, tfi.

3 8 64 156. J25)
’

Ponatur nunc x~i, 6 i
;

erit:

lx no,2068259 •* — i>6l fit * 3—t{iz*
/ar*no,4l36si8 2,J92I

/x 3n 0,6204777 4,173281

Ix+zz 0,8273036 ar 4n 6,718983
hinc

/-jyn 8,4° 1 6934 > n-0,025217

=^S5i8SM * = 3,,6}Jg!

7)849843*

1 4=
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CAPUT
1

4

r=0,6010600

IX

Pt— 7,147783 2
4 a

fo*jr-i)=0,8309916

<y*= 6,80338 68

7,6343754
/» 3 rrr,6y555o6

5,5788288

^32 zr 1,2041200

4,7747088

37= 0,0017692
4 a

3^-1=6,7763

“0
’
0000°5952

Ergo /= 1,6117632.

242. Methodus haec inueniendi radices aequario-

num proxime aeque paret ad quantitates transcenden-

ces. Quaeramus numerum x
,

cuius logatithmus ex

quocunque canone dfefumtus ad ipfum numerum datara

habeat rationem vt 1 ad », atque habebitur ifta aequa-

tio x— n/xzz o : fir autem k modulus horum lo-

garithmorum, ita vt ifti logarithmi obtineantur, fi loga-
•

„ hdx-
Hthmi hyperbolici multiplicentur per k, erit d.Ix~ .

Jff

Ponatur ergo x— nix ~y, fitque f valor ipfius x
quaefitus, qui reddac x — n lx. Cum igitur fit

j
kndx

|

dx(x-kn)
x~ x

dx x ' , , kndx
dy-f-r-Tn' Tnde crg0

y~x— nlx^

&

erit dy ~ dx

dp — knx
_

2 knxdx+k*n 2dx

dy ^ (x-kn)
3 ’

(x—kn

)

4

_ knx(2x-\-k «

)

dy (x~kn) s
&g. Qua-
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C A P U T IX$66

f=* *y
x— kn

Quare fiet:

*»xyy knxy>(ix±kn)

2(jt-kny 6 (x—kn)* *c*

Infra autem oftendemus hoc problema foludonem non ad-

mittere, nifi fn kn> <•, exiftente e numcro cuius logarith-

nuis hyperbolicus eft zri, feudcbet efle Xv7> 3,718381 8.

EXEMPLUM. - >

Quatratur numerus practer 10 , cuius logarithmus tabu.

laris aequetur decimac parti ipftus numeri.

Quia de logarithmis tabularibus quaeftio inftituirar,

crit X— 0,43429448 1 9032^, atquc ob 10 habe-

bicur kn— 4> 3429448 1 903 25. Fg£h> iain erit

JIZZI, fietque /— i-f- ,

3 >3429 (3 i 3429J
3

ficque proxime erit /— 1,37. Statuatur ergo .*-—1,37,

erit /x— o, 136720567^56406, & ob yzzx— iolx,

•rit y ~ 0,0027943 2843503 , &
— 9729448 19032 j. Fiat ergo

. .
.

'

„
lx — 0,1367205

- ly
—

7,4462773 1
.

7,5829978

Kkn-x) — 0,4731866
-*y _

1,1098112 x-ku
~~ 0,0° 12^^'

De-
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CAPUT. IX. t *7

Deinde cum fit terlius terminus

enc

:

ly ZZ 7,4462773

Ikn — 0,6377842

'
5,»938527

!(kn~x')i -

z

0,9463732

*. I <i .. .

; ~ 1 —

-

4> 247499f

7* zz 0,3010300 _ t_.

:i: . :

/tcrt. term. zz 3,9464695

I. term, x zz 1,37

EL term. = 0,00128769

III. term, zz 0,000000s8

•

,.1

'Ey/ I: c «.j
f_- vrt'Ir

1 j ;t

. .. * /= 1,37128857

//^ 0,137

1

18^57
• • - v * • 1 /

143. Si aequatio fuerit exponeptialis, ea ad loga-

rithmicam reduci poteritj ita fi quaeratur valor ipfius

x. vt fit- x* zz a, erit xlx ~ la. Quare pofico
\

yzzxlx la, fiet dy zz dx lx -f- dx

,

% = ' = Tum’M

If-

*— *v
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CJPUT IXsst

,
- dx „ dp — r

x(i +/x)* * dy ^ x(i +/*)»'

4= ** ^W> ideo«uc

5= r *
1^0W? 5 porro er!t

J — 2</x IO</x \$dx *

. j?(7+z^ *’(!+£/ » crs°

— - > «Q If
-

x 3 (i-J-JU0 5 x 3 (i+/x)* x 3 (i+/r) 7 » *

6
,

4°
,

105
,

lOf“ X*(i±lx)‘ ~T“x*(! +l*y “i“x^0 +/•*)• -^(i+Ar)*

24 196 700 1 2 So 94J
* * 4 (ifZr) 7 x*(if/x) 8 x*(if/x)» x s(iflx)

10 *

O'
_

.'-J .Mi 1

Hinc ergo fi verus valor ipfius x fit zzf, ica vt fit

ffzza\ erit

:

yy y^_ s>4
7V

(i\lx)~ ZJc(i-tlxy ixx(i\lxy 8x8(l+/xy 8^ 4 (if/.r)*

v y
3

s

y

4
. .. 7y

s

*”
6jr*{i+4r)4 I2*3 (i+/*) tf 8x 4 (]f/x)»

w - y yj_ ,

ux3 (i-j-/r)* 3x4 (if4r) r

y*

2QX*fy+1*)*

Haec
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CAPUT IX

fJaec ergo expreflio in infinitum continuata, quicunque va-

lor pro x ftatuatur, fumto y~xlx— la verum ipfius /
dabit valorem. Sicfiponatur x— i, erit y

— —la, &
r__

j
(^) a 9(^)4

, 3*(I") S
62s(/ay &c

a 3 8 ij 144

vbi notandum eft effe la logarithmum hyperbolicum
ipfius a.

E X E M V L U M.

Quatratur numerus f, vt Jit “ 100.

Cum fit «~ioo, & y— xlx—lazzxlx—

1

100
,

quia

patet eflfe /> 3 & <J 4 ,
ftatuatur

x— ij eritque lx— 1,25276296849
‘

4, 38467034972
/ 1 00

—

4,60517018599
>—-0,22049983627

i-f- /.*•:=: 2, 2 5276 296849

Hinc erit logarithmis vulgaribus adhibendis

:

l-y— 9,3434083

/(i-f/x)— 0,3527 156

8,9906927; 777- = 0,0978797
/>

a = 8,6868166 +

3/(1 +lr)— 1,0581468

> r= 7,6286698 7
»' 5 3

I2X — I7 — 0,8450980
ti

5
v ;v

' . \ .

• 6,78357,8
i7rrsjI = 0,0006075

Ergo proxime erit /— 3,5972722
fequentibusvero infuper terminis

,

iumris erit /= 3,5972852
Cc cc 244.
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244- Praeterea autcm calculus diflerentialis infig-

nem hafaet vfum in refoludone aequationum, fi quaepiam
relatio, quae inter radices intercedit, fuerit cognita. Sit

propofita aequatio y— o, in qua fit y funttio quaecun-
que ipfius x. Si iam verbi gratia conftet, duas huius
aequationis radices inter fe differre quantitate data hae
duae radices facile inucnientur fequenti modo. De-
notet x harum duarum radicum minorem, erit maior— x -+-/», quare cum fun&io y euanefcat, fi x fignifi-

cet vnam ex radicibus aequationis y~:o, euanefcet quo-

que y> fi loco x ponatur x-\~a. Quocirca erit

:

o
a9ddy

2dx%
,

a3 d3y+ isi &c-

Vnde cum fit y zz o' erit quoque

dy addy a*d3yo ~ -r
dx 2 dx'‘ 6dx3

a 3d*y

2^dx+
&C.

quae duae aequationes fimul fumtae per methodum eli-

minationis dabunt valorem illius radicis x, quam alia ra-

dix fuperat quantitate a.

EXEMPLI) W.

Sit propofita haec aequatio

x* — 24X3
-f- 49xx— 36 zr o,

quam vndecutique amjlet> habere duas radices vnitate

differentes. *4 i

Pofito
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C A P U T IX 17t

, Poffto yzzx*
dj_

- . dx

24.x3 -4- 49 xx— 36 -erit

:

j x* — 72** -+-98*

A . . .

B . . .

ddy

idx *

d 3y
6,Jx 3

24dx*

d sy
120 dx3

rr 10x s —- 72 *-+-49

~ IOX* 24

— JX

~ I

.* Jam ob a — 1 crit:

yx4 —|— ioor 3 62 Jr* 3 ix -f- 26^:0.

x s 34x 3
-f- 49XX 3 6

—
o.

At eft

Mulciplicetur fuperior per x & inferior per y, alte-

raque ab altera fubcra&a relinquet:

iox4 ~4-y8x3 214X1 -f-26x-(-i8o ~ o feu

Q. . . jx4 -f-29X3 i07X*-4-i3x-+-96 — o

a qua prima A fubtraQa relinquet

:

D . . . 19*3 45 x*
1 8-*

1 64 —o
D.$x . . . 95 x4 22 5 x3 90X1 -4- 320X — O

A.J9 . . • 95*4 -+- *9°*3 n78x*H-589x4-494=:o

E yx 3 io88**-4—269x4- 494—

o

D.41S 788JX 3—

1

8675**—747ar+ 26S6o~o

E. 7885x2—2o672x a -N-yiiix 4-938 <Srzo

F . . . . I997r* I2j8ix +17174—0

Cc C C 2 * D.247
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D.247 .... 4693X 3—-iinyx*—44452*— 1 ygog—o
JE. 33 . . . 13280x3 348 i5x»-h 86o 8x-f-ij 8o 8— o

85872-3 237oix»—I—

I

3054X—0

G 8 y S7**"
3 2 37oix-f-i30J4“o

F.8S87 • • • 17*482 39X*— 1 0803 3047X-+-1 47473 138:110

G’ i997 • • • 17148239**— 47330897x-+-a5o68838 “o

60702 1 yox— 1 2 1404300^0
Ex qua aequatione fequitur x — 2

,

ac propterea quoque radix aequationis erit x~ 3 ,
quo-

rum vterque valor aequationis fatisfacit.

245. Porcft autem haec operatio abfolui fine fubfi-

dio calculi differentialis
,

propterea quod eadem aequa-
tio, quam calculus differentialis fuppeditauit, prodit fi in
ipla aequatione propoftta ponatur x -f- n loco x. Cete-
rum vero haec methodus eliminandi nimium eft ope-

rofa, &, fi aequationes eftent altioris gradus labor pe-

nitus foret infuperabilis
j
ex quo multo minus in aequa-

rionibus transcendentibus locum habere poteft. Quod ft

autem ponamus duas aequationis propofitae yzzo radi-

ces inter fe efle acquales, tumob a~ o, aequatio diffe-

rentialis abit in hanc ^ro. Quoties ergo quaepiam

aequatio yzzo habuerit duas radices aequales
, totles

dy
•»•••.

erit ^=0; atque hae duae aequationes coniun&ae

praebebunt eum ipfius x valorem
,

ciii binae radices June

aequa-
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aequales. Vnde vkiffim (i ambac aequationes y“ o &
^2 — o communcm habeant radicem , ea eric radix du-
dx
plex aequarionis y— o . Euenit autem hoc, fi poftquam

quanticas x ope duarum iftarum aequationum y— o &

~ — o penitus fuerit eliminata, perueniatur ad aequado-

nem idendcam. Sic fi proponatur aequado

:

x 3 — 2 XX— 4jt-4“8 — O

erit quoque 3XX-4X-4— o, cuius duplum ad earn addi-

tum dat x 3 ~f- 4xx— i2x~o feu xx-^-^x— ia~

o

cuius triplum eft 3XX-+-12X— 36 “o
fuberahatur 3xx— 4X— 4 = 0

1 6x 32 ~ o

x— 2 ~o
Cum ergo prodieric x— 2, fabftituamr hie valor in vna

praecedendum $xx—4X—4— °) & prodibit aequado

identica 12— 8—4“
°, vnde colligitur aequadonem

propoficam x 3— 2x2-— 4x-+-g:z:o duas habere radi-

ces aequales, nempe 2.

246. Si igitur habeatur aequado algebraica quot-

cunque dimenfionum

:

x»-\- Ax»-| -i-Bx»-3-f-Cx*-}-f-Dx'»-4— &c.~o

quae duas habeat radices inter fe aequales, erit quoque

»2«- 1-t-(«-i)Ax*-*+(^“2)Bx—J+(»- 3)Cx—4+(»-4)Dx»-»
*+- &c. ~ o.

C c c c 3 Scili-
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Scilicet fllius aequarionis radix duplex fimul erit radix

iftius aequationis. Multiplicetur ilia per » , ab eaque

haec per x multiplicata fubtraliatur
,

prodibitque haec

noua aequado

:

Aar *-1 —|— 2 Bx »-* 3Cx»-} 4Dx"~4 &C.~o.
Nunc addancur prima per a & haec per b muldplicata

erit

:

quae aequado cum ipfa propofita coniunfta monftrabit

radices acquales, fi quas habet propofita. Cum igitur

quantitates a & b pro lubitu aflumi queant, coeffiricn-

tes a
,
a-\-b

,
*-4-a£, &c. progreflionem quameunque

arithmedcam repraefentant. Quamobrem fi aequado
quaecunque habeat duas radices aequales, cae inuenien-

tur, fi finguli aequationis propofitac termini mulriplicen-

tur per terminos cuiusuis progreifionis arithmedcae re-

fpectiue
;

noua enim aequado hoc modo refultans earn

radicem, quae in propofita bis inert, quoque conuncbu.

Sic aequatio

:

x * —|—A x 1— Bx"~* -f-Cx*-! Dx"-4 See.— o

fi eius termini muldplicentur per progreflionem arith-

meticam hanc

:

a
j /r-i-2#; /i-f- 4^; &C.

prodibit noua aequatio haec

:

ax * -4~(04b)Axm~ i—\~(a42^)Ba”—*—|—(<7+ 3b)Cx*-i+Scc.~o

quae cum ilia coniun&a radices aequales oftendet. Hacc*

que eft regula fads cognita inueniendi radices aequales

cuiuscunque aequauonis.

! . . . , 247 -
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247. Si aequatio y~o tres habeat radices aequa-

dy ddy
les non folum erit fed etiam erit

—
fi

quidem pro x ftatuatur eius radicis valor, quae in ae-

quadone yzzo ter inefh Ad hoc oftendendum pona-

mus aequarionem y~ o tres habere radices huiusmodi

x, T-f-rt, & x-j-b, quae primum interuallis fmieis a 8c

b a ie inuicem difcrepenc
; & quia y euanefeit, fi loco x

tain x—[“<?
,
quam x-\-b feribatur

,
erit:

y : , . o

,<tdy
,

a*ddy
,

a 3d3y a4d4y
dx

Idy
+

2 dx *

Pddy
+

6 dx 3

b 3d3
y

24dx4

b*d*y

&C. “O

-f- &c.“ o
dx 1 idx* 6 dx3 1

24</jf 4

a quibus binis pofterioribus fi prima fubtraharar erit

:

dy
,
addy

,

a*d3y ,
a3d4y

dx

dy

2 dx*

bddy

7dx*

6 dx 3

b*d3y

34 dx4

b 3d*y

&C. __ O

f- See. ZZ Odx~^ idx 2 1 6dx 3 1

24 dx*

Subtrahantur quoaue hae afe inuicem, diuifionegue per

*—b fefta erit:

ddy
,

(/i + b)d3y (aaA-ab+bb)d4y „

. id,'
1 57B*—

Ponatur iam a zz o Sc b zz o
,

ita vt tres iDae radices in-

ter fe fint aequales, eritque ob tertninos euanefeentes

:

dy
>=°i Tx~ { * S=°

248.
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24*. Quodes ergo aequatio yzz o, tres habent ra-

dices aequales puta /, /, /, turn ifta quanritas / erit

quoque radix non folum huius aequationis ^ zr o
,
fed

etiam huius — o. Hinc manifeftum ed, cum / fit

radix communis aequationis — rr o
,
& eius difFerentia-

lis cam in aequadone o, bis inefle de-

bere, per ea quae ante de binis radicibus aequalibus os-

tendimus. Quare fi aequatio:

Bjt"-* -f- Cx n ~i -4- D*"-4 8cc.— o

tres contineat radices aequales /, /, /, fi eius termini

per terminos progreffionis arithmedcae cuiusuis multipli-

ccntur, turn aequatio refultans binas habebit radices ae-

quales / & /: quamobrem ea denuo per progreffionem

arithmeticam quamcunque mulriplicari poterit
, vt pro-

deat aequatio eandem radicem / femel compleftcns. Ob-

tinebuntur ergo tres aequationes communem radicem

/ habentes, ex quarum combinarione haec ipfa radix fa-

cile elicietur. Si enim eiusmodi progrefliones arithme-

meticae eligantur, quarum vel primus vel vltimus termi-

nus (it ro, turn aequatio prodibit vno gradu inferior,

deque eliminatio eo facilior euadet.

249. Simili modo odendetur, fi aequatio y~o qua-

tuor habeat radices aequales /, /, /, /, turn pofito x~f
non /
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non folum fieri y rro, ^— o ,
& ~o

,
fed etiam

fore — o. Scilicet vti aequatio y— o quater con-

tinet radicem x ~:/; ita aequatio ^ eandem radicem

ddy
. d 3y

ter
;
aequatio vero rro bis , & aequatio — rr o

femel comple&etur. Hoc quoque facilius perfpicietur,

fi perpendamus fun&ionem y hoc cafu huiusmodi for-

mam (x-f)*X habere debere, denotante x fiin&ionem

quamcunque ipfius x. Hac forma aflumta erit :

^zn(x-f)* (4X+^*), ideoque per (x-f) 3

diuifibilis. Similiter porro habebit faGorem (x-f)*
i

& — fa&orem x-f] ex quo perfpicuum eft, fi radix

x—f in aequationc y~o quater infit, cam in aequa-

tione ^— ° ter >
“ aequatione ‘~z=zo bis, atque in

o femel adhuc inefle debere.
dx1

Dddd CA-
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CAPUT X.
DE MAXIMIS ET MINIMIS.

2fO. ,
'

Si fun£Ko ipfius x ita fuerit comparata, Vt crefcentibus

valoribus x ipfa continuo crefcat vel decrefcat, turn

ifta funSio nullum habebit valorem maximum minimum-

ve. Quicunque enim huius fun&ionis valor confidere-

tur, fequentes erunt maiores, praecedentes vero minores.

JHuiusmodi funftio eft x 3 -4~*
,
cuius valor crefcentibus

X I

jc continuo crefcit, decrefcentibus vero x, continuo de-

crefcit
;
maximum ergo haec fun&io valorem alium in-

ciucre nequit, nifi ipfi x valor maximus, hoc eft infini-

tus tribuatur
;

fimilique modo minimum obtinebit valo-

rem, ft ponatur x— -tr>. Nift autem fiin&io ita fue-

rit comparata
,

vt crefcente x continuo crefcat decres-

catue, maximum vel minimum alicubi habebit valorem;

hoc eft eiusmodi valorem, qui fit vel maior vel minor,

quam antecedcntes & fequentes. Sic ifta fimftio xx —

a^-f-3 minimum valorem induit, ft ponatur x~t, qui-

cunque enim alius valor ipfi x tribuatur, perpetuo func-

tio maiorem adipifcetur valorem.

2 5 1. Quo •autem natura maximorufn ac minimo-

rum clarius perfpiciatur, ponamus y eiusmodi efle func-

tionem ipfius x
,

quae maximum obtineat valorem ,
ft

ponatur atque intelligitur, ft x ponatur fiue ma-
' ius

Digitized by Google



ms flue minus quam /, turn valorem ipfios y inde ori*

undum minorem fore illo, quern induit fi ponatur x~f.
Simili modo, fi pofito x~f, functio y minimum obti-

neat valorem, needle eft vt, Hue x ponatur maius quam

/ fiue minus, Temper maior ipfius y valor refultet: haec-

que eft definirio maximorum & minimorum obfolutorum.

Praeterea autem quoque funftio y maximum valorem

redpere didcur pofito vcrbi gratia x rr/, dummodo ifte

valor maior fuerit quam proximi fiue Tequentes fiue am
tccedentes, qui oriuntur, fi x aliquandllum fiue maius fiue

minus quam f ftatuacur ; etiamli aliis valoribus loco x Tub*

ftituendis fun&io y maiores forte valores recipiat/ Similiter

fiin£Ho y minimum valorem recipere dicitur pofito x '—

/

t

dummodo' ille valor minor fuerit iis, quos induit, fi loco

* valores proxime fiue maiores fiue minores quam f
fubftituantur. Atque in hac pofteriori fignificatione iftis

maximorum & minimorum vocabulis vtemur.

2j2. Antequgm autem modum oftendamus haec

maxima & minima inueniendi, nocari conuenit hanc in-

veftigationem proprie in iis tantum ipfius x fun&ionibus

locum habere, quas fupra vniformes vocauimus, & quae

funt ita comparatae, vt pro fingulis ipfius x valoribus fin-

gulos pariter valores recipiat. Biformes autem & mul-

tiformes fun&iones vocauimus, quae pro fingulis valori-

bus ipfius x binos pluresue valores inducunt, cuiusmodi

fun&iones funt radices aequationum quadraticarum & plu-

rium dimenfionum. Si igicur y huiusmodi fuerit func*

do ipfius ar vel biformis vel multiformis, turn proprie

D d d d a diet
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did neqiiit, earn pofito x—f valorem fine maximum
fiue minimum induere : quoniam enim pofito x—/ vd
duos pluresue valores fimul obtinet, atque praecedentes

aeque ac fequentes fint numero plures
, diiudicatio ma-

ximi minimiue non tarn facile inftiruitur r nib forte om-
nes fun&ionis y valores

,
qui fingulis ipfius x valoribus

refpondent, fine imaginarii praeter vnum
;
quo cafu hu-

iusmodi funfh'ones fpeciem fundtionum vniformium men-

duntur. Primum ergo fun&iones vniformes harumque

fpeciem menriences contemplabimur
, turn vero quomo-

do iudidum ad multiformes accommodari debeat, indi-

cabimus.

ay 3* Sit igitur y fun£Ho ipfius x vniformis, quae

propterea, quicunque valor pro x fubftituatur, Temper

vnum recipiat valorem realem, denotetque x eum va-

lorem
, qui fimffcioni y maximum minimumue valorem

inducat. Priori ergo cafii ,
flue loco x fubftituatur

x-f-a fine x— a, valor ipfius _>
minor erit, quam

fi zz o, pofteriori vero cafu maior. Cum igkur

pofito x-f-a loco x funtiio y abeat in

aJy

dx

ady

a*ddy a 3d3
y

6dx 3idx 2

at pofito x— a loco

a 3 d3y

&c.

m
a*ddy

idx*y ~dx TvTi TXT +* &C.
6 dx 3

ne-
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necefle eft vt cafu maximi fit

58 *

y>y

dx

ady

dx

a*ddy

2 dx a

a 7ddy

a3d3y
6dx3

a3d3y— -4-&C.
2 dx7 6dx 3

In cafu autem
,
quo valor ipfius y fit minimus erit

:

a 3d3
y

~6dx 3
~

,
ady a*ddy

y <y-f- -7r +~dx

ady

2 dx 7

a 7ddy

2 dx*

-r-r-r- -4- &C-

a 3d3
y

~6dx*
Vi- U- y

2S4- Quoniam haec euenire debent, fi a denotet

quantitatem rainimam, ftatuamus a tarn paruum, vt eius

poteftates artiores reiici queant
;
debebitque tarn pro cafu

maximi quam minimi efle Nifi enim
(~-

eflet — o
,
neque valor ipfius y maximus neque mini-

mus efle poflet. Hinc tam pro maximis quam pro mi-

nimis inueftigandis haec habetur regula communis, vt

differentialc propofitae y nihilo acquale ponatur, eritque

ille ipfius x valor, qui funftionem reddit vel maximam
vel minimam, radix iftius aequationis. Vtrum vero va-

lor hoc modo inuentus ipfius y furnrus fit maximus an

minimus ,
incertum relinquitur

;
quin eriam fieri po-

teft, vt y neque maximum neque minimum fit futurunr:

tantum $nim inuenimus vtroque cafu fore ^— o, ne-

D d d d 3 que

V
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que viciflim affirmauimus, quoties ficA^zZo, toties quo-

quc valorem pro > prodire vel maximum vel minimum.

2 j Interim tamen ad cafus, quibus valor ipfyjs ?

vel maximus vel minimus euadat
,

inueftigandos haec

prima operatio inftituenda eft , vt differenriale funtlionis

propofitae nilulo aequetur, atque ex aequarione o

omnes ipfius x valores eliciantur. Quibus inuentis de-

inceps difpiciendum eric, vtrum iis fun£Ho y maximum
induat valorem

,
an minimum

,
an neutrum ? oftende-

mus enim fieri pofle, vt ncque maximum neque mini-

mum locum habcat
, criamfi fit ~~o. Sit / valor

ax
feu vnus ex valoribus ipfius x, quern obtinet ex aequa-

dy
done j-— o, hicque valor fubftituatur in expretfionibus

"" , . . ...
*

5
&c. fiatque hac fubftitutione

~
Pi

zrz q j
— r &c. Abeat autem funftio ipfa y

pofito / loco x in F, atque fi loco x ponatur /-f-a,

ifta fun&io abibit in
„ .

*
. 4

F —| <x
a P —| a 3

q —1 a4 r *-}— &C.
2 6 1 24

fin autem loco x ponatur /— a prodibit

F — a7p—~.1 a 3q-{-— &C.
* 6 1 24

vnde
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vnde patet, fi p fuerit quantitas affirmariua, vtrumque

valorem maiorem fore quam F, faltem fi a quantitatem

valde paruam denotet
, ac propterea valorem F v quern

fun&io y induit pofito x—f, fore minimum. Sin au-

tem p fit quandtas negatiua, turn valor x~f fon&ioni

y inducet valorem maximum.
•

'
t tf

256. Quodfi autem foerit p— o, turn Ipe&ari de-

bet valor ipfius q, qui fi non fuerit ~o, valor ipfius y
neque maximus erit neque minimus

J
nam pofito x~

f -
1
- a erit F — a 3

f> F & pofito xzzf—» erit
O

- t ' ' * - . %• .

F— — a 3^<F. Sin autem quoque fuerit f
“ o

,
ad

quantitatem r erit refpiciendura
,
quae fi habuerit valo-

rem affirmariuum valor fon&ionis F, quern recipit po-

fito jr!zr/, erit minimum; fin autem r habeat valorem

aegatiuum
,

erit F maximum. At fi quoque r euanes-

cat iudicium ex fequenris litterae s valore erit petendum,
quod fimile erit illi, quod ex littera q formauimus. Sci-

licet fi s non foerit ~ o
, fonftio F neque maximum

erit neque minimum; fin autem fit quoque /rro, turn

fequens littera /, fi habeat valorem affirmariuum indica-

bit minimum, fin autem habeat valorem negariuum, in-

dicabit maximum. Verum fi & haec littera t euanes-

cat, turn in iudicando vlterius eft procedendum eodem
prorfus modo, quo in cafibus praecedentibus fumus vfi.

Sicque de qualibet radice aequarionis —— o indagabi-

tur
,
vtrum fonctioni y inducat valorem maximum an
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minimum, an neutrnm
*,

atque hoc tnodo omnia maxi-

ma & minima, quae quidem funQio y recipere poteft,

inuenientur.
:t -<

a 57. Si ergo aequatio ~ rr o duas radices habeat

aequales, ita vt fa&orem habeat quadratum (*—•/)*,

turn pofito xzzf fimul ~ euancfcet, eritque p
— o,

non autem q, Hoc ergo cafu funQio y neque maxi-

mum neque minimum valorem induet. Sin autem ae-

quatio j-zzo tres radices habeat aequales ,
feu

fa&orem cubicum (x—/)
3

,
turn pofito x—f> fiet

& j~~o] non autem • Huius ergo

termini valor fi fuerit affirmatiuus indicabit minimum,

fin negatiuus, maximum. Judicium ergo ante explica-

tum hue redit, vt fi expreffio jx faftorem habuerit

(x-f)”, exiftente n numero impari, fun&io jy, fi in ea

ponatur x— /, valorem fit acceptura vel maximum vel

minimum; fin autem exponens ^ fuerit numerus par,

turn fubftitutio x zzf neque maximum neque minimum

valorem producat.
; r

'
. /

258. Deinde inuentio maximi ac minimi faepenume-

ro non mediocriter adiuuabitur fequentibus confiderationi-

bus. Quibus fcilicet cafibus fun&io y fit maximum vel mi-

nimum, iisdem cafibus fiet quoduis eius multiplum *y, fi

qui-
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quidem <* fuerit quandtas affirmadua, itemque y*, y
7
,

&c. atque generaliter ny", fi quidem » fuerit nuinerus

affirmaduus impar, paricer maximum vel minimum; quo*

niam Iniiusmodi formulae ita funt comparatae, vt cres*

cente y crefcant, & dccrefccnte y decrefcant. Quibus

autem cafibus fit y maximum vel minimum, iisdem ca-

fibus —y ,
—- ay

,
b— ay , & generaliter b—r,ay m

exiftente » numero affirmariuo impari
,

fiet ordine in-

verfb vel minimum vel maximum. Similiter quibus ca-

fibus y fit maximum vel minimum, iisdem cafibus for-

mulae hae
,
—

, — , & generaliter — + b } deno-

tante a quanritatem affirmaduam & a nnmerum affirma-

riuum imparcm , fient inuerfo ordine vel minimum vel

maximum
;

fin autem a fuerit quandtas negadua
, turn

iftae formulae maximum impetraburit valorem, fi y fue-

rit maximum
,
& minimum

,
fi y fit minimum.

\ y : ; .

•
i

• r . i.'-a v .
• r *-

ay9 . Ad poteftates autem pares haec non item tra-

duci poflimt
:
quoniam enim

,
fi y valores recipit nega-

tiuos, eius poteftates pares jy*, y*, &c. valores affirmati-

ves inducunt, fieri poteft, vt dutn y minimum valorem

negaduum fcilicet recipit, eius poteftates pares fiant ma-
xima. Huius igitur conditionis radone habita affirmare

poterimus, fi y fuerit maximum vel minimum, exiftente

eius valore affirmatiuo, turn eius poteftates pares y
2
, jy

4
,

8cc. quoque fore maxima vel minima. Sin autem valor

ipfius y negaduus fuerit maximum, turn eius quadratum

yy accepturum cfle valorem minimum, & contra fi valor

E e e e ipfius
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ipfius y negatiuus fit minimum, turn >*, y*, 8cc. fore m«.
ximum. Quodfi vero exponentes ipfius y pares fuerint
negatiui , turn contrarium eueniet. Ceterum quae hie
de exponenribus paribus & imparibus annotauimus, ea
non foium pro numeris integris valent, fed etiam pro
frattis, quorum denominatores funt numeri impares; in

hoc enim negotio fra&ioues — , .
— J. &-c

3 3 ’ 3
9

5 * 5
’

numeris imparibus, at -, &c. nume-
T 3 S 5 7

ris paribus aequiualent.

260. Sin autem denominatores fuerint numeri pa-

res
,
turn

,
quoniam fi y negatiuum habet valorem

, eius
• I 3

potentates jy
T

;
y*

;
&c. fiunt imaginariae

;
hoc tantum de

iis affirmari poterit, fi valor ipfius y affirmatiuus fuerit

maximum vel minimum, turn quoque y
Y

} y^ ; y* ; &c.
fore pariter vel maxima vel minima

; contra autem
_ I 1

y
1

, y
T

, y
T

, See. minima vel maxima. Quia autem
haec irrarionalia fimul geminos valores habent, alterum

aflirmatiuum
,
alterum negatiuum

,
de negatiuis contra-

rium erit tenendum
,
quod hie de affirmatitn's diximus.

Sin autem valor ipfius y negatiuus euadat maximum vel

minimum
,

turn quia huiusmodi potentates omnes fiunt

imaginariae, neque maximis neque minimis annumerari
poterunt. His igitur fubfidiis inuefiigafio maximi & mi-
nimi fiepe admoduin reddetur facilis, quae alias futura eflet

vchementer difficiiis.

261.
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2$r. Quoniam hacc proprie ad fun&iones rationa-

les, quippe quae funr folae uniformes, pertinent, primnm
funQaones integras euoluamus, atque maxima minimaque

quae in ipfis occurrunt indagemus. Cum igitur huius-

modi fundiiones ad hanc formam referantur

:

*» —|— Ax"-> -j— Bx"- 1 Cx”-J — See.

n
primum patet earum valorem maiorem fieri non pofle,

quam fi ponatur x rr oo
;

turn vero fi xzz — *a valor

huius formulae prodit “c/3*, fi « fit numerus par, at— go ” fi // fit numerus impar
,
qui propterea valor erit

omnium minimus. Dantur autem praeterea faepe alia

maxima & minima eo fenfu, quern his vocibus attribui-

mus, quae fequentibus exemplis illuftrabimus.

I.EXEMPLUM
Imenire valores ipjius x, quibus haec funclio (x

fit maximum vel minimum.

a)«

mv /i

Pofito (x— erit
<h.
dx'

«(v /»)"-*, quo

dy
pofito —O, fiet X~a. Cum igitur factorem ha-

beat (*— «)”-*, ex §. 257. intelligitur y maximum mi-

nimuinuc efle non pofle, nifi fit n— 1 numerus impar,

feu « numerus par. Quia autem dum fit

^ -y ~ n (»—— 1} (« 2)

(tfj.fUIp

T — " V « i > C * . • I
dx"

hoc eft numerus affinnatiuus, fequitur, valorem ipfius y
pofito xzza proditurum efle minimum. Quod quidem
•14 .1.3 . Ecce j faci-
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facile patet
;
nam pofito x~a fit jf~o; & fi 4: pona-

tur vel maius vel minus quam a, ob n numerum parem,

accipict y valorem pofitiuum hoc eft nihilo maiorem
;
fin

autem » fuerit numerus impar, turn funftio y~(x-a)m

neque maximum neque minimum admitcit. Perfpicuum

autem porro eft hoc idem valere, ft n fuerit numerus

fraQrus flue impar flue par. Scilicet (x—a) v
fiet pofito

x~ a minimum
,

fi (i fuerit numerus par & v impar

;

fin autem vterque fuerit impar, neque maximum dabitur

neque minimum.

e x e m p l u m rr. '

Inuenire cafes quibus valor huius formulae xx—j— 3X-f-2

fit maximum vel minimum.

Ponatur xx-j-^x-h2 ~y, eric ^~ax-f 3, — t.

Statuatur ergo 2x-h 3—0, fiet xrr— f ;
qui cafus vtrum

maximum an minimum producat, cognofcetur ex valore
djy
—j—'zzi

,
qui cum fit affirmatiuus, quicquid fit x

y indi-

cat minimum. Pofito autem x—— | fit jy m:— f-
,
& fi

alii quicunque valores ipfi x tribuantur, valor ipfius y in-

de oriundus perperuo maior erit quam -f-. Ex natura

quoque ipfius formulae XX-+-3X—j-a perfpicitur, earn mi-

nimum valorem habere debere; nam cum in infinitum

excrefcat fiue ponatur x rr:—f- 00 fiue xn:— c/s, necefle

eft, vt quispiam valor ipfius x ipfi y omnium minimum
quantitaccm inducat.

EXEM-
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EXE M PLUM lit.

Inuetiirt ca/us, quibus exprejjjo haec x 3—axx-4-bx—

c

maximum mimmumue valorem accipit.

i'.c

Pofito y
dy—xJ-nxx-+-bx—Cy eric -f-zr. sxx~ 2 ax-+-b

o ddy d 3 y
’ Tdx3

~~ U

dx'

Statuatur ergo

eric
_ a-4-V(iw 3 £)

^“3*x 2<Mr-f“ ^— oj
dx 3

ex quo intelligitur, nifi fit aa^ 3b, formulam propofitam

neque maximum neque minimum efle habituram. Sin

autem fit a a > 3b, duobus cafibus fit maximum vel mini-

mum. Hinc vero oritur — ±;V(^-3^), vnde inteb

, .
‘ a-+-V(acr 3 b)

ligitur nifi fit on— 3b, valorem *=
reddere formulam y— *3 — ax x -h bx— c mim-

a V(aa 3 b)
mam

,
alteram vero x— maximam.

Quanti autem futuri ifti fine fpfius y valores ,
cum fit

S xx 2 ax-\-bz=.o feu x3 —
0}

2 aft ab

erit yZZ.-\axx\%bx-c & ob \axx—— *4 ——

o

5
fit

1
9 9 ^ v

„ , ab _ 2(i(aa-3by^2(aa-sb)y(ao-3b)

,=?C3 — 4-
JJ

ab /. a«s
1

ab — * ,
-4--— <rae y—-— +=(«-#»

9
,

7
\ . . e . ‘"i

vbi lignum fuperius valet pro mimrao, inrenus autem

E e e e 3 pro

Digitized by Google



190 CAPUT X
pro maximo. Reftat ergo cafus quo ~ 3 in quo

cum fiat — o, fequens vero terminus ~~ — rOX 3 ^ <Ar 3 *»

non fit — o, fequicur hoc cafu formulam propofitam ne-

que maximum neque minimum efle recepturam.

exemplum. IV.

Inutntre cafus quibus hate funtfio ipfius x
;

x4 — 8x 3
-f- 2 2 x* — 24X 4~ 12

fit maximum vel minimum.

Pofito y~x*— 8* 3 4-22x*— 24x4-13; erit
w *

£. “ 4* 3 24^* H- 44* 24

ddy
^’—24x4-22

Statuatur nunc 4* J— 24 x* 4- 44 x— 24—0
feu x 3— 6x* 4- fix— <S— 0, orientur tres valores

reales pro x
;

I. x~ 1 j
II. x= 2 ;

HI. xrr 3. Ex pri«

mo valore fit
—

4, ideoque pofito xm 1 fun&io

propofita fie minimum. Ex fecundo valore x— 2 fit

ddy
Tf~% —-2, ideoque funclio propofita maximum. Ex

tertio valore *=23 fit 4“ 4

,

ideoque fimftio

propofita itcrum minimum.
.. i 1 !

;

. 1.

- - - * - EXEM-
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rjayfy ; niMHCM V.

Propofita fit hare fmfiio yrzx 5— 5X4 -4-yx*-f-i
,
quae,

quibus cqfibus fiat maximum mitiimumue

quaeritur.

Cum fit ^~5Jr4— 2o.r , -+-ij**-, formetur aequatio

x4 — 4-r3
-f- 3 xx

— o
,
cuius radices font I. & II. *:—;p ;

III. jtm
;

IV. x —2 3. Quoniam prima & fecunda ra-

dices funt aequales, ex iis neque maximum neque mini-
T ddy ' d 3

ymum fequitur, fit enim — o, at ~~ non euanefcic.

ddy
Tertia radix autem x~ i

, ob rr i ox 3—^ox t
1 5*

praebet hoeque ergo cafu fun&io fit maxi-

mum. Ex quarta radice xzzz$ fit
~

45 , jdeo*

que funOio propofita minimum.
‘

..
' '• •• . . (

EXEMPLUM VL
Inuenire cafus quibus haec formula

y — iox4— J2X 5
-f- 1 jx4— 20X3 H-ao

fit maximum cel minimum.

Erit ergo 6ox s— 60* 4 6ox3— 6ox*
t &

ddy 4—— rr j *4— 4*3
-f- 3

**— 2 x. Formetur aequa-

tio x 5— x* —f- x3— xxz=o
y

quae cum in fa&ores

res refoluta fit x*(x— o, duas habet ra-

dices
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dices aequales j*~o, & praeterea radkem
,
doas-

que infuper ex xx -(- x~ o imaginarias. Cum igitur

binae radices aequales xzzo neque maximum neque

minimum cxliibeant, tantum confideranda fupereft radix

defy
x zzi

,
ex qua fit —™~ 2 ,

cuius valor affinnatiuus

indicat minimum.

262. Determinate ergo maximorum & minirno-

rum pendet a radicibus acquationis differentialis

cuius poteftas lumma, cum fit vno gradu inferior quam

in ipfa fun£Hone propofita y, fi quidem haec fuerit func*

tio rationalis integra: manifeftum eft fi in genere pro-

ponatur haec funftio

:

x”-\- A*"-1 -!- Bar*-* Ca*-s-4- Dx»-4 -4- &c. —y
eius maxima & minima determinari per radices huius

aequationis

:

" nx”-i+ (»-i) Ajr»-*4-(»-2 )Bj!'"
_5+C»-3)Cjr’,-4+ &c.rro.

Ponamus huius aequationis radices reales fecundum or-

dinem quantitatis difpofitas efle a, £, y, S, &c. ita vc

a fit maxima S <a, y <€, &c. Ac primo quidem fi

hae radices omnes fiicrint inaequales , vnaquaeque for-

mulae propofitae y inducet valorem maximum vel mini-

mum
\ totque idcirco funfKo y habebit maxima vel mi-

nima
,
quo aequario ^— 0 habuerk radices reales in-

aequales. Sin autem duae pluresue radices inter fe fiie-

rint aequales, res ica fe habebit, vt duae radices aequa-

les
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les neqnc maximum neque minimum exhibeant; ternaa

vero radices aequales vni aequiualeanr : atque in genera

fi numerus radicum aequalium fuerit par, nullum inde re.

fultat maximum minimumue; fin amem fit impar, vnum
inde oritur fiue maximum fiue minimum.

j;i .. '
l

-j . c(B

263. Quaenam autem radices maxima
, & quae' mi-

nima producant, fine fubfidio regulae ante tradltae ita de-

finiri poterie. Cum fnmftio y pofito xzzzca fiat pariter

infinita, neque valores ipfius x intra limites c/3 -8c a,

vllum producant fiue maximum fiue minimum
;

peripi-

cuum eft vaiores fun&ionis y\

)

dum loco x fucceffiue va-

lores ab U3 vsque ad a fubftituantur, continuo decres-

cere oportere; ideoque valor funftioni y ma-

iorem valorem inducet, quam valor x~u: vnde cum
ar— a maximum minimumue producat, necefle eft, vt

Hoc cafu fun&io y fiat minimum. Vlterius ergo x di-

minuendo feu ponendo xzz'a— a>, valor ipfius y itei

rum crefcet, donee fiat x~g, quae eft fecunda aequa-

tionis radix maximum minimumue producens:
ox : ."! - *.n: n 1

quare haec fecunda radix x~g maximum praebebit, &•

valor x— ff— u minorem efficiet fpnerionem j, quam-

.y— £j donee perueniatur ad xzzy, quae copfequenter

iterum minimum generabit. Ex quo ratiocinio perfpi-

citur, radices aequarionis ° primam, tertiam, quin-

tam, &c. minima, fecundam autem, quartan^ fextam &c.

maxima cxhiberc. Simul autem hinc intelligitur in caftr

F f f f dua-*x -*
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duarum radicum aequalium maximum & minimum coof

lei’ccre, ficque neutrum locum habere, p . r; >cmi> ri c'<?,

-i : ‘Jti.
’

s'-'U.
: • r a- : l

' r4
•rsirnc!.- i>

264. Si ergq in function^ proppfita
,,,

y zz. x n —j—A

B

jt"-

1

—|— —1—
,
8cc.

maximus cxponens n fuerit numerus par, aequatio

*» •£ =Tv-‘ -Ffe.’=oy .

crit gradus imparis, ideoque vcl vnam habebit radicem

fcalem ,
vel trcs, vel quinque, vel numero impares. Si

vnica radix fuerit realis, ca dabit minimum; fin cres fue*

rint reales, maxima praebebit minimum , media maxi*

mum, & minima iterum minimum; & fi quinque radi-

ces fucrint reales, funftio y tria habebit minima & duo
maxima

;
ficquc porro. At fi exponens n fuerit numc*

rus impar, aequatio ad gradum parem pertinc*

bit
,

ideoque ve! nullam habebit radicem realem, vel

duas, vcl quatuor, vel fcX,. &c. j Pritno cafii funffcio y
neque maximum habebit neque minimum ; .

altero cafu,

quo duae dantur radices, earum maior minimum, minor

autem maximum indieabit
:
quatuor autem radicum pri-

ma (quae eft maxima) & tertia minimum, fecunda vero

& quarta maximum producuht. Perpetuo autem quot-

cunque radices fuerint realcs, maxima & minima fe mu-

tuo alternatim infequuntur. • •

a«S; Progrediamur ad fun&iones rationales fra&as,

quibus altera fpecies fun&ionum. vnifcnnium conftituitur,

' ... Sit
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p :8t Q-taaionibusqui:

buscunque ipfius x
;
ac primo quidem apparet, ft Ipfi Jt

eiusinodi valor trrbuatar ,
t vt fiat Q^rr o, nifi fimul P

cuancfcat, funftionem y euadcre infinitam, quod vtique

maximum videatur. i -Nihilo vero minus ifte caliis pro

. . . . auy.^v n\ »r. \ys r . Q ..

maximo haben ncquit
;
cum cnun fractiq lnueria r

rnjiimt r.» m*. .on. . tui onad .jjir.v , wyl >

• P
dem cafibus fiat* minimum 5

qtlibus propofiea ~ fitmaxi-

t :
.• - if

1 :.' •••• '
r 'jyi v"" *•_ : -Hr Jii’.m ;,b

mum, deberet fra&io -p. fieri minimum,, fi Q^eugnes-

cit; hoc aucem non Temper euenit:, propterea quod ad-

buc minores valores ,
hegatiuos fcilicdt , induere-poffet.

Hoc igitur dubio exemto, fimul rcgula ante data con-

firmatur, quod maxima & minima ex aequatxbne ^ a.

elici deijeant. Fiet ergb cafu propofito

ideoque Q^P-P^Qj=:o; ihuiusque aequatronis radicej

efficient fun&ionem y vel maximum vel minimum. At-

que fi dubium fit, vtrum maximum an minimum locum
- - r:: e chnuo'; . ifttaivurti —

habeat, confugiendum eft ad valorem qui d foerit
*

i
m

.
*

i , ir
- ’*' c.n

1

-ij

affirmatiuus minimum indicabit
,

fin autem fit negatiuus

maximum. Quod fi vero & hie valor
d-~

t euanefcaq.

*9f

«Vb

US-

dy
quod euenit, fi aequatio ^~o ^at>eat duas plqresue ra-

- A. F f f f a dices

- Vi
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dices acquales j
pcrpemo tenendum eft radices aequaies

numero pares neque maximum neque minimum pro-

duccjte. .

q •. \'.v-

•j'.f t"' OT,’
- '

EXPMPLUM I.
> I- ir*

Juuenire cafus
,
quibus funfit

o

. •
,

-
fit maximum

(j '/j i XX' 1 * i -.f(l

vel minimum.

erttque

. i< i;j

•,i’ turn '
; {i tw" -'p.

Primum quidem apparet, hanc fun&ionem in nihilum

abire cafibus tribus xzz co , arrzo & V rr— on
,
vnde

ad minimum duo recipiet Hue maxima Hue minima. Ad
v

, X
quae ihuenienda ponatur y ZT -

^

-- ;

2̂-
—

7~-r-^T7 • Jam ftatuatnr
lx UX % (r-p-rjr) s u

— 0] eric x— jrx“ o
, & vel x ~-f-i vel x i.

dx .

Priori cafu x~+i fit idcoque^ maxim.

pofteriori x~-i fit —
;
ideoquejy minim.—-i.

Haec quoque facilius inueniuntur, fi fra&io propofita

— muertatur ,
ponendo y zn—-— — * -r- — »

i-\-xx * x

dummodo recordcmur turn quae maxima inueniuntur.

in minima & vicifllm transmutari debere. Erit autem

£=-£> & 7T'=T>- Statut0 erE° Tx~°'
fic

1~ o, indeque vel vel x——ivt ante.

* Atque
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Atqu^cafu x~-$pi ’fit i&tpqaej minimum,

& formula propofita — maximum. 0 Cafu autem Acs—

1

4
y 1

i
*

* ddy , . j
fit j~ ~- 2 > vnde y maximum & — minimum.

4E-,

rniiif... jrr - v t ;> c
EXEMPLUM U.

Imemre eafus qyibus formula
2

,
_/fr maximum
r ~ a

tv(. minimum.

3 *nr xx 3-r—f-2
Pofico y cs ;

— -—

—

J xx —f- 3 jr—|—

a

7

- ^y~r- ***— ia
^,-ent •yTZy— -—u,

—

dx (x2f-4- 3jr-f-a) J

& SMtuarar £=c> Set
<£** (jr jr—)— 3

-**—I— dx *

vcl x-r-f-Va vel jt—— P'
s. Priori cafu Ja-cr-f-Va,

«*^~ iaeoque afltrmatiuum „ ob dc-

nominatorem affirmatiuum: hinc erit y minimum -- —
j#—

—

— laVa- 17 =-0,0254372 j. Pofteriori cafu

,— y, JJl— 48 V* -4- 73 — 34^ 2V2)
Jx *, (4 3Va) 3

. (4 3V2)3 »

cuius valor ob numeratorem affinmriuum. & denomi-
natorem negariuum crit negariuus, ideoque y fiet maxi-

4+3V2 ,/mum ~
-fZfvl

**Va—17:=— 33,37056274.

Qui valor etfi minor eft quam prior minimus, tamen ide

o

eft maximus, quod maior fir conriguis proximis, qui ori-

Pfffj no.
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unmrv£loco
f
M

vsuores quam —n fubihtuantur. Cum igitur k a in-

ter Uiriites

^
8c ^ ^ntfeeafarV rtprobd3o [

tur hoc modor y
. • ;;tnh*:,:.T

(. ;»V.v- :

v ‘ a *

Ci xzz ± fit J=“=- 0.028J
^ u I 1/ Ti 1*1 M 3 / .3

fi ^= V2 fit rr; 2V2-17ZI— 0,0294 minimum
•' S X= 1 fit >=--5- =-0,0285

2 31 .

- .• M
2 a

r.A
- fi fit ,y dz>--3j - -- “ < (urol

-r •; --5; ,.}
v.. _ 7 . r .. _

fi
2- —-V2 fit j 33,970:- maximum

r. *=-4 At

r: •

T
- E X E M p Jf V M- * Elf.^ f ^ • • •

^
..i. ;l. .1 7; p - L

' cj"*

lnuenire cafus, quibus formula -r—

—

fit maximum
-

tn: :“ r - ,.-*j c*;:=‘T rxxrHrX*»rtfr

»r/ minimum. . .

JfJr—*+1 , dy 2XX—4X
Ponatur «

,•:
S^tuW}r„^=.p i!Cntv^

,

:

. /V' .4
[iiv :t

*:z:o vel x— 2'. pnori cafu fit ideoque

erit y maximum ~— 1. Pofteriori <afu x ~ 2 fit

ddy 20 :n ' f.usoni-!! ,*. Tv
‘

r Q~—
,
ldeoque y miwmum .cciamfi illud ma-

v. i i - - ximum
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ximum minus fit quam hoc minimum. .Probacio pate-

bit ex his
r

pofitfonibus

~

'
'' ‘ '

^ / _I

'

___ I?.

fi .<= o; . .
j=-V maximum

r i 7
ct. + — 5 .

• • --a?
—
-y

fi *Z=2-- ent 7 rz —
3 .v v -t t ‘I

fi *=i 7—- «0.J?
7 f.~— *X

main

_

71 - x 3 .

CB{ ~ minimum.

fi x =2+|

;

Quod outem,’ fi‘ponarur $ $r fiat j Z3+

,

ideoque

>->i, caufieft, quod inter valores ipfius *, o & 1 con-

quxcatur, yp*, qup_fit j rz 057
.j . I
—

• : ...

fv.)

... .. e_xe,m.plum vi„ .* Vi
. :

X
'

T + X : - •

Quaerantur cafus^ quibtu. hatefrattio———— fiat maxima

— . .. vclmmiauL-.,

Pofito
!jf^4fe£~-2 erit £=-i^ii2-+i
:<V’ f "-Jr+I v, Cr^-jrxf !)•

^
a>>-4- —-24** i£.rT-4-iT2.r

Habe-dx% ~~_ fix<—xx-f-iy
bimus e’rgo hanc aequationem : 4xr—irro,

qUae refoluitur in has duas : xx-t^zo 8c .r4 -f j-ra +i~o,
quorum ilKuS' radices 1; haec

vv\, vero
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T. :

i: r. UUi -f '

:

vero refoluta dat - L=— ex qua twlfe t».

dix realis emergit. Dyarum igicur radicum inuen^rum

, . ddy—'-
' ‘ J

' f
.

prior &C1C
fai
— a

,

c ^tpptttca.jy oiaxi*

** * 1 ddy y
*'

mum = *; altera radix *=><-« fecit 4-8 ac

propterca y minimum ——”“2.
* * v i* • rv

- r~ : ::ii ;—

"

exemplum v.

JfewmrY cdfrs, qnihus hate Jru3io-~~Zj±T ^ w<m'

W7J/W7 r*/ Minimum.
. t. ft

, ' ——v. * \
'

, . .*3 at . Vv ,
ar-

ff 4-4y4 4-4**-K
vpofito ^-

-r4_^vT’
«*

ddy_ 8Jr» **7 18^4-ao^l;. autem
IT'- (^—**4-,)*

-o, quae diuift

>4-1 dot *— 3 *
s4- x—<V haecque vlterius

&
dy

dx
per xx -t— * -

refoluitur in xx x— r=o & **4“*

vnde fequentes quatuor oriuntur radices reales
’. n.r

i0
c;

x= °«

0^

I. x=_

in. *=- «4-Vf .

i .
IV. x=-

•4 a ....

r

—

2

Quae cum omnes in aequatione x* - 3 xx4-*:—- <»

contineanmr ,
pof$o x* 55 3**T*“-X fict pro oninibus

ddy
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ddy s*(i o - ao xx) s(i-txx) __ i(t-ixx)

dx*~ 8*“ 2 X s —*x(ixx-l)
*3—x — xx—1

& y —

—

— — ——

«

y 2 XX 2X

Pro duabus autcm prioribus ex aequatione xx rr *-f- *
...

ortis erit A(2X+l
'> — <2X+ 'l & y= i.^ 1 ““ a m/amJ »» /'ffl ^

2Jr(3*+a) a (j* + 3 )

.. r i +V 5 dJy — j (2 + Vj)
Prima iguur radix jt _—— dat ^ ~

I1 + yyy >

i—v 5

ideoque eft y maximum. Secunda radix *=—— J
dat

dJy— ,!

—— ?(V$- 2 ) ideoque y~i
dx*~ il-sVs

. t,

jVs-n ’

erit quoque maximum. Duae rcliquae radices dant

y~— i minimum.

266. In his igitur exemplis exploratio, vtrum va-

lor quispiam inuentus maximum an minimum producat,

clV

facilius inftitui poterit: cum enim fit ^=o, valor ter-

mini til
, eius aequadonis radone habita, fimplicius ex-

dx *

p
primi poterit. Sit enira-propofita fraftio y~

-qj
cum

fit Jy= Q-‘r~
(

~l
, & QyP— PrfQ= o; «it

ddy- _,^0.^-p^q)

.

At

vero ob Q^P—:PdQzz o hie pofterior terminus euanes-

-. ..

* Gggg cit
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, . , , QJP—PJQ)_QJJP—P^Q
cit, eritque <*»= ~ Qj^

= ^ gr~- J

Quoniam vero iudicium ex huius termini valore due affir-

matiuo fiue negariuo peritur, denominator autem per- _

petuo fit affirmaduus
;
ex folo numeratore negorium ita

confici potent
, vt quories QJ dP — P^Q^ feu

Q.^P^__P;/Q

)

fuerjt affirmariuum
,
minimum pro-

nuncietur, fin fit negatiuum maximum. Siue poftquam
* <2y R

inuentum fuerit -f-, cuius forma erit huiusmodi ~ ,dx Q&»
tantum quaeratur ~

;
& quae radix huic expreffioni

valorem affirmariuum inducit, ex ea proueniet minimum,
& contra maximum.

267. Si denominator fra&ionis propofitae fiierie

quadratum feu aldor poteftas quaecunque, ita vt fit

y = Q*> fiet *y — ——qjti
—

-

1
& p°fito

Q«^P— »P</Q „ dy R 0

-J

-—- = R
. « £- Qi+. *

& maH™
minimaque determinabuntur ex radicibus aequationisRro.

Cum deinde fit ^= <VR^f '>££2
, ob R=0 ,ax

fiet
; cuius valor affirmaduus indicabit

minimum, negariuus autem maximum. Perfpicuum au-

tem eft, fi n fuerit numerus impar, ob fcmper affir*

mau-
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matiuum, iudicium ex folo perfici pofle
;

fin autem a

Ponamus

P-

fit numerus par, adhibeatur formula

autem porro proponi huiusmodi fratHonem
-q^
— y ,

erit dy= v ^ Q»+« > fi lta(
lue Ponatur

otQ_£P--«R/Q _ aeqUacionis R — o radices indi-
dx

cabunt cafus, quibus foncHo y fit vel maximum vel

_ . .
- dy _ P"-*R

minimum. Cum lgitur fit erit

:

dx
+ddy p ,*-a Rr(ffit—

o

Qyp— 0+0 p^q] .
p— »</r

Qn -+-1

ddy _?m~ ldR
Q^-H

& ob R= o, fiet 5
q^e infuper per

P
2ft

. . . ....
quodcunque quadratum — diuidi poteft, ad iudicium

abfoluendum. Praeterea vcro quoque aequatio Pzro
dabit maximum vel minimum, fi m foerit numerus par

;

Q»
atquc fimili modo formulam inuerfam

p w
fpe&ando,

prodibit maximum vel minimum ponendo Q^zo, fi n

foerit numerus par, vri fupra §.257* oftendimus: hie au-

tem ad maxima vel minima hinc oriunda non refpici-

mus, fed tantum ad vfum methodi explicandum ea inda-

gamus, quae oriuntur ex aequatione R ~ o.

- - G g gg 2 EXEM-
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EXEMPLUM I. .

C Ct
|
T ^

Proponatur fraclio ^ ^

-j
—

quae ->
quo cajit fiat

maximum vel minimum
,
quaeritur.

Tft {— £ X‘')
W

Pofieo y—
[

~Jjp. > Prim0 quidcm patet fore

y ZZ o fi x & jy zriz) fi x ~
: quorum ca-

fuum illc dabit minimum
,

hie vero maximum
,

(i m

& n fuerinc numeri pares. Praeterea vero erit:

Tx
»«J], ideo-

que Rzr (>»-»)£<?.*• -f- «£y— »aj. Quare pofito

R — o
,

crit ar zr —TpT~ . Deindc ob
* (m— n)bo

JR— — (m-n) £

8

,
dirpiciendum eft, vtrum

P"-»JR CT *-ig"+i z^qJ-gyN JR
Qj-H dx b»+iJ"-i V m — n J dx

fit quantitas affirmatiua an negatiua? priori cafu formula

propofita erit minimum, pofteriori maximum. Sic fi fueric

= *“ = f > ideo<!ue fonnuh

(x-h2)»
^et m^n*mum

>
fi ponatur #z:o. Sin autem fit

y “(•* +
O** Cnt

Q.’-W* «-+* CtO »

&
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& x— ”~b” . Cum autem m Sc n ponantur nu-

v . n m ’

meri affirmatiui, iudicium petendum erit ex formula

(n— Hi) (*-») feu (a— ar) (m — n). Si lgitur merit

» > »»
,
valor emeus x zz

^
Temper dabit maxi-

mum: fin autem fit a <J wr
,
numerus m—n par dabit mi-

nimum, at impar, maximum: fic “et maximum

_ . 6
3 27

pofito xzz-s m

,
enim

EXEHf IUM II*

Vroponatur formula y—
[

x~x)«

dy _ (i-4-*)
a

dx (i-j-xjr) 1Erit £ (3—4*

—

xx)
}

P— « __& qWT« ' dx “
(i-+-*y

T (2X-f-4),

vbicum (1—f-jr)* & (1-4-jrr) 3 Temper habeant valorem

affirmatiuum ,
iudicium relinquetur formulae —*— 2,

quae fi fuerit affirmatiua minimum ,
fin negatiua maxi-

mum indicat. At vero ex aequatione'3—4*—xxzzo
fequitur vel x zz— 2 — V7 vel xzz— 2—1/7* Priori cafu

fit -x-izz-V?, ideoque fra&io propofita erit maximum,

pofteriori vero cafii minimum ob — x— 2 ”—(—1/7.

Pofito autem *zz--2-+-V7, erit l-t-x^z— 1-HV7,

& x -f- xx= la— 4V7 ,
vnde

GgggJ y—
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y n/ *?+7v7
~ 2,2 2 0 .

Pofito autem X—-2-V7 fiet >— —-0,0950.
x 6

a *8. Dantur etiam funfriones irrarionales & trans-

cendences
,
quae proprietatem fun&ionum vniformium

habent, & hancobrem maxima & minima eodem modo
inueniri pofliint. Radices enim cubicae & omnium im-

parium potefiatum reuera funt vniformes
, cum nonnifi

vnicum valorem realem exhibeant : radices autem qua-

dracae atque omnium poteftatum parium
, etfi reuera,

quotics funt reales, geminum valorem indicant, alterum

affirmatiuiun alterum negatiuum, tamen vnusquisque fe-

orfim lpe&ari poteft, hocque fenfu etiam maxima & mi-

nima inuefh’gari poflunt. Sic fi y fuerit funcfio quae-

cunque ipfius etfi Vy geminum habet valorem tamen
vterque feorfim tra&ari poterit. Scilicet ~\~Vy maxi- \

mum vel minimum habcbit valorem
,

fi y talem habue-

rit, dummodo fuerit affirmatiuus
;
quiaalioquin Vy eua-

• deret imaginarium. Vice verfk autem — Vy fiet mini-

mum vel maximum ,
iisdem cafibus

,
quibus -f-Vy fit

maximum vel minimum. Poteftas autem quaecunque
m

y", iisdem cafibus fiet maximum vel minimum
,

fiqui-

dem n fuerit numerus impar
;

at fi a fuerit numerus

par
,

ii tantum cafus valent
,
quibus y indliit valorem

affirmatiuum: hisque cafibus ob ancipitem valorem gemi-

na prodibunt maxima vel minima.

269.
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169. Quoniam aequatio cEfferentialis
,
quae ex po-

teftare funftionis ym nafcitur, eft cuius

m

radices fimul cafus, quibus poteftas furda y* fit maxi-

mum vel minimum, indicant, ad hoc indagandum duplex
Jy

habetur aequatio, altera y
m~ lzz o, altera ~— o, qua-

rum ilia abit in y~ o ,
atque turn folum maxima & mi-

nima exhibet, fi m— 1 fuerit numerus impar, feu fi m
fueric numerus par, ob rationes §.257. allegatas. Qua-

re cum n fit numerus impar, fi m fuerit numerus par,

fi numcros pares per 2p & impares per 2 1— 1 indice-

mus, funftio y
2^‘^2V ^ euadet maxima vel minima tri-

buendis ipfi x valoribus, quos tarn ex hac aequatione

yzz o quara ex hac ^— ° adipifcitur. Sin autem m fit

numerus impar, runcbo y

turn folum fit maxima vel minima, cum loco -*• fubftituitur

dy
valor ex hac aequatione Ac pofteriori quidem

cafu y maxima & minima tanturn proueniont,
Jy

fi y ab inuentis ex aequatione ~ o valoribus, affir-

mariuos recipiat valores.

*

270. Sic ifta formula x7 fit minimum
,
ponendo

xzzo, propterea quod hoc cafu x* fit minimum. Nifi

au-
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sutem formulam x1 ad formam x* reducamus, methodus

ante cradita hoc minimum indicaret; propterea quod cafu

x= o, temum fenei

vnde indicium pen debet
,

praeter primum omnes
2 m •

fiunt infiniti. Fa&o enim y zz x7 erit :

dy_ a
. .

d_h—±± . &c
dx T ’ dx% f ’ d*3

- i ’

$xT sx *7x

dy 2
Hinc neque aequatio ~ — —-~ o oftendit valorem

3*T

x zz o, neque termini fequentes rationem maximi mi-

nimiue indicant. Cum igitur aflumfimus feriem

y+ fieri conuergentcm,

fi w ftatuatur quantitas valde parua; ii cafiis vtique me-

thodum generalem effugiunt, quibus haec feries fit di-
2

vergens, quod euenit exemplo hie allato y~xT
, fipo-

natur xzzo. Quamobrem his cafibus ea redu&ione,

qua ante vfi fumus ,
erit opus

,
quo expreffio propofita

ad aliam formam reuocetur, quae huic incommodo non

fit fubie&a. Hoc autem tantum paucifllmis cafibus vfu

venit
,

qui in formula y 2v— i continentur, vel ad

earn facile reducuntur. Sic fi requirantur maxima mini-

maue formulae y zv— i exiftente a fun&ionequa-

cun-
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cunquc ipfius x
,
inueftigetur forma hacc y

2
**

z
2 M 1

,

quippe quae iisdem callbus fit maxima vel minima, qui-

bus ipfa propofita.
.

.

:
' 271. Hoc cafu excepto, qui iam facile expeditur,

fun£Hones, quae continent quantitates irrationales, eodem

modo quo rationales tractari , earumque maxima & mi-

nima determinari pofTunt
,

id quod fequentibus exera-

plis illuftrabimus.

EXEMPLOM I.

c Propofita fit formula V(aa-+-xx)— x, quae quibus

cajibus fiat maxima vel minima
,
quaeritur. ^

Polito *, erit g=F^__, ,

Fa&o ergo ~ ir o
, erit

:

&
andJy

dx 1 '

,
- - ddy

x~V(aa-t-xx), ideoque x — in, ac fit j^~o. Si-

mili vero modo fiunt fequentcs termini
;
&c.

omnes rro
;
ex quo iudicium incettum relinquitur, vtrum

fit maximum an minimum ? ratio eft quod reuera tam

fiat x“—'00, quam x~ -+- 00 . Interim ponendo

x” •+- c/3
,
ob V(aa-{-xx)ZZx-{-^, fit yzz o, qui

,
it-

valor omnium eft minimus. .

* Hh hh EXEM*
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, ,
E X E M P.L U M II. ... .

<
' ;

• 1

Quaerantur cafm
,
quibus hate forma V(aa+2bx4-nixx)-nx

fit maximum vel minimum.

PofitO y~V(aa -f- ibx-\~ mxx) nx, erit

:

dy b-\~mx i
~'-rz r

—7—• : — », quo facto =ro, enc:

bb —f- 2 mix — m mxx~ nnaa —f— a nnbx tnnnxx.

feu xx
2 bx (nn m) -4— nnaa bb

,
ideoquemm mnn

XZZ (nn m)b+V [mnn(m nn)aa nn(tp— tin) bb"]

m (m nn) v''*

r b
. « m a a bb 1

, -
flue x — it: — V : vnde fitm m m ««

, , ,

* b-\~mx .^,maa bb
V (aa-\-zbx-\-mxx) ~ ~ H~ V .

. n m nn ,,
S • ••• • /j

Cum igitur fit ^ —

—

rn aa -— bb
ent:

(aa-4- zbx-\- mxxy
man bb zb (*» V (m nn)

Y(maa bb)

>
:

. v •. *!iU

ddy

dx 1 * fmaa— bb'\\

V m nn J
> T*/* /» • *71 11 TJ • /ti • • %
Nifi ergo ruerit

^ ^ quanutas amrmatiua, maxi-

mum minimumue plane non datur. Sin autem fit quanti-

tas affirmariua, fignum fuperius dabit minimum fi m > »»,

maximum vero fi m < « * ; contrarium euenit, fi fignum

inferius valeat. Si ergo fit
(

w~2
,
a^r, & fcn0

,
formula

V(aa
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I (t

V(m-\-2xx)-x fit minimum ponendo xzn\ — Vwzz-r-

at maximum ponendo Erit ergo minimum
V2

= *v* ~T^h ’
& maximum ~ aV2^T*—v*

* ''
i TT.

f
vi8 ~ vr do ®A —

r

EXEMPLUM HI.

Quaeravtur cafus ,
quibus haec exprejfto

^ ( i -f- mx4
)
-4- V ( i— nx4

)

fiat maximum vel minimum.
’AH

Cum fit — in x- nx i

fiet

-’
***

(i-h***4 )^ (*

—

MX3 (i-8*4)^~Bjr3 (i+ot*4)^, ideoque « 4 (i-».r 4
)
3zi

» 4 (t — ot * 4
)
3

,
feu « 4 — «J 4 -|- 3»;« (» 3 -|-ot 3

) .V»

3 ot
1 »* (« a

w»
4
) * 8 -4- « 3 » 3 («H-w) Jr

IJ Z:o.

Nifi ergo haec aequatio radicem pofitiuam habeat pro

,v 4
}
maximum minimumuc prorfus non datur. Quia

haec aequatio generalicer commode refolui nequit, fiet

4 jL 3 3
tn

s— r t
m— jym i n-\-\/r/in 2—it

enim *' ‘CU ^ ~ »»

ponamus pro cafu fpeciali m — 8 » ,
eritque

— 409 s —I— 24.S 1 3 «-v4 — 3 -6 3 - 64 n
2x 9 -+- 9 -S 1

2

w 3* 1 a=o
feu s 12 » 3 .r

,a 1344 »*** -H * 3 f8
»*4

45 5 =

o

ponatur %nx*—%, erit a 3— 21 a 1 -}- 171s—455=°

quae diuiforcm habet a— 5 ,
alterque factor erit

:

Hhhhs w-
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zz— 165 — o radices continens imaginarias.
*

' ’
.

* 4 ~

Erit ergo tantum * zr 8 nx* rr j ,
ideoque x— V —

8«
4 ’

.it 4
qui valor reddet expreffionem V(i-j-8«*4)-4-y(i-»*4

)

maximum vel minimum. Quorum vtrum eucniat? quae-

ddy \mx

x

' inxx .

ratur j-j— — 7 At ob w— 8»,aX
(ifmx*y (1 -»*4 )*

pofto ,«= f, erit P; = C-¥ =
agonorjf . 4 _— £—__ ideoque negaauum, ergo fiec y(i+8»*4

)
«*

1

4 4 f

-4-V(i~»jr4
) maximum pofito xzzV-^-. Erit vero hoc

8 n

4 4 3 3^maximum “ V6-4-V — — —— . Si loco nx* pona-

mus «, patet hanc expreffionem V(i-\-8u)-±-V(t— u)

fieri maximam
,

pofito u— -
,
huncque valorem maxi-

,
* O

4

fore zz^-zz 2,347627. Quicunque ergo valor

praeter — pro « fcribatur
,

expreffio minorem accipiet
8

valorem.

mum

272. Simili modo maxima ac minima determina-

buntur, fi quantitates quoque tranfcendentes in cxpres-

fionc propofita intint. Nifi enim fimftio propofita fiie-

rit
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rit multiformis, atquc aliquot eius fignificatus fimul con-

fiderari debeant, radices aequationis difierentialis oftcn-

dent maxima vel minima, niii afluerint radices acquales,

quarum numerus fit par. Hanc ergo inueftigationein

in aliquot excmplis declarabimus.

EXEMPLUM L

hturntre vumerum
,
qui ad funm logarithmum

ininimam teneat rationem.

Dari huiosmodi rationem minimam — inde patet,

quod haec ratio tarn pofito x~ 1
,
quam x fiat

• • • lx
infinita. Viciffim ergo habebit fra&io — alicubi maxi-

t
,

• * "

mum valorem, eodem fcilicet cafu, quo ^ fit mini-

lx
mum. Ad hunc cafum indagandum ponatur y~ ^

,

fietque zzz ^ . Quo nihilo aequali pofito
X X x x

erit lx — 1
,
& quia hie logarithmum hyperbolicum

afTumfimus
,

fi e ponatur numerus cuius logarithmus hy-

perbolicus (it ir 1 ,
erit a- ~e. Cum igitur omnes lo-

garithmi ad hyperbolicos in data fint ratione, erit in

quocunque logarithmorum canone ^ minimum, leu —

maximum. Quoniam in logarithmis tabularibus eft

lx
It ~ 0,434254481^) fra£tio — perpetuo erit minor

H h h h 3 quam
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4342944819 r 47 ,

^uam rrM»7« ;V fcu pro”"' ,
^
u'ra, w l

.

n^uc *
lus datur numerus, qui ad fuum logarichmum minorem
teneat rationera quam 30? ad 47. Efle autem hoc

fix
7

cafu ~ maximum inde patet, quod ob ~ —
XX

ddy a (»-/•*)
fiaC 7x'~~ V'

~ ~^T—^ = “ jj, propter 1-lx

zzo, ideoque negatiuum.

EXEMPLUM II.

Inucnire mmerurn x, vt haec poteftas x i: *

fiat maximum. . . .

Dari huius formulae valorem maximum inde patet,

quod numeris loco x fubfticuendis (it

i ,:I ZZ r,ooooocr

:• • a*{* ~ 1,414213 \ ..

3
,:} = 1,44225°

4I; 4 — 1,4x4213 '
. :

- • V- ‘
:

Ponatur ergo x “j, eritque ~ ~

Quo valore nihilo aequali pofito, erit / 1 & xzzze
y exi-

ftentef~ 2,718281828. Et cum (it lx )-—

,

ax xx

ent
ddyZZ— x,: xl

' x X1 *

Jx ®
—3- ~h (!-/•*) d.——-—obl-/jcro.

4T3-

ddy
Quare cum (it quantitas negatiua, fiet .*•«:* maximum

l ; •,
. . t - cafu
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cafir xrze. Cum autem fit e := 2,71828x828, reperitur

fore e* rr x, 444667861 009764, qui valor obtinetur fa-

cile ex ferie e'zz 1 -f- — H— —^--7-+-&c.

Hoc exemplum qnoque ex praecedenti refoluirar: fi

enim fit x l:x maximum, quoque eius logarithmic, qui

/jf
• -

eft —
,
debebit efle maximum

;
quod quo fiat, debet

effe xzze, vti inucnimus.

exemplum irt.
'

'

' Iuuenire arcum x, vt Jit eius Jims maximal

vel minimus
1 ,

—
Pofito fin *Z]i eric

~
cofr, ideoque cofx zro, vnde

prodeunt fequentes valores pro x t zt -4- dt ^-&c.

Fit autem — —— fin x. Cum igitur hi valores

pro x fiibftituri dent pro fin x vel H— x vel —— 1 ,
illi

erunt maximi, hi vero minimi, vti conftat.

EXEMPLUM. IV.

Inuenire arcum x, vt rettaugulum x. Jin x

Jiat maximum.

Dari maximum inde patet, quod pofito vel x“o vel

x i8o° vtroquc cafu re&angulum propofitum eua-

nefcat. Sit igicur yzzx fin*; erit^zrfinar-h-^cofr,

ideo-
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ideoque tgr—— at. Sit a— 9o° 4-», erit tg JtrS-cotff,

ergo cot a =r 90 -f a. Ad quam aequacionem modo fu-

pra tradito refoluendam ponatur a ~ 90-j-M-cot a, fitque

/"valor arcus a quae fitus. Cum fit dz zz >

du fin

erit p i+fina*’

. 2 </a fin acofa -

dP=-T7Tn^r-y ldeocluc
(1 +fin«) J

dp 2fina 3 cofa
__

6</afin a a cofa 2— 2 </» (int4

dz ^ (i + fina 2
)
1 5 ^ (i + fina*)J

!2</afin a4 cfa* p fV— 6 fin a4 cfa 2— afina*

(1+fina 2
)
4 * (i + lin«*)4

12 fin ag cofa2 6 fin a4 — i4fina*+ 4fina»

(x-ffina 2
)* (i-ffina 2

)
2

Ex qui-

bus eritfzzu—pz-\-\q%z— frs J -f-&c. Ponatur,

poftquam aliquot tentamixiibus proximus ipfius / valor

eft dete&us, a= 26°, ij 7
,

erit 90-huzz n 5 », ij',

& arcus cotangenti a aequalis ita dcfiniatur:

A / cot « rr 10, 3070250

fubtrahatur 4^85 5749

5,6214501

Ergo cot a 1= 418263, 7"

feu COt a ” 1 16 °, 1 j/
> 3tV*

vnde a ~ 3
/
>

— 236, 3^.

-“-I •

'

lam
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lam ad valorem termini p* ihueniendum, ifte infh'tua-

tur calculus :
' l

:

«

. ,/finar: 9,6457058
• * _ |

'/fin a* ~ 5,291411^ !;*•!»

. . /

rr j, 19561

/(i + fin a*) rr 0,0775895

\ Ip == 9,213822*

J
*

'= . *,3734*37 .

,

»? ‘
'

: » *

//a =r 1,5872858

Ergo pp — 38,6621 fecundis

feu - . 38", 3S»
//y

, 43 y///

ab a tz: 26°, 15*

fiet f~ 26°, 14'
, 21", 2o///,i7^

& arcus quaefitus jrniS
, 14 , 21 , 20 , 17

. . .... fin a 3 cofa . _

Ternus vero terminus Ifsazr^— -%% mfuper

addi debet.

Cuius valor vt inueniatur, vnum a in partibus radii

exprimi debet ,• hoc modo :
- - -

Till /*"—
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add.

l%" 5= 2,3734537

4=5853749

add. •

add.

7,0550385
. fin u* = '-W.8,8

5453244

/fin a ~ 5, 54570S8
> • •

/cofa 5,95 47308

8,2447500
* \

fubtr, /(i-ffina*)9 ~ 0,1551750

Ergo

feu

l\qz% Tt 8,0853810

\qZZ “ 0,012251

| qzz “ 44//if/

, I

>? ti,

Vnde & hoc termino adhibito fiet arcus quaefitus

* X “ I 1

6

°, 14', 2 l"» 2I //;
,
o/«/

maioribus autem logarithmis adhibiris reperitur

x rn 1 1 6°, i4/ *_2x//
,
ao'", 35"", 47/////

-

CAPUT
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C A P U T XI.

DE MAXIMIS ET MINIMIS FUNC-
T10NUM MULTIFORMIUM PLURES-

QUE FARIABILES COMPLEC

-

TENTIUM.
, . . • • 1

273.

Si y fuerit fun£Ho multiformis ipfius x
y ita vt pro

vnoquoque valore ipfius x ea plures obrineat va-

lores reales
;

turn variato x plures illi ipfius y valores

ita inter fe conne&entur, vt plures feries valorum liicces-

(iuorum repraefentent. Si enim y tanquam applicatam

.lineae curuae confideremus, x exiftente abfcifla, quot y
habuerit valores reales diuerfos, totidem diuerfi eiusdem

curuae rami eidem abfciffae x refpondebunt: atque hinc

illi ipfius y valores fucceffiui
,
qui eur.dem ramum con-

ftituunt, cohaerere cenfcndi font; valores autem ad di-

verfos ramos relati erunt inter fe disiunfH. Tot igitur

feries valorum cohaerentium ipfius y habebimus, quot

diuerfos valores reales pro quouis ipfius x valore rece-

perit; atque in qualibet ferie valores ipfius y, dum x
crefcens aflumitur, vel crefcent vel decrefcent, vel poft-

quam creuerint iterum decrefcent, vel vice verfa. Ex
quo perfpicuum eft, in unaquaque valorum cohaeren-

tium ferie aeque dari maxima minimaue, atque in fun-

ftionibus uniformibus. ^

..1 . .
•.

Ii ii 2 274.
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620 CAP U T XI.

274. Ad haec maxima minimaue. determinanda

eadem quoque methodus valebit, quam capite praece-

dente pro funftionibus uniformibus tradidimus. Cura
enim, fi variabilis jr incremcnto w augeatur, fun&ioy perpe-

... r &Jy U) 3d3 V _
tuo recipiat hanc formamj +—- -|—~ -h ^-3-; +&c.ax 2 ax* 6 ax 3

neceffe eft vt cafu maximi minimiue terminus eua-
d x

d y
nefcat, natquc ~ —

o. Radices ergo huius aequatio-

• d y '

nis -r rr o eos ipfius jt valores indicabunt, quibus in

fingulis valorum ipfius y cohaerentium fcricbus
,
maxima

minimaue refpondeant. Neque vero ambiguum erit,

in quanam valorum cohaerentium ferie detur maximum

minimumue. Cum enira in aequarione ^“o ambae

infint variabiles x & y, valores ipfius x definin' ne.

queunt, nili ope aequadonis, qua relatip fun£Honis y
ab x continetur, variabilis y eliminetur

;
antequam au-

cem hoc fit, peruenitur ad aequationem, qua valor ip-

fius y per funftionem radonalem feu vniformem ipfius x
exprimicur. Hinc inuends valoribus ipfius x, cuique re-

fj*ondcns valor ipfius y reperictur, qui erit maximus vel

minimus in ferie valorum fucceffiuorum cohaerendum,

ad quam pertinet.

275. Iudicium autem
,
vtrum ifti valores ipfius y

fint maximi an minimi? inftituetiir eodern modo, quem
ante
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ddy
ante indicauimus. Scilicet quaeratur valor ip(ms fi-

nitis tcrminis expreflus ,
in eoque loco jt fubfticuatur

vnusquisque ipfius valor inuentus fucceflive
,

fimul

autcm pro y ponatur valor, qui ipfi pro quolibet ipfi-

us x valore conuenit
;

quo fa&o difpiciatur
,

vtrum

expreflio adeptura fit valorem affirmatiuum an

ncgatiuum ? priorique cafu minimum
,

poftcriori vero

ddy -

maximum indicabitur. Quodfi vcro & euanefcat,

d3y
turn procedcndum erit ad formulam ~

3 ,
quae fi eo-

dem cafu non cuancfcat, neque maximum habebitur

d* y
neque minimum: fin autem quoque euanefcat, iu-

•• •

* y
dicium formari oportebit ex formula eodem mo-

dd
X

do, quo ratione formulae praecipimus. Atquc fi

quoque quopiain cafu euanefcat, ad differentiale

quintum ipfius y erit progrediendum
:

perpetuo autem

quousque progredi neccffe fuerit, iudicia ex differentia-

libus ordinum imparium fimilia funt illi, quod de for-

y
mula -r4 dcdimus. His fcilicet cafibus in formulis

dx3

&c. eousque erit pergendum, quoad

iti
Ii ii 3 per-
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622 CAPUT XZ

perueniatur ad talem, quae propofito cafu non eua-

nefcat
;
quae fi fuerit difFerentialis ordinis imparis

,
ne-

que maximum neque minimum indk&bimr, fin autem

fuerit ordinis pans, eius valor affirmatiuus minimum,

negatiuus vero maximum innuet. 1

' ' ' * ' r

;

F '"~ 1

q
'
Tj :Mv .

*
%\

27 6. Ponamus funfh'onem y dcterminari ex a* per

aequationem quamcunque
:
quae aequario fit difference'

tur, induet huiusmodi formam Pdx-\- QJy^o. FaQto
u y * P

ergo j~x — °5 erit q^° ideoque vel P~ o velQjrco

.

Pofterior quidem aequatio, fi relatio inter x 8c y expri-

primatur per aequationem radonalem integram, locum

habere nequit
5

quia vel x vel y vel vtramque fieri

oporteret infinitam. Quare iudicium relinquctur aequa-

tioni P — o, cuius radices, feu valores ipfius x, quos

adipifcitur, poflquam ope aequationis propdfitae variabi-

lis y penicus fuerit eliminata, indicabunt cafus, qoibus

valores ipfius y fiunt maximi vel minimi. Ad iudicium

Vero, vttum.prodeat maximum an minimum? abfduett*

dum, examinetur formula -r~. Aequatio vero diffe*
, v , *<*$ )

rendalis P dx -4- Q.dy rr o denuo differenriata, fi

ponamus dV~ R^-f & dQjzz Tdx ~3r 'Vdyi
dabit (pofito dx conftante): 1

R«/j Sdxdy -\± '’Tdxdy -f- V dy* 1 —j— QddytZZO.

Cum autem iam fit ^ ~ o, aequatione per dx3 divifa

fiet R H- ideoque^ Hinc

m
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jn aequatione differentiali P</x H— Qdy-zzo, iKfferei^

rietur tantum quantitas P, ponendo y conftans
,

prodi-

bitque Rdx, turn indagetur, valor fra£Honis qui fi fiie-

rit affirmariuus ,
maximum, fin negariuus minimum in-

dicabit.
*' ~

v . ,

277. Sfc.y fimftio biformis ipfius x
,
jpiae deter-

minetur per hanc aequitnoneip yy -\~py-j-f— P-> de-

notantibus p & q funftiones quascunque ipfius x vnifor*

me$. Eric ergo diflerentiando 2ydy + pdjL+ ydp + dq

ideoque P dx — ydp -^dq. Pofito igitur P = o erit

r, - iv'.' > > - da -

y-dp dq-zz or prodibitqnc yzz— » ^mcquc y per

funftiofiem ipfius x vniformemexprimitur, ita vt, qnj-

cunque valor pro x fiierit inuentus, exeo & y valorem

determinarum vnicum acquirft. Eliminatio vero nunc

ipfius y erit fadlis; nam fi in aequatione propofifa

py py q cz'd loco y valor — iubftimatnr

,

ha-

bebitur dq* — pdpdq -j- qdp*— o, quae aequario

diuifa per dx* & refoluta praebebie valores ipfius x omnes,

quibus maxima vel minima refpondent
:

quod clariup

fiec fequencibus exemplis.

EXE m plum 1.

Propojita aequatione yy-t—mxy-f-aa-f-bx-i-nxx“©

. defiant maxima vel minima fmtfiovis y.
?

Different!ata aequatione habebimus :

‘ *%ydy -\-taxdy-+- ntydx -\-bdx lvxZarzzo
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vnde fit V ~ my -$- b-b 2 nx & - (^3 «#.

Pofito ergo P^io fiet y
~

: qui valor
• t./ * i

'

• :
' vi .

•
*

in ipfe aequatione fubftitutus dat

:

4»« .
4»b

:

b bt »• —L— — x -4—
mm . . mm...

1
wot

, , <:l—2BXX

!•
; I

i.‘,

4-
•'

»**, _4_ h x

feu

:i*.o

4 nb

x

—j— b b -f- mmaa
mmn -4 nn

vnde fie :

. . — •• H.
mb zhV \>nmnbb-\-mmn(mm— Ari)aa\

,
mmn 417a

fc«
' v — *”b±mV[nbb-\rn(mm-4H)M’\

J “ . .. n(mm 4 *) , ...

•
!

' ^ ^ ** WJW— 4 a
1 ' t 9

Turn; pofito folo x variabiii fit dP zzindx, ideoque

R=w Ac eft Q=v+mxzz±V-
r.. R zb inn

vnde rr— t77~TT1

—

7~ \—T> 011,118 numeratorY [nb

b

-f n(mrn — 4a) aay
inn cum fit perpetuo affirmatiuus

,
fi fignum fuperius

valeat, prodibit pro y valor maximns, fin inferius pro-

dibit minimus. Vbi fequentia annotari debent.
"

I. Sifuerit »»~o, ex aequatione P±io flatim fequi-
b •

. ,
J*<c ail .

j* .

tur Jr—— — , vt nulla eliminatione opus fit. Huicque va-

lori
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lori geminus ipfius y refpondetob ytz (fibb—^tnad)

quorum alter affirmatiuus eft maximus ,
alter negatiuus

minimus.

II. Si fit »”o, fit ytr-— ,
& x in infinitum excres-

cit, atque y per fpatium infinitum eundem valorem rc-

tinet, ita vt neque maximus fit neque minimus.

in. Si fit mm— 4«, erit ^nbx-\rbb mmaaZZ.0

b b -4— mm an _ b—-mx
fcu '=-^S.T- ' =—

=

2 b——mmx •xb
|

bb —j— mm a a mma a bb

m m mb mb

Huic ergo valori ipfius x:~ —
^

alter ipfius y

, . - , mman—bb . . ...
valor, qui relpondet —r

,
ent maximus vel mim-

mus. Quia autem, vt ifte ipfius y valor prodeat, in expres-

„ mb+-zV [nbb-\- n(mm 4 ») a ti] _
fione y= — i—L fignum

inferius valcre debet, erit valor ipfius y minimus.

•EXEMPLUM IL

Propoftta aequat'tone yy—xxy-f-x—

x

J= o defittirc

valores ipfius y maximus vet minimos.

• Differentiata aequationc prodit

:

tydy -—xxdy—— a xydx -+- dx 3 xxdx — o.

M , K k k k Fit-
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Fitque P = r —r- 3 **

—

2 xy & Qj=r 2jt— XXk

Quare pofito P “ o , crit yzz
**X

; ideoque hoc

valore fubftituto :

1 3 sxx x 3
-\ *

f- — x 3 -4- x— x3 ~ o
4xx 2422

feu 1— frx-f-24: 3 -f-9Jr4 -4-2x j— o. Cuius vna radix

eft xzz-i, cui refpondet y
~

1. At pofito.? conftante

fit R— 6* 2y> ergo quod cafu

x—-i & y— 1 abit in —4, ita vt valor ipfiusjrm

fit maximus. Ipfi x~—i autem geminus valor ipfius y
refpondet ex aequatione yy—y~ o : alter ergo eft y~ o,

qui neque maximus eft neque minimus. Quodfi aequa-

tio ilia quinti gradus per *-4-1 diuidatur, prodit aequa*

do, cuius radices fimpliciter exhiberi nequeunt.

e x e m p l u m in.

Sit propofita haec aequatio
: y y 2 x xy•+• 4x— 3

“ o

ex qua maxhni minimiue valores ipfius y
requiruntur.

•

Per differentiationem ergo prodibit haec aequatio

:

zydy -4— 2 xxdy —f— 4 xydx *4“ 4*/ .vino

Fa&oque — zr: ° crit xy -4- 1m o
,
ideoqueyzz— - ,

qui valor fubftitutus in ipfa aequatione propofita oritur,

-L — 2 x -4- 4-*
1— 3m a zz 2 x3 •— 3** -f- 1

xx
' * cuius
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cuius radices funt ~
1 ;

x — 1 ;
& * rr — i-

Q
n dy 4 *y.— 4 ixy—

a

uia nunc eft -f zr — »

dx zy-\-2xx jy-f-a-jr

d d y 2 y
erit differentiando —j — — —

,
pofito y con*

ftanti ob dyzz o & fa&o xy -f- r ~ o. Quare ifti va*

lores ita fe habebunt

djy
dx*
C/3I

X

I

3

y

1

1 C/3

— 16— pro maximo.
9

d dy
Quoniam pro radicibus aequalibus fit c/2

, vtrura

hoc cafu maximum an minimum prodeat? non determi-

natin'. Quia autem fimul fit y x xn o
;

nequidem

hoc cafu erit — o
;

ob P“ o & Qzz o in fra-

dy P • •

Qaone ™ ZZ — q ;
quare cum pnmaria proprietas

defit, neque maximum nec minimum habet locum.

Indicatur autem hoc cafu *“ 1, ambos ipfius y valores

inter fe fieri aequales. Quam indolem infra fiifius fu-

mus expofituri, cum ad vfum calculi difterentiafis in

doftrina de lineis curuis perueniemus. Etiamfi enim

haec materia & hue pertineat
5

tamen ne earn bis at-

tingere opus fit, earn totam fequenti tra&ationi refer-

vamus.
Kk kk 2 278-
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2.78. Datur vero infuper in funftionibus multifor-

mibus alia fpecics maxjmorum ac minimorum
,
quae me-

thodo hadlenus tradita non inuenicur, cuius natura ex

fun&ionibus biformibus facillime explicari poteft. Sic

enim> fun&io quaecunque biformis ipfius x
,

ita vt, qui-

cunque valor ipfi x tribuatur, pro y oriantur bini va-

lores vel ambo reales vel ambo imaginarii Ponamus

hos ipfius y valores fieri imaginarios, fi ponatur x > f,

reales autem efie
,

fi ftatuatur x </ ;
atque pofito

x —/ ambo ipfius y valores in vnum coalefcent, qui

fit y zzg. Cum igitur fi fumatur *•>/; funftio y nul-

lum habeat valorem realem : fi eveniat, vc pofito x </
ambo ipfius y valores fiant vel maiores quam g, vel mi-

nores quam g: priori cafu valor y—g erit minimus,
pofteriori maximus

;
quoniam illo cafu minor eft, quam

ambo precedences
, hoc vero maior. Neque hoc ma-

ximum minimumue methodo haftenus tradita reperie-

tur, propterea quod hie non fit
— ' ~ o. Sunt autem

quoque haec maxima vel minima generis diuerfi, cum
talia non fint ratione valorum antecedentium & confe-

quentium in ferie cohaerentium
;

fed ratione binorum

valorum disiunciorum vel antecedentium vel fequentium

tantum.

275. Euenit hoc fi aequatio propofita fuerit huius-

modi y ~p +. (/

—

x) y (J—x)q
, exiftentibus pScq

fun&ionibus ipfius ,x per/

—

x non diuifibilibus
;

obti-

neatque q valorem affirmatiuum, fi ponatur vel x—/ vel

ali-
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aliquanto maius minusue. Fiat p — g pofito -*• ~f: &
manifefturn eft, cafu x—

f

ambos ipfius y valores in

vnum y—g coalefcere
;
pofito aureirr x > / ambo valo-

res ipfius y fient imaginarii. Si igitur ponamus x ali-

quanto minus quam /, puta x —f- « ,
fanftio p abibit

oodp . u3ddp _ s . «dq u*ddqr 1 — ~&C. & q in 4-
2dx*

1 7 dxin g-
dx 2 dx 3

' -&C.

- . codp oo*ddp
vnde hoc cafu ent y — g *—

idx%
&c.

Ponamus <u mi-, /- udq
,

v'ddq c
‘ &C

V‘
nimum, vt prae w aldores eius poteftates euanefcant, erit-

que y— g— ±uVuq
5
qui valores ambo- ipfius y

mmores erunt quam g , fi ^ fuerk affirmatiuum , ma-

iores autem, fi negatiuum. Vnde valor duplex ipfius

y— g illo cafu erit maximus, hoc’vero minimus.

ago. Haec igitur maxima atque minima inde or-

tum fuum habent, quod primo pofito x—f ambo ipfius y

valores fiant aequales
:
pofito autem x >/ imaginarii, at

pofito x </ reales. Deinde quod pofito x —f- w alte-

ram membram irrationale praebeat altiores poteftates ipfius

w, quam membram rationale. Hoc ergo euenit quoque

fifuerit y—p±(J-x')mV(f~x)q, dummodofit » nume-

rus integer > o. Cum autem non folum radix quadrata

fed etiam quaecunque alia radix poteftatis paris eandem

ambiguitatem fignorum introducat; idem eueniet, fi fuerit

Kk kk 3 yz=.

\
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M+l

y~pdt: (/—*)* dummodo fit 2*M-i>am, erit ergo

(y-p)*”zz(f-x) feu (y-p)**— (J-x)»+>Q^

Quoties ergo fun&io y per huiusmodi aequationem ex-

primitur, ita vt fit 2»—|— i > 2m
}

toties pofito x—/
y
va-

lor ipfius y fiet maximus vel minimus
:
prius quidem fi fue-

rit
d

jx quantitas affirmadua
,
pofierius vero fi fit quan-

dtas negatiua pofito xzzf. Sin autem fiat hoc cafu

*P— «
'

ap . . (ti'JJp
S
-^-^ _ T . _

turn erit yzzg -
4- jr&o *

» q, Nifi ergo

2«-4-i
fit

2 m >2, neque maximum neque minimum locum

in

2 m > 2, turn y~g erit maximum, fihabebit
;

at fi

habuerit valorem negatiuum ,
minimum vero

, fi

affirmatiuum : ficque vlterius fi quoque ~~ euanefcat, .

iudicium erit inftituendum.

2gr. Si igitur y fticrit huiusmodi fun&io ipfius r
t

fieri poteft ,
vt practer maxima & minima

,
quae prior

methodus exhibet
,

etiam maxima minimaue huius alte-

rius fpeciei adfint, quae modo hie expofito explorari po-

terunt. Id quod fequendbus exemplis declarabiinus.

EXEM-
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EXEMPLUM I.
•

Determinare maxima ac minima funftionis y, quae defini-

tur hac aequatione :

y y 2 x y 2 X X I 3 X -f- X* ZT O.

Ad maxima minimaue primae fpeciei inueftiganda difFe-

renrietur aequatio, eritque

aydy 2 xdy—r 2ydx-—$xdx-\-$dx-\-$xx D,

pofitoque ^= o, eric y~ — tx-^~xx
y

qui valor in prima aequatione fubftitutus dat:

jx4 32 jr 3 —f- 42x2: ii— 242- —1— j ^ o, quae refcl-

vitur in 9xx— 14X—|— j~o & xx— i'x—j— i~of-

Pofterior bis dat x~i ,
fitque > ~i ,

vnde hoc cafu in

fraQrione ^ n 2y~>t

~
3 ~ 1— denominator quo-

que euanefcit, ficque maximum minimumue primi generis

nondatur: prior vero aequatio s>xx—14^-4- j—o dabit

x~1 & r—

—

quorum valorum ille eodem incommodo

laborat
,
quo praecedentes. Pofito autem x fit

y—- —— — Et cum fit7 a 9 54 2 7

fet ££> _ iiz£? = rH±£ .ob
dx% 2y— 2X . y —x

as_ 2 3 d_y 2y-3+4.x~3xx

dx“ . 2y—ix 9

dy~o & mune-

ratorem zz o

.

! • .

* r. Q ,
/ • •( 7%

Erit ergo , vnde hie valor
;•

0
,

d**' S ' p . l<s.

xzz
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x zz— dat minimum primi generis. Deinde cum (it

9 '

(jr-ar)*~(1— Jr)*, erit y~ x± (i-*)V(i— x)
;

ideo-

que pollto x— 1 prodit maximum fecundae fpeciei: fa£lo

enim jt~i— w, erit y ~ 1 — quorum vterque

minor eft quam vnicas, fiquidcm w fumatur minimum.

E X E- M PLUM II.

Inuenire maxima ac minima funftionis

:

y~2X-xx±(i-x) J V'(i-x).

Pro primi generis maximis & minimis differentietur

aequatio.; eritque

j-zz 2— 2x + —x)V(i—x)
ax 2

qui valor pofitus ~ o prodit primo x zz r, & cum fit

erit y hoc cafii maximum
dx* 4 . ...

*
.

• ..... .!• . Jy
I-

•

.

primi generis, fitque y~i. Aequatione vero ^—

o

per 1 -x diuifaerit 4+jV(t-x)— o feu i€~ aj—2jr,

vnde ht xzz—\ 8c Qtiare fi fignum
_ 2 J

dx

fuperius valet
,

erit y— minimum
j

fin autem fig-

num inferius valeat, erit yzz—— ,
quod maximum vi-

3125

deatur : at vero tantum fignum fuperius locum habere^

poteft, quoniam 4 +-sV(i~x) nequit efle 'zz o ,
nifi fit

V(t

. _
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Y(i-x) rr+ y. Primi ergo generis inucnimns maxi-

• 9mum cafu x~ i & j ~i, atque minimum cafu x=~

8c y~ Ex genere vero altcro maximum quo-

que prodit, fi x~ i, quo cafu fit y— t. Nam pofito

arm— w, erit y ~ i—uxu+^Vu vtroque cafu < i.

Hie itaque, fi xm, maxima duo primae & alcerius fpc-

ciei coalefcunt, maximuinque quafi mixtum conftituunt.

ag2 . Ex his exemplis non folum natura huius al-

terius fpeciei maximorum & minimorum elucet
;

fed

eriam pro Iubitu iftiusmodi fun&iones formari poflimt,

quae maxima vel minima fecundae fpeciei admittant.

Quemadmodum autem, fi propofita fuerit funftio quae-

cunque, explorari poflit
,
vtrum. eiusmodi maximis mi-

nimisue fit praedita nec ne ? id in fequenti feclione

oftendemus
:
propterea quod natura linearum curuarum

hac inueftigatione maxime illuftratur. Ceterum vero

facile intelligitur, fi fuerit y eiusmodi funftio ipfius x,

quae maximum minimumue fecundae fpeciei recipiat,

turn quoque vicifiim x eiusmodi fore fun&ionem ipfius y.

Nam quia ex hac aequatione (j— x)» — (i— x) 3
t

facto x~ i, obtinet y valorem maximum fecundae fpe-

ciei; fi variabiles y 8c x peemutentur, haec aequatio

(*

—

y )
2 = ( i —y )

3 exhibet pro y quoque eiusmodi

funftionem ipfius x, quae habeat maximum fecundae fpe-

ciei. Fa&o enim xzz i
7

fiet (

t

—y)
% ~ (i—y)J,

*
'

1 L 1 1 1 hinc-
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hincque erit bis y— 1 & femel y~o. Sin autem por

natur x— 1 -f- w, erit ( 1 *-f- w -—

j

/)
1 ~ ( r—yy j

vnde fi ftatuamus yzm+p erit (w-<p)* — (- <p)
3 ~-<p 3

ideoque <p debet efle negatiuum. Sit ergo y~ 1 — <p

erit (w-f-ip)* ~ <P
3

,
atque cum fumto (p minimo,

<p
3 prae $ 2 euanefcat, debebit neceflario « efle nega-

riuum : hinc valori x— 1 -f- w nulli valores reales

ipflus y refpondenr. At poflto ~ 1 -w
, & y~ 1 — (p.

ob (<p-w)* ~ p 3
, erit 0 — « + « V«, ideoque

y— 1 — « + uVu, vnde vterque valor ipflus y re-

ipondens ipfi x— 1 — w minor eft valore y~ 1
,
qui

relpondet valori x zz 1
;

eritque confequenter ifte ipflus

y valor maximus.
»

,
'

•
’

• i

283. Ha&enus tantum fun&iones biiormes fumus

contemplati, quarum maxima vel minima, quia ambo
valores facile per rcfolutionem aequationis quadraticae

exprimi poflunt, ad examen reoocari poflunt. Sin au-

tem funftio y per aequationem altiorem exprimatur,

methodus ante tradita
,
qua maxima minimaque primae

fpeciei indagauimus ,
eodem fucceflu adhiberi poterit.

Inuentionem vero maximorum ac minimomm fecundae

fpeciei fequenti fetfioni referuamus. Funftiones ergo tri-

fonnes ac multiformes, quemadmodum tra&ari oporteat,

aliquot exemplis oftcndamus.

•% • it*.
'

;

ESEM-
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EXEMPLUM t.

Definiatur funftio y, cuius maxima vel minima quaerun-

.
tur

,
per have aequationem :

y
3
-f- x 3 zz 3 a x y.

Differenriata hac aequarione fit 3y* dy -f- ^xxdxtz.

zaxdy inydx, ideoque ^ • Ma-

ximum ergo vel minimum dabitur, fi fuerit ay~xx
y

XX
feu y:z: —

,
qui valor in aequatione propofita fubftitu-

tus dat

:

i> •)

— -f- x 3 zz 3 x3 feu x* ~ 2 a 3 x3
:

a 3

Erit ergo ter x— o, quo cafu quoque fit denominator

yy
X X

a x“ o, ob y
~ — ~ o. Vtrum ergo hoc

cafu maximum minimumue prodcat ? patebit fi ipfi x
valorem tribuamus minime ab o diferepantem. Sit

ergo x~ w
, & y~ Q ,

ob
<J>

3 —f- w 3 —
3 a ou @ ,

fiet

vel (P“oVw vel <p
— £w*. Priori cafu erit a^wyouzz: '

3 a wyw, ideoque azzy3rf. Hinc pofito xzzw erit

jy zz +. y 3 w. Vnde etiamfi w negatiue accipi ne-

queat, tamen binorum ipfius y valorum alter maior erit

quam o, alter minor; hineque y~o neque maximum
erit neque minimum. Sin autem ftatuatur <p zz 6 go*

. • I GO*

erit w 3 zz 3aSto 3
,

ideoque £zz — & £>zz — . Ergo

hoc cafu fiue x capiatur zz -4- w fiue zz — w
,

valor

L 1 1 1 a ipfius
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»

ipfius y nlhilo erit maior, ideoque hoc cafu y~o
erit minimum. Reftat ergo terrius cafus ex aequatione

x3 ~ 2 a 3 examinandus, qui dat x —ay'i, & y—^4.
Qui vtrum fit maximus an minimus ? ex aequatione

Q y j y t XX
—

- yy
'
~ quaeratur differentiale fecundum,

ddy — 2 x
quod ob dyzzo & ay——xx rz o erit ~ rz ,

dx 1 yy— ax’

cuius valor praefenti cafu eft -4 * *
~

t zz- —

.

r 20*^2 -/wpa a*

qui indicat valorem ipfius y effe maximum.

EXEMPLUM II.

Si funtfio y definiatur per hattc aequationem

:

y* -f-x1 -f-ay 3
-f- ax 3= b 3x -hb 3

y,
muenire eius maximos minimosue

j
valores.

Cum per differentiationem oriatur

4J s^y—h

3

ayydy b 3 dy~b 3dx—— 3<ixxdx—^x 3 dx
j

dy - b 3 3axx 4X 3

ent -f
—— tt »dx 4y 3 -h 3 *yy'—

°

pomque oportet

:

l 3 ~
3 axx —h 4x 3

. Quaeftio ergo hue reducitur, vt

funcHonis vniformis b3— ax3— x* maxima ac mini-

ma indagentur, quae fimul erunt maxima feu minima

fun&ionis y. Sit a— 2 & b~3 feu proponatur

haec aequatio y* -h *4 ~h *y 3 -\-2x 3 — 27 x -h 27y ;

*
. dy 27 6xx ax 3

B
ent -f-

— — oc 4.V3 ~h6xx—27~o,
dx 4y3-h 6yy —— 37

quae
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quae diuifa per 2x—3— ° dat 2xx-\-6x-\-9 — o,
' 5

cuius pofterioris radices cum fiat imaginariae, erit x—^
& >4 H- *jy

3— 27jy z:— ,
cuius fingulae radices

erunt vel maximae vel minimae. Cum autem fit

fly 2? 6XX— 4X3
. dij — T 2 X X 2 XX

4x 4.?
3
-f- — 27 ’ Jx 2 4y 3 -¥-6yy—27*

qui pofito x— ^ y
fi fiierit affirmatiuus, indicahit mini-

mum, contra vero maximum.

EXEMPLCM III.

Si fuerit y
01 -4- ax»~ byPx<>

;
definite maxima

& minima ipfius y.

. Per differentiationem fit — zz —— —— ' ”
--—

-

,

dx mym~* pbyt-ixl ’

quo pofito z= o, erit primo x~ 6, fi quidem n & q
fucrint vnitate maiores

;
atque fimul y~o. Quo cafu

an detur maximum vel minimum, valores proximi funt

inueftigandi, quoniam quoque denominator fit “03 quae
inueftigatio ab exponentibus potifiimum pendebit. Prac-

Jy fi £
terea vero aequatio ~~o dabit yfzz—^ x»-i

y qui

valor in propofita fubftitutus ponendo
j^
— g dabit

m mu— mf m wm-mtf.nf .

efx t -f- a x” ZZ— x" feu gtx f ZZ -

>

* 9 - - f
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vndefit x =
fimuique valor ipfius y innotcfcit. Deinde difpicien-

dum eft
, vtrum differentio - differentiate

d~-
dx *

f (f—i)byPx1-*— n(n—i)ax*-i
obtineat valorem affirma-mym— t—pbyf—ix1

tiuum an negatiuum ? vt ex priori minimum, ex pofte*

riori vero maximum pronuncietur.

EXEMPLUM, IV.

Si fuerit y
4
-f- x4 4xy— 2

, maxima & minima

fun&ionis y ajftgnare.

Differenriatione inftituta fit , hincque oritur

y~x3
,

erit ergo xza~ 3x^ — 2 feu x l a— ix* -f- a—o
>

quae aequario refoluitur in has o & jt 8 +j'4-2~o
>

pofteriorque in x*—i~o & 2- 4 4-2—0. Hinc erit bis

vel xzn+i vel 2-r^-i
;

vtroque vero cafu & denomi-

nator fra&ionis euanefcit. Ad inueftigandum ergo,

vtrum his cafibus maximum minimumue locum habeat?

ponamus xzzi— w & y~ 1— j
erit:

1 4<p -1
— i-—4W~4 4 W 4<p 2

—i— *tp a —H 6 co* —b-4W^)

4 ^>
3, 4 w*

“4- -H w4

ideo-
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idcoque 4 »<p =S
— 4$

3— 4 w*H-<P
4 “4-w%

& ob w & 0 minima 4&><b
“ 6<p* Vr

alor er-

go ipfius <p erit imaginarius, fiue w capiatur affirmatiue

fiue negatiae. Seu fi y & * defignent coordinatas curuae,

ea cafu xzzi & y~ 1 babebit pun&um coniugatum.

Neque ergo hie valor pro maximo neque pro minimo

haberi poteft, propterea quod antecedentes & confequen-

tes, cum quibus comparari deberet, hunt imaginarii.

284. Si aequatio, qua relatio inter x & y exprimi-

tur, ita fuerit comparata, vt funftio ipfius y aequetur

funftioni ipfius x, puta Y= X
;

ad maxima minimaue

inuenienda poni debebit dX~o: fiet ergo y maximum

vel minimum iisdem cafibus, quibus X ik maximum vel

minimum. Simili modo fi x tanquam funftio ipfius y

confideretur ,
fiet x maximum vel minimum fi dY_ o

hoc eft fi Y fuerit maximum vel minimum. Neque

tamen hinc fequitur y & x fimul fieri maxima vel mini-

ma. Nam fi fuerit 2 ay yy—*bx xx ,
erit y

maximum vel minimum ,
fi fuerit x ~ b

j
eritque

y— a-^zV (aa-bb). Contra vero x fit maximum vel

minimum, fi fuerit y~a, fitque x~b±V(bb~an), ne-

que ergo fiet y maximum vel minimum, fi xznbjy(bb-an\

quo tamen cafu x eft maximum minimumuc. Ceterum

hoc cafu, fi y habeat valores maximos vel minimos, x

hac indole prorfus carebit : namque y maximum mini-

mumue fieri nequit, nifi fit a$>b
y
quo cafu maximum

minimumue ipfius x fit imaginarium.

‘
‘

' * 85*
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a8j. Turn vero eriam euenire'poteft, vt non om-

nes radices aequationis dX~o praebeant maximos mi-
mimosue valores pro y ;

fi enim ilia aequatio duas ha-

buerit radices aequales, exinde neque maximum neque
minimum ponfequitur

;
hocque idem euenit, fi quoteun-

que radices numero pares fuerint inter fe aequales. Sic

fi proponatur aequatio b (y-a)* rr (x-by~\- c*
;

quia

fumtis differentialibus fit 2bdy(y-n)zn^dx(x-by
y func-

tio y neque maxima fiet neque minima pofito x — b
y

propterea quod hie occurrunt duae radices aequales. Sin

autem x tanquam funftio ipfius y fpe&etur, ca fiet maxi-

ma vel minima, fi ftatuatur y~n-
y

eritque x— b— c

minimum. Quia denique in huiusmodi aequationibus

Y~ X variables x 8c y inter fe non permifeentur, (i

ipfi x tribuitur valor, qui fit radix aequationis dX—.n
t

omnes valores ipfius y ,
quotcunque fiierint reales, erunt

maximi vel minimi
;
quod non euenit, fi in aequationc

ambae variabfles fuerint permixtae.
• “

j .
*

_ .1 ;

286. Quae praeterea fuperfiint de natura maxi-

morum ac minimorum exponenda, ea in fequentem

fe&ionem referuamus, quoniam commodius ope figu-

rarum mend repraefentari atque explicari poffunt. Per-

gamus ergo ad fun&iones, quae ex pluribus variabilibus

funt compofitae, atque inueftigemus valores, quos fin-

gulis variabilibus tribui oportet, vt ipfa fuactio vel ma-

ximum vel minimum valorem obtineat. Ac primo qui-

dem patet, fi variables non fuerint inter fe permixtae,

ita vt fun&io propofita fit huiusmodi X-f-Y, exiftente

X
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X fun&ione ipfiusjr; & Y ipfius y tantum, ram fon-

ftionem propofitam X-+-Y fore maximum, fi fimul X
& Y maximum euadat : minimumque, fi fimul X & Y
fiat minimum. Ad maximum ergo inueniendum inqui-

rantur valores ipfius x, quibus X fiat maximum, fimilU -

que modo valores ipfius v, quibus Y fit maximum;

hique valores pro x 8c y inuerui efficient funtiionem

X —j— Y maximum, quod (imiiiter de minimo erit te-

nendum. Cauendum ergo eft , ne duo valores ipferum

x 8c

y

diueriae naturae combinentur, quorum ille reddat

X maximum, hie vero Y minimum, aut contra. Hoc
enim fi fieret, funftio X-f-Y neque maximum foret

neque minimum. At huiusmodi funGio X— Y fiet

maxima, fi X fuerk maximum funulque Y minimum ;

contra vero X—Y fiet minimum, fiX fuerit minimum

& Y maximum. Sin autem vtraque funGio X & Y
ftatucremr vel maxima vel minima

,
earum differentia

X—Y neque foret maxima, neque minima; quae om-

nia font ex nature mnximorum ac minimorum ante ex-

pofita clara & peripicua. '

287. Si ergo quaerantur maximi minimiue valores

funCHonis duarum variabilium; quaeftio -multo magis

caurioni obnoxia eft, quam fi vnica fuerit variabilis.

Non folum enim
j
pro vtraque variabili cafus, quibus

maximum minimumue producitur, diligenter funtdiftin-

guendi; fed etiam ex his bini eiusmodi font coniungen-

di, vt funGio propofita fiat maximum vel minimum
; id

quod ex exempli* clarius patebic.
. . ..

M m m in exem-
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EXEMPLUM I.

Sit propofita haec duarttm variabilium x & y funflio -

y4 — 8 yj -f- i8y* — 8y -4- x3 — 3 XX — 3 x

& quaerantur valores pro y fubftituendi
, p/ hate

funflio maximum vel minimum obtineat valorem.

Quoniam haec expreflio in duas huiusmodi partes

Y+ X refoluitur, quarum ilia eft fiinftio ipfius jy, haec
vero ipfius * tantum; cafos quibus vtraque fit maxima
vel minima, inueftigentur. Cum igitur fit Y -

JY
•8J> — 24>*-l-3^-8y*— 8.y

3-|-i8.y*

qua expreflione nihflo aequali pofita, fiet per 4 diuiio

y 3 — Gy 1 -+- sy — 2—0, cuius radices funt >"2,
ddY& y—2+Vi. Cum ergo fit —̂ zz 3 yy— 12 y-f- 9 ;

cafu y zz 2 ,
prodibit maximum. Pro reliquis binis ra-

didbus y zzzz 2 _± V3, quae oriuntur ex aequationc

, c ddY _
yy 4y-f- ! rro fiet —- — yy 4y4~3 = 3

,

vnde vtraque dat minimum. Erit autem his cafibus vt

fcquitur.

y r= 2

y = 2 — V3

y z: 2 4- V3

Simili modo cum fitXzz*-3— 3xx

3 xx

Y zz 8 maximum
I.

Y zz —• 1 minimum

Y zz— 1 minimum
. JX

3-r, ent ^ZZ
6x— 3j vnde oritur haec aequado xarZZ2jr-(-t

&
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& rTZ i j+ Vi- Eft vero — * — 1 — ± Vs.

Ergo radix ^tni+V'2 dat minimum, nempeX~-y-4^2
& x — 1— Vx dar maximum, nempe X—-J+4V2.

Quocirca formula propofica X —|— Y — y
+

8 y*

, ,gyy — 8 y x* — \xx <— 3* fiet maxima,

fi ponatur y zz 2 & x— 1— Y2
»

prodibitque X -4— Y
—

5 _j_ 4. V2. Eadem aucem formula X -+- \ fiet mi-

nima, fi fumatur vel yz=2-~-V 3 vel y
— 2 -f- 1/3

6 x— i-i-Vz, vtroque cafu erit X Y ——6—4V2.

EXE M PLUM II.

Si proponatur haec fu»3io duarum variabilium :

y*— 8y
J H- i«y*— 8y—

x

3 -t-3xx-b-3x

quae qutbus cafibus fiat maxima vel mini- •

ma inuefiigetur.

Pofito vt in precedence exemplo habuimus, Y rr=r

y*. gy*_|_i8y* 8y & X~Jf J $xx 3 -r;

formula propofita erit Y— X; idcoque fiet maxima, fi

Y foerit maximum & X minimum Cum igitur hos cafus

iam ante eruerimus, patet Y-X obtinere valorem ma-

ximum, fi ponatur y =: 2 & x=zi-\-V*j fietque

y_X~ 13 -+- 4Va. Minimus vero valor ipfius Y-X
euadec, fi Y fit minimum, & X maximum, quod euenit

ponendo ,=*±V, & x=.-Va, fiet autem Y- X =3

4— 4^2. Ceterum in vtroque exemplo patet hos valo-

res, qaos inuenimus, neque omnium efle maximos ne-

que minimos : nam fi vtrinque poneretur verbi gratia

y— 100 & r=o, fine dubio maior prodirec valor eo,
7 M m m m 2 quern
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quern inuenimus : fimilique modo ponendo yrro & vel=—ioo vel jrzr-f-ioo minor prodiret valor, quam
funt illi, quos pro cafu minimi inuenimus. Probe ergo
tenenda eft idea fupra expoftta

,
quam de natura maxi-

morum ac minimorum dedimus. Scilicet eum valorem
vocari maximum

,
qui maior fit valoribus tam antece-

dentibus quam confequentibus contiguis proximis; mini-
mum autem efle eum, qui his valoribus tam anteceden-
tibus quam confequentibus fuerit minor. Sic in hoc
exemplo eft valor ipffus Y— X, qui prodit ponendo
y— 3 & *= *-hVa maior eft iis, qui refultat ft po-
natur y— & x—i-+-V2±q fumtis pro w & p
quantkatibus fatis exiguis.

288. His exemplis expeditis facilior erit via ad fo-
lutionem generalem indagandam. Denotet V fun£Ho-
nem quamctinque duarum variabilium * & y, ftntque
pro x & y valores inueniendi, qui fun&ioni V inducant
maximum vel minimum valorem. Cum igitur ad hoc
efficiendum vtrique variabili x & y determinatus valor
tribui debeat; ponamus alteram y iam habere eum va-
lorem, qui requiritur ad fun&ionem V vel maximam
vel minimam reddendam : hocque pofito tantum opus
erit, vt pro altera x idoneus quoque valor inueftigetur,
quod fiet, dum fun£Ho V differentiator ponenda fola x
variabili, differentialeque nihilo aequale ftatuitur. Simili
modo ft fingamus variabilem x iam eum habere valo-
rem

, qui aptus ftt ad fun&ionem V vel maximam vd
minimam efficiendam, valor ipftus y reperietur differen-
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tiando V pofita fola y variabili, hocque differentiate ni-

hilo aequali ponendo. Hinc fi differentiale fun&ionis

V fuerit —Pdx -f- QJy ,
oportebit efle & P= o &

Q— o, ex quibus duabus aequationibus valores vtrius-

que variables x & y crui poterunt.

• *
. K . - .

289. Quoniam vero hoc pa&o fine difcnmine re-

periuntur valores pro x & jy, quibus funftio V vel ma-

xima vel minima redditur; caius, quibus vel maximum
vel minimum oritur, probe a (e inuicem funt diffinguendL

Vt enim fun&io V fiat maxima, necefle eft vt ambae
variables ad hoc confpirent

j
namque fi altera maximum

exhiberet, altera minimum, ipfa funftro neque maxima
neque minima euaderet. Quocirca inuentis ex aequario-

nibus P“ o & Qjn: o valoribus ipfarum x & y inqui-

rendum eft, vtrumambo fimul funftioni V vel maximum
vel minimum valorem inducant

;
atque turn demum, cum

compemun fuerit vtriusque variabilis valorem hinc ero-

tum pro maximo valere, affirmare poterimus fim&ionem
hoc cafu maximum valorem induere. Quod idem de mi-

nimo erit tenendum ,
ita vt fun&io V minimum valorem

adipifci nequeat, nifi fimul ambae variabiles x & y mi-

nimum producanr. Hinc ergo omnes illi cafus reiici de-

bebunt
,

quibus altera variabilis maximum
,

altera vero

minimum indicare deprehendetur. Interdum vero etiam

euenit, vt alterius vel etiam vtriusque variabilis valores

ex aequationibus P — o & Q_~ o oriundi neque maxi-
mum neque minimum exhibeant, qui cafus proinde pa
ruer tanquam prorfus inepti erunt reiidendi.

Mm mm 3 . 250.
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i$o. Vtrum autem valorem pro * Sc y repertj v«-

leant pro maximo an minimo? de vtroque feorfim fundi

mode inueftigahitur, quo fupra, evan vnica adelfet va-

riabilis, fumus vfi. Ad iudicium fcilicet de variabili x
inftituendum confidcretur altera y tanquam conftans, &

' dW
cum. fit dV—Pdx feu differentietur P denuo

„ „ , : ddS dP
pofito y conftante, vt prodeat -j— z=z ac difpiria-

tur, vtrum valor ipfius ~
,
pofi-quam loco * Sc y valo-

resante inueati fuerint iubftitutt, fiat affirmatiuus an ne*

gatiuus
;

priori enim cafu indicabitur minimum, pofte-

riori vero maximum. Simili modo cum pofito x con-

dV
ftante fit dV~QJy feu ~ Q_, di/ferentietur Q^d«-

nuo pofita fola y variabili, & examinecur valor PP (ub*
.. .

.
. .... .... dy

ftitutisloco x 8c y valoribus, qui ex aequationibus Pzzo
& Qjn o funt inuenti; qui fi fuerit affirmatiuus, decla-

rabit minimum, contra vero maximum. Hinc ergo col-

dP
ligitur, fi ex valoribus pro x 8c y inuentis formulae j-r

dQ •
; '

.
•

'

'
. _ > ...

>

8c induant valores diuerfis fignis affeftos altera fci-

licet affirmatiuum , altera negatiuum
, turn funQioneiri

V neque maximam neque minimam effici
5

fin autem

vtraque formula fiat offirmatiua,mminimum re*

fultabit: contraque, fi vtraque fiat negatiua, maximum.
, • .291.
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t apt. Quodfi vero altera formula vel

edam vtraque, fi pro x & y valores inucnd fubftituan-

tur
,

euanefcat
,

turn progrediendum erit ad differemfa-

11a fequenda
,
quae nifi pariter euanefcant,

neque maximum neque minimum habebit locum
;

fin au-

tem euanefcant, iudicium ex formulis differentialibus fe-

quenribus erit petendum
,

fimilique modo

inftiruendum ,
quo pro formulis eft fafflim.

Quo autem, quibus cafibus hoc vfu veniat
,

clarius ex-
! Jib

ponamus, prodierit valor x— a, qui fi formulam

reddat euancfcentem, necefle eft vt -r- faftorem habeat
dx

x—a
;
qui faflor fi fuerk folitarius, neque fimul aJium

fibi habeat aequalem focium
,
neque maximum neque

jp
minimum indicabitur, quod idem euenit fi — fa&orem

habuerit (x-a) 3
,

vel (x-a)3
,

See.' Sm autem fa&or

fuerit (x-a )*, vel (x-a )*, &c. turn quidem maxi-

mum vel minimum indicabitur
;

at infuper videndum

erit, vtrum cum cafu, per y indicato confentiat.

•k

292. Labor autem his cafibus ad difFerentialia vf-

teriora progrediendi mirifice fubleuari poterit : fi enim

ponamus, vt rem generalius comple&amur
, inuentum

efie
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648 CAPUT XL

efle ax-f-£— o, atque formulam ~ fk&orem habere
aX

... •, •
. JP V

(ax-{-g)», ica vc fit j- = (ax-f-g)»T, quia eft
“•*

t

‘ ' ’
(

• • • t

</3 P
ax-f-f — o, fiet

—~ za^T, hineque ob 2** affir-

matiuum, ex ipla quantitate T iudicium abfolui potent J

quae fi induet valorem affirmatiuum, pro minimo, con-
tra vero pro maximo pronunciabit. Hocquc idem fub-

fidium in maximorum minimorumque inueftigatione
, fi

vnica infit variabilis adhiberi poterit
,

ita vt nunquam
opus fit ad altiora difterentialia afcendere. Quin etiam
nequidem ad differentialia fecunda procedere opus erif;

fi enim ex aequatione P ~o, fiat ax-f-e— o, neceffe

eft vt P fa&orem habeat ax-f-£
;

ft P~(ax-f-g)T,

& cum fit ^= aT-f-(ax-f-f)~
, ob ax-f-g^o,

erit ^rraT, hineque iam ipfe alter fa&or T, prout

valor ipfius «T fuerk vel affirmatiuus vel negatiuus, fta-

tim vel minimum vel maximum indicabit.

293. His igitur traditis praeceptis haud difficile

erit, fi funftio quaecunque duas variables inuoluens fue-

rit propofita, cafus inueftigare
,
quibus haec fun£Ho fiat

vel maxima vel minima.. Si quae infuper notanda fue-

rint, ea ipfa exemplorum euolutio iuggeret, quamobretn
aliquot exemplis regulas datas illuftrari expediet.

^ EXEM-
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1XE MPL U M I.

Sit propofita ifta fuuQio duartmt variabtlntm

Vrrrxx-4- xy-j-yy— ax— by, quae

quibus cajibus fiat vel maxima vel

minima inquiratur.

Cum fit d\—zxdx { ydx \ xdy + zydy—adx—ldy,

fi comparetur cum forma generali dV— Pdx -f- QJy
erit P — 2x~\-y—

a

& Q= zy -+-•*"— b : vnde for-

mabuntur iftae aequationes ix-yy—<i—Q & zy-{-x—b~o,
quibus coniunclis eliminando y fiet x—b~ qx— 3 a.

ideoque xzz
2 a—b

3

n dP 0 JO
Cum igJtur fit j- — 4 & Ty

& yzz a 2 x ~ 2 b a

2 ,
vtraque

modo V

oftendit minimum; ex quo condudimus formulam

x x _q_ xy -H y y—« a x— by fieri minimam, fi pona-

tur x tz. & y = —
- ,

prodibitque hoc

3 aa~{- 3 ab ——• 3 bb <f/?—{—«£ bb— —
5 F ’

qui cum fit vnicus, omnium erit minimus. Vnicoergo

„ . . _ „ , 1
aa+ab—bb

modo fien poteil XX +xy+yy-ax-by
—

,

& quia minor fieri nequit
,

erit haec aequatio

. an—1—ab~— bl>

xx-\-xy-+~yy—ax— byzi

impoffibilis.
' i -‘

c c

N n n n IEXEM-
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E X E M P L U M II.

Si proponatur formula V ~ x 3 -}-y 3 — 3 ax y, quae•

raiitur cafus
,
quibus V adipifcatur valorem maxi-

mum vel minimum.

Ob ^Vrr -f- 3yy dy 3 aydx 3 axdy
erit ?~ixx 3 ay & Q= 3yy.~ 3px* vnde fit

ay—XX 8c ax—yy. Cum ergo ft yy— x* : a a— ax
erit x4— a 3 x — o

;
ideoque vel x— o vel x— a.

Priori cafu fit y~o, pofteriori vero y
— a. Quoniam

n dP . ddP „ e dQ '
J ddOergo _= 6 & -y-=6y atque

priori ergo calu, quoxno & yro, neque maxi-
mum neque minimum refultat. Pofteriori vero cafu
quo 8c x~a 8c y— a minimum prodit, fi quidem a

fterit quandtas affirmariua, fietque V~— a*
y qUi au-

tem valor tantum minor eft proximis antecedendbus &
confequendbus : nam fine dubio V multo minorem in-

duere poteft valorem, fi vtrique variabili j:8c y valores

negadui tribuantur.

E X E M P L U M III.
I )

Propofta ft haec funttio V~x 3 —(—ay

y

—bxy-f-cx,
cuius valores maximi feu minimi inquirantur.

Quia eft dV~ 3 xxdx aaydy-bydx-bxdy\cix
erit P — 3xx by-\-c 8c QjZZ.zay bx, quibus

valoribus nihilo aequalibus pofids erit y—~> ideoque

1;
3*ar
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bbx *,r
"

• r a llx—^nc'
3 xx— —-T- -f- c~o feu xx~ — — vnde

2 a ~ ~ 12 a

fit x n;\
bb-+-V(b*~- 4 Bdftff)

12 a
. Nifi ergo fit £ 4-i8<mc> o,

Quoniam porro

neque maximum neque minimum habct locum. Pona-

_ . it
, ,

- bb(bb—ff\
mus ergo eue b'—^aac—blff, Vt fit c~

—

bb ±bf bb(b±zf)
eric 8c y — — —

a a / 24 aa

„ d? _ . • *

c ,
</P_ Kb±f) ...

eft — " 6 *• & -/*>:=: 2 «, net -r-.— Ni-

fi ergo 2 a & fint quantitates eiusdem figni,

neque maximum neque minimum habet locum. At fi

fint ambae vel affirmatiuae vel ambae negatiuae, quod
euenit, fi earum produflrum b(b-hf) fuerit affirmatiuum;

turn fun&io V euadet minimum, fi a fit quantitas affir-

matiua; contra vero maximum, fi <r fit quantitas nega-
...... - b*

tiua. Hinc fi fuerit/— o feu c
—

, ob bb quan-
48/irt ’

titatem affirmariuam, funtiio V euadet minima, fi a fit

- . bb e b 3

quantitas pofitiua, ponaturque x—— 8c y— ;

Kk -

contra vero fi a fit negatiuum, iftae fubftitutiones pro-

ducent maximum. Si fit / <J duobus cafibus oritur

vel maximum vel minimum: at fi f>b, turn cafus tan-

*(*-*-/) o —bb fJ-HD 'Lf .

turn x — 8c y— praebebit maxi-
12 a 1 24 a a r

mum minimumue, prout n fuerit vel negatiuum vel af-

N n n n 2 fir-
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firmatiuum. Sit a— i
,
b— 3 & f~ 1 , vt habeatur

haec formula V zr x 3 -j- yy— 3 x y -4- 4 x, haec flet

minima ob a affirmatiuum, fiponaturvel r— 1 & y— j.

vel x — i & y~ £ . Priori cafu oritur V~ pofte-

riori vero V" 7V • Interim tamen patet loco x nu-

meris negatiuis ponendis multo minores valores pro V
oriri pofle. Ita ergo intelligi debet valor ipfius V~ £
minor efle, quam fi ponatur x~ 2 -f-w & ym 3—j

-

dummodo fine w & <p numeri parui, fiue affirmatiui

(iue negatiui
;
limes autem quern w transgredi non de-

bet eft — V ;
nam fi w < — y fieri potent vt V

fiat minor quam

EXEMPLUM IV.

Inueiiire maxima vel minima huius funttionis

:

V— x4 + y
4- axxy- axyy + ccxx + ccyy.

Sumto difTerentiali erit P~4x 3—2axy—*yy-t~2 cear

& Qj=T4y 3— axx— 2axy-\~ zccy, quibus valori-

bus nihflo aequalibus pofitis
, fi a le inuicem fubtrahan-

tur erit: 4*3 4y3-\-axx ayy-\-zccx 2ffyrro,

quae cum fit diuifibilis per x~y, erit primo y~ x
y atque

4Y8— 3/ixx-j-sccx~o
y
quae dat x~o & 4xx^z 3ax— zee

feu x~--~y^~——— . Sifumamus x—o, erit quo-

„ . d?_
que yrzoj & ob j- — izxx— 2 /*y —|— zee, atque

JO-^=xayy—zax zee, fiet fun&io V minima :zro.

Sin

\
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Sin ftatuamus x~y tz
33 cc)

> gUjdcm
O

„ ; . ,
v

__ . dv jq
went ob 4xx^zi^x-2cc. ent -j-zz-~zz

ax ay

\ixx— 2 <7X-f lcczzyax— qcc"^:
2 1at- 32cc\jaV(9aa~3 2cc)

8

qui valor cum fit Temper affirmatiuus ob 32 cc <$/?*,

valor V hoc quoque cafu fit minimus, eritque V ~~
— c4 !^ -?—(yaa— 32 cc)^. Diuida-
2 250

-27 -—-a* -V-—-aacc
255 -16

3 \
mus autem aequationem 4* 3 ~4jy 3 +nxx~ayy-f 2ccx-2c^^ezro

per jt—

_

y fietque-4**-1—4291-4— 459'-}-Ar-H^-H2«'^o*

At ex aequatione Prro, erit yy—-2xy-\-— x 3 -{-
2CCX

quo valore in ilia fubftituto fit

1 6x 3 —f- $axx -+~<tax-\- 8cc.r 2/ice

a a
: . . .

4 ax -T

Verum ilia dat y~—x ±1/
4X- +aXX+ —— ,

vndc efficitur:
ti

1 6x 3
-f

8Arjr+4crJf
-f-

2/rcc~(4.r— a)V(<pJX3 + aaxx
-f- 2accx}f

quae ad rationalitatem perducla
,
dat

%oaa
4 -f-4<i

3
3

a4 # 2 a3 ccXX X
4-1 28cc -4-96acc —1— 48 ancc -4-i6ae4

1 6 c4

cuius radices
,

fi quas habet
,

reales indicabunt maxima

vel minima fun&ionis V, fi quidem fiant

quantitates eodem figno aftettae. 5 •

Nn nn 3 EXEM-
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E X E M P L U M V.

Inuenire maxima & minima huius exprefjionis

:

x +
-f-
mxxyy4 y

4 4 aaxx 4 naaxy+aayy— V.

Fafta differenriadone erit

:

P =r 4X 3 -4- 2mxyy-r\- 2aax n titty ~Q
4J

3 -4“ 2 mxxy-\~ 2 aay —f- tiaax ~o
quae aequationes inuicem vel fubtra£tae vel additaedant:

(4xx-j-4xy-\~4yy 2mxy-\-2aa ma)(x~y) ~o
(4-xx—

4

xy -4- 4yy -f- 2 mxy-4- 2us-f- nan) (x+y) — o

quae diuifae per x—

y

& x ~\~y, & denuo vel addi-

tae vel fubtra&ae danc

:

t
Jl .<•- I

4xx-4—4yy-}— 2 /J/i ” o & 4xy-—imxy naaZZo.

Ex quarum pofteriori fit y=-~~ r prior autcm

reales valores non admicdt. Ties igitur habemus cafus:
..

•
• %

• •••»-•*'
- r

I. Si yrzx, eritque 4x 3 4 2«x3 4 2/mx4»/mx':z:o,

vnde fit vel xzro vel a(2+»»)xx-4-(24-«)/i<j— o. Sit

X— o, erit quoque j~o, atque ob ~ 1 2xx+

2

myy{ 2ati

& -7 -i 2yy~\-2mxxH-2 /xtf, hoc cafu fict Vzzo mi-“
4 V* . 1

‘

*- * - * ‘
i * *

* • •

nimum, fi quidem coefficiens aa fuerit affirmaduus. Al-

ter cafus dat xx——
>

quae realis efle nequic

.r f v — 2 . it —I— 3
mfi fit :

— numerus negatiuus. Sit - zz-ikkm t m
feu
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feu akkm— qkk—i , erk x“ + & jy“ + &i. At

“ I2*jLw-f 2W»W«/7+ 2/TT7 & ~ ZI 1 2M»d -f imkkil/l + 3/7/7,

quae cum fint aequales, erit V vel minimum vel maxi-

mum, protit iftae quantitates fuerint vel affirmatiuae vel

negatiuae. t
.....

. , .

II. Sit yz=— *, ericqtre 2(w-f-2)jr3 — (n— i)nax

. . . (w a)
. j.

ergo vel vel -*•*• rr —

—

f~T\ * Poor radix
° 2 (m-4-2)

(» a) aa

x— o recidit in praecedentem. Pofterior vero erit

ftrerit quanritas affirmatiua : & cumrealis fi

2 (m—f— a)

dP dQ
dx dy

fiat “4- ZZ ~ prodibit vel maximum vel minimum.

n aa
HI. Sit jy zr -7——-r- ,

erit 4*M

—

7
-J

2(2 m)x ’ 2(2

m n*a*„4

•r»yx

. ana* . . ,
nna4

2aax-\-~r-, — ~o leu 40"*
-f
laaxx-L - — “o,

2(2-“CT> 1 1 (2—**)* *

cuius aequadcaiis nulla radix eft realis, nifi fit aa quanti-

tas negatiua.

HEMPLCM VI.

Propofita fit haec funftio determinata:

V zz x4 + y
4 — xx + xy — yy,

cuius valores maximi vel minimi

tnueftigentur.

Cum hinc fiat Rrzfv3 -2x+j>cro & Qzz4y 3—
2j4-x—<•>

erit ex priori y~2x— 4X 3
, qui in altera fujiftitutus

dat 2j6* 9— 384-r 7 192* 5— 4ojr 3
3 jt

“

o.

? . -*/J Cuius
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Cuius vna radix eft * =r o, vnde fit qnoque y— o.

Ergo hoc earn ob — n *x—2 & -^yrr 13 7J— 2

prodit maximum V Jr o..' •
, . >

Diuifa autem aequatione inuenta per x erit:

2j6jt 8 — 384 jrS H- 192*4 — 4°** -4-3 rr o,

quae fa&orem habet 42-

x

— 1, vnde fit 4** ~ 1

. </P rfO

& #r:±:i; atque ;r±i, turn vero ent^n^rzzi,

vtroque ergo caiii oritur minimum V rr —— —

.

. Cl

Diuidatur ilia aequatio per 44rx-i, atque obtinebitur

:

6$x e — 80 jt4 2$xx — 3 :ro,
f ,

quae denuo bis continet 4xx— 1 —o ;
ita vt praece*

dens cafus oriatur. Praeterea vero inde fit ^xx— 3—0,

cui refpondet y zz . Erit igi-

tur quoque ^?rr^*=:7,ideoque fietVminimumrr-~

;

qui eft valor omnium minimus, quos quidem fun£HoV

rccipere poteft: & hanc ob rem ifta aequatio Vn-^-cc
o

Temper eft impofllbilis. Hinc autem patet via determi-

nandi maxima & minima funchonum, quae trcs plu-

resue variabiles inuoluunt. .

_ h=Vj

CAPUT
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CAPUT XIT.

DE FSU DIFFERENTIALIUM IN
INUESTIGANDIS MAD 1CIDUS REALIBUS

AEQUATIONUM. ft

294,

Natura maximorum ac minimorum viam nobis pa-

tefacit ad indolem radicum aequationum
,

vtrum

fint reales an imaginariae ,
cognofcendam. Sit enim

propofita aequatio cuiuscunque ordinis

:

x» — Ax*- 1 + B x»-» •—
> Cx*-» + Dxn~4 — &c. ~o

cuius radices ponamus efTe p, q, r, s, t, &c. ita vt p
lit minima, q ea quae ratione magnitudinis fequkur, de-

que & reliquae radices fecundum ordinem quantitatis

lint difpofitae: fcilicet fit q>p\ r >q\ s > r ‘,

Aflumamus autem omnes radices aequationis efle reales,

eritque exponens maximus » fimul numerus radicum

p, q, r, &c. Confideremus quoque has radices omnes

tanquam inter fe inacquales
;

hinc tamen aequales ra-

dices non excluduntur, propterea quod radices inaequa-

les, fi earum differentia abeat in infinite paruam, fiant

aequales.

29 j. Quoniam propofita expreffio x*—A*1*-' -j- &c.

turn folum fit nihilo aequalis, cum loco x aliquis valor

cx p, q, r, &c. fuMbtuirar, reliquis vero cafibus omni-

bus non euanefeit, ponamus generatim

:

O o O o ar»—
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xn —— Ax*—' Bx*.-* — Cx"r J -4- &c. ~ a

ica vt a fpe&ari poftit tanquam fun£Ko ipfius x. Fin-

gamus nunc pro x fuccefllue fubftitui valores deterim*

tos
,

incipiendo a minimo xrr — oo
,

atque continuo

maiorcs in locum ipfius x collocari; perfpicuumque eft

a n^hirum hinc effe valores vel nihilo maiores vel ni-

hilo minores, neque prius efie euaniturum, quam pona-
' tur x— p ;

quo cafu fiet a— o. Augeantur valores

ipfius x vltra p, atque valores ipfius a vel affirmatiui

vel negatiui fient, donee perueniatur ad valorem x—q'
y

quo cafu iterum erit z~o. Neceffe ergo eft, vt cum
valores ipfius a ab o iterum ad o acceflerint, interea a

habucric valorem vel maximum vel minimum
;

maxi-

mum fcilicet fi valores ipfius a, dum x intra limites p
& q verlpbarur, fuerint affirmatiui, minimum, fi fiierint

negatiui. Simili modo dum x vltra q ad r vsque au-

getur, fiinftio z maximum vel minimum artinget;

maximum nimirum fi ante fuerit minimum, & contra.

Supra enim vidimus maxima & minima fe mutuo alter-

natim excipere.

295. Quare cum inter binas quasuis radices ipfius x

exiftat cafus
,
quo fun&io z fit maximum vel minimum

j

erit numerus maximorum & minimorum
,
quae in funftio-

ne z implicantur, vnitate minor, quam numerus radicum

realium
; atque ita quidem alternatim fe excipient, vt maxi-

mi ipfius a valores fint affirmatiui, minimi negatiui. Quod
fi viciftim funftio a habeat maximum vel faltem valorem af-

firmatiuum cafux—/,atque minimum feu faltemuegatiuum

cafu
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cafu quoniam dum valores ipfius x ab / ad g
transeunt, fun£Ho a ab affirmatiuo abit in negatiuum ne*

cefle, eft vt interea per o tranfierit, & hancobrem dabi-

tur radix ipfius x intra limites / & g contenta. Nifi au-

tem haec conditio adfit, vt valores maximi minimique

ipfius a fiant alternatim afiirmariui & negatiui, ilia con*

clufio non fequitur. Si enim dentur fun£tionis a mini-

ma, quae quoque fine afErmatiua, fieri poteft vt valor

ipfius a a maximo ad fequens minimum tranfeat, cum*

tamen interea non euanefcat. Ceterum ex di£Hs intel-

ligitur, etiamfi aequationis propofitae non omnes radices

fuerint reales, tamen Temper inter binas quasque dari

maximum vel minimum
;
etiamfi propofitio conuerla ge-

neratim non valeat
,

vt inter bina quaeuis maxima feu

minima radix realis contineatur : valet autem adiefra con-

ditione, fi alter valor ipfius a fuerit affirmaduus, alter ne-

gatiuus.

297. Quoniam ergo fupra vidimus, valores ipfius x
t

quibus funttio : . . , , . ,

%—x”— |—Dx"~4— &c.

fit maximum vel minimum, efle radices aequationis dif-

ferentialis huius
: .

•

^— nx *-» (n— 1 )Ax («-2)Bv *-J—-(b-3)0«*-4
ax

-4-^ &c. n o

manifeftum eft, fi aequationis ano omnes radices, qua-

rum numerus eft n n fuerint reales, turn quoque om-

nes radices aequationis ~ nnn o fore reales. Cuni

0 0 0 0 a enim
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enim funftio a tot habeat maxima vel minima, quot im-

merus n— i concinet vnitates, neceflie eft vt aequatio

^ rr o totidem habeat radices reales
\
ideoque omnes

dx
eius radices erunt reales. Ex quo fimul perfpicitur, fimc-

rionem a plura maxima mrnimaue habere non pofle, quam
n— i. Habemus ergo hanc regulam latiffime potencem

;

ft aequationis a~ o omnes radices fuerint reales
, turn

quoque aequatio
jj
— 0 omnes radices habebit reales.

Vnde viciflim fequitur, ft aequationis ^~ o non om-

nes radices fuerint reales
,

turn quoque non omnes
aequationis a “ o radices rcales fore.

298" Quia inter binas quasuis aequationis z rr o

radices reales datur vnus cafus, quo funflrio a fit maxi-

mum vel minimum
;
fequitur ft aequatio a — o duas ha-

beat radices reales, turn aequationem neceflario

vnam radicem habiturara die realem. Pariter ft aequa-

dz
do a rr o tres habeat radices reales, turn aequado j-

certo duas habebit radices reales. Atque generarim ft

aequatio z~ o habeat m radices reales, necefle eft vt

aequadonis ad minimum fint m— 1 radices rca

dz
les. Quare ft aequatio — ° pauciores habeat radices

reales quam m- 1, turn viciftim aequatio z~o certo pau-

ciores quam m habebit radices reales. Cauendum au-

tem
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tem eft, ne propofitio conuerfa pro vera habearar; etiamii

d%
enim aequatio difTerendalis jx— ° aliquot vel adeo om-

nes radices fuas habeat reales , tamen non fequitur , ae-

quationem a ~ o vllam habituram effe radicem realem.

Fieri emm poteft, vt aequadonis ^~~o omnes radices

fint reales, cum tamen aequationis a— o omnes radices

lint imaginariae.

295. Interim tamen, fi conditio fupra memorata
adiiciatur, propofitio conuerfa ita proponi poterit, vt ex

dz
radicibus realibus aequationis — o > numerus radi-

cum realium aequationis azZo certo cognofci pofiit.

Ponamus enim «, S, y, S
y Sec. efle radices reales aequa-

tionis ~ ~o
7
inter quas a fit maxima

,
reliquae vero

ordine magnitudinis fe inukem fequantur. His igitur

valoribus loco x fubftitutis funQrio z obtinebit vcl maxi-

mos vel minimos valores altematim. Cum autemfunc-

tio z fiat ~ 00 , fi ponatur patet eius valores

continue decrefcere debere, dum valores ipfius x aboo

vsque ad a diminuuntur
}

ex quo, cafu jr~a, fiet a

minimum. Quodfi ergo hoc cafu x— a funQrio a va-

lorem induat negatiuum, neceffe eft vt ante alicubi fue-

rit rz o ,
ficque aequationis s~o radix dabitur realis

x >• a
;

fin autem pofito xr:« funQio a adhuc red-

neat valorem affirmaduum , ante nusquam potuit efle

0 0 o o 3 mi-
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minor, alias enim quoque darecur minimum antequam
x ad a vsque diminueretur, quod eflet contra hypothe-

fin
;

hinc aequado z~o nullam habere potent radi-

cem realem maiorem quam a. Si ergo ponamus pofi+

to —a fieri z~ 51 ,
hoc modo iudicari poterit: fifue*

rit 51 quantitas affirmadua, turn aequado s— o nullam
habebit radiccm realem a maiorem

;
fin autem 51 fuerit

quandtas negariua, turn aequado z~o vnam perpecud

habebit radicem realem a maiorem, neque plurcs. il

300. Ad hoc iudicium vkerius perfequendum

fi ponatur fiat /

x ~ a z —
' ?f

x —. S z ~~
55 • * -i. • i

x ~ y z — d
x ~ i a —
x ~ e z — Q

&c. &c.
* - •

»
ft •

Quia ergo 51 fuit minimum, eric 55 maximum, & qui-

dem fi 51 fuerit affirmaduum, erit quoque 53 affirma-

tiuum, neque ergo inter limites a & 6 dabitur radix

realis aequadonis zzzo. Quare fi haec aequado nul-

lam habeat radicem realem a maiorem, neque vllam

habebit, quae eflet maior quam $. Sin autem 51 fuerit

quandtas negariua, quo cafu vna datur aequadonis ra-

dix a; difpiciatnr vtrum valor ipfius 55 fit affirma-

tiuus an negaciuus? priori cafu dabitur radix .*->£, pos-

teriori vero nulla dabitur radix intra limites a 8c 6 con-

tenta. Simili modo cum 55 fuerit maximum, erit £ mi-

nimum
;
quare fi 55 habucrit valorem negariuum

,
mul-
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663.

to magis <£ erit negatiuum, nullaque hoc cafu dabirar

radix intra limites S&y contenta. Ad'fi 35 fuerit affir-

tnatiuum, radix dabitur realis inter limites 6 & y, fi <£

fiat negatiuum : fin autem G quoque fit affirmatiuum,

turn nulla dabitur radix inter limites S & y contenta,

fimilique modo iudicium vlterius erit inftituendum.

30 r. Quo haec iudicia facilius intelligantur, ea in

fequeflti tabella complexus fum

:

Acquatio z~o vnam
habebit radicem rea-

lem, quae continetur

intra limites

x rz 00
x ZZ a
x zz £
x =z y
x =z <T

&
&
&
&
&

x zz <*

x — S
X — y
x :z i

x zz t

&c.

Si fuerit

« = —
31 zz —
33 zz£~ —
© -h

&
&
&
&

95 =4-
G = —
© = -f-
(g = —

&c.

Harumque propofitionum comieriae in negantes trans-

mutatae pariter in omni rigore locum obtinent. Scilicet

Acquatio a rz o

nullam habebit radicem

realem, quae contineatur

inter limites

:

x zzco &
* — a &
* — e &
x — y
X ZZ B

&
&

X — *

X ZZ S
X z= y
x ~ S

X — t

&c.

fi non fuerit

91 = —
31 — — &
53 — —

&

G — — &
© .jz; —

t

- &

95 = Hh
G zz —
©= -h
e = —
&c.

Ope
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Ope harum ergo regiilarum ex radicibus aequationis

zz o, fi eae fuerint cognitae, non folum numerus
ax

radicum realium aequationis a“ o colligitur, fed etiam

limites innotefcunt, intra quos lingulae iftae radices con-

tineantur.

EXEMFLUM.
Sit propojita ijla aequatio

:

x4 — 14XX + 24* — t2 —o

quae an habeat radices reales & quot

quaeritur.

Aequatio differentialis erit 4x3— agar 24 “0
feu x 3— 7x^-6 zz o, cuius radices funt 1, 2, & - 3,

quae, fecundum ordinem magnitudinis difpofitae dabutit

vnde erit

51

35

d
Ob negatiuum ergo aequatio propofita habebit radi-

cem realem > 2, at ob S3 negatiuum, neque inter li-

mites 2 & 1, neque inter limites 1 & — 3 radicem

habebit realem. Cum autem pofito x zzzz— 3 fiat

zzz&zz— 129, ac fi ftatuatur xzz— on
,
fiat arr-f-vj

necelfe eft, vt radix detur realis inter limites -3 &-00

contenta. Habebit ergo aequatio propofita duas radi-

ces reales, alteram *> 2, alteram —3; ex quo duae

radices erunt imaginariae. Simili modo ergo ex ylamo

aequationis propofitae maximo vel minimo iudicari de-

bet.
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bet, quo ex primo folo. Scilicet fi aequado propofita

fuerit ordinis pans, vltimum due maximum due mini-

mum (erit autem hoc cafu minimum), d fuerit nega-

duum radieem realem, dn affirmaduum radicem imagi-

nariatn indicat. At pro aequationibus imparium graduum,

quia podto * rr— oo fit a——
, fi vltimum maxi-

mum fuerit affirmaduum
,

radix realis, fin negatiuum,

imaginaria indicatur.

302. Regula ergo pro cognofcendis radicibus rea-

libus & imaginariis hoc raodo commode exprimi pote-

rit. Propofita aequatione quacunque s— o, confidere-

tur eius differentialis £ zz o, cuius radices reales fe-

cundum ordinem quantitaris dilpofitae fint a, £, y, &c.

turn podto y, <?, &c.^

fiat a = 91, 53, 55, (5, &c.

Iam fi figna fint :
— -4- b H &c.

tot aequatio a — o habebit radices reales
,

quot haben-

tur litterae «, 6, y, &c. & infuper vnam. Sin autem

vna ex his literis maiusculis non habeat fignum infra

feriptum, turn binae radices imaginariac indicabuntur.

Ita fi 51 haberet fignum turn nulla daretur radix

intra limttes 00 & £ contenta. Si 53 habeat figmirn —

,

nulla dabitur radix inter limites a & y; &, fi @ habeat

fignum nulla erit radix inter limites § & & ita

porro. Generarim autem praeter radices imaginarias hoc

modo indicatas ,
aequado a ~ o infuper tot habebit ima-

. dz
ginarias , quot aequado ~ o

.

PPPP 303 .
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303 . Si eueniat, vt valorum 51, 553, @, &c.

aliquis euanefcat, turn eo loco acquatio z~o duas ha-

bebit radices aequales. Scilicet fi fuerit 51 ~ o
,
turn

habebit duas radices ipfi a aequales; fin fit 53 — o,

duae erunt radices rz 6. Hoc enim cafu aequatio azro

vnam habebit radicem communem cum aequatione dif-

dz '

fcrentiali — °j fupra autem demonftrauimus
,
hoc

elTe indicium duarum radicum aequalium. Sin autem

aequatio ~ zz o duas pluresue radices habeat aequales,

rum fi earum numerus fuerit par, neque maximum ne-

que minimum indkabitur : vnde pro praefenti infti-

tuto radices aequales numero pares negligi poterunt.

Sin autem numerus radicum aequalium acquationis

^ ~ o fuerit impar, turn omnes praeter vnam in

formatione iudicii reiiciendae funt
;

nifi forte hoc cafu

ipfa quoque funftio z euanefcat. Si enim hoc eueniat

aequatio z — o quoque habebit radices aequales & qui-

dem vna plures, quam aequatio ~ o. Sic fi fue*

rit ~~ n: (x — £)» R, ita vt haec aequatio habeat*

radices aequales ipfi fi pofito x~ g quoque euanes-

cat a, turn aequatio z~o habebit n -f-

1

radices aequa-

ks ipfi

3°4-
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304. Applicemus haec praecepta ad aequationes

fimpliciores, ac primo quidem a quadradca incipiamus.

$it igitur propofita haec aequatio : s=x*—Ax|B=o:

erit eius differentialis — 2x—A, qua fa£la=o,

erit x— 4 A, feu a— lA. Subftituatur hie valor loco x,

fietque * — —^AA+B-?1 ;
vnde colligimus, fi

ifte valor ipfius 21 fuerit negatiuus, hoc eft ft fit

A A > 4 B
,
aequarionem x x— A x -4- B r= o habitu*

ram efle duas radices reales, alteram maiorem.quam iA
alteram minorem. Sin autem valor ipfius 21 fuerit af-

firmatiuus feu A A <4 B, turn ambae aequationis pro-

pofitae radices erunt imaginariae. At fi fuerit 21= o

feu AA“4‘B, turn aequatio propofita habebit duas ra-

• dices aequales, vtramque fcilicet = i A. Quae cum

ex natura aequatronum quadraticarum fint notiffima, ve*

ritas horum principiorum non mediocritcr illuftratur*

fimulque corum vtilitas in hoc negotio perlpicitur.

305. Progrediamur ergo ad aequationes cubicas

fimili modo inquirendas. Sit ergo propofita aequatio

*3 a x* -4- B x— C= s= o : cuius differentialis

cum fit 3 xx

—

2 Ax

-

4- 8 = fi haec ponatur=o,

fiet xx= t
cuius aequationis vel ambae ra-

' dices funt imaginariae, vel aequales, vel reales inaequales.

Cum igitur hinefit x__ , ambae radi-

Pp pp 2 CCS
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ces erunt imaginariae, fi fuerit AA < 3 B: hoc ergo

cafu aequatio cubica propofica vnicam habebit radicem

realem, cuius alii limites non patent praeter & —co

.

Sint iam ambae radices inter fe aequales, feu AAzzrj B

dices pro nulla reputari debebunt, habebitque aequatio

vt ante vnicam radicem realem
j

fin autem cafu xzz-
3

fimul fiatscro, quod euenit, fi fuerit -,a
rA3 4-}AB-C=:o,

feuC~$AB

—

i
s
t A 3

; hoc eft fi fuerit Bzr£A*
& C Z2 T

'

y A 3
, aequatio habebit tres radices aequales,

fingulas fcilicet ~ | A. Euoluamus nunc tertium ca-

fum
,
quo ambae radices aequationis difierentialis font

reales & inter fe inaequales, quod euenit fi AA > 3 B.

Sit ergo AAzz 3 B -f-#, feu Br=l AA— erunt

ambae illae radices x— Fiet ergo a—
-f »y

& S~ l A— \f. Quaerantur ergo valores ipfius a
his refpondentes 91 & 53 ;

& cum ambae radices con-
tineantur in haec aequatione x x —

—

f A x » g
fiet anr- jAxx -}- § Bar- Cn-lAA-r-f f AB+fB*^-c!
Hinc itaque oritur:

3t=- TVA 3 +fAB- TVA*/+fB/-C“,vA 3-|A#-5^_C
S3=-AA 3 +iAB+AA a/-?B/-C~^A 3 -}AiT+I*

7/.„c
B— j AA— \ff. Si igitur fuerit 3f quantitas ne-

gatiua, quod euenit, fi fuerit C>,yA 3 -j A ff-JrP,
aequatio »= o vnam habebit radicem realem >«, hoc

eft
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eft maiorem quam £ A -f-if. Ponamus ergo efle

C>,VA J -iAff-^P feu efle \gg\
atque, vt vidimus, aequatio propofica cubica habebit ra-

dicem realem > \ A -f- if Quales autem futurae fint

rdiquae radices, ex valore 35 intelligctur : erit autem

95 = ,
4
t P — gg ;

qui fi fuerit affirmatiuus, aequa-

tio infuper duas habebit radices reales, priorem intra li-

mites o & £ ,
hoc eft intra i A -f- if & i A— if

contentam
,

alteram vero minorem quam }A— if
Sin autem fuerit gg>frP > feu 58 negatiuum, turn

aequatio habebit duas radices imaginarias. At fi fuerit

58rzo feu fiP—~gg turn duae radices euadent

aequales, vtraque = S—i A— if Denique fi fit va-

lor ipfius 91 affirmatiuus feu C < TV A 3— f Atf-fjp,
turn aequatio duas habebit radices imaginarias

,
tertiaque

erit realis & •< i A— if Atque fi fit valor ipfius

9l= o, duae erunt radices aequales = a, manente ter-

tia j A if.

306. Quo igirar aequationis cubicae r3-Ar*
-fRr-C=o

omnes tres radices fint reales, requiruntur tres condi-

,

tiones. Primo vt fit B<fAA: fit ergo Bzz^AA-f#
Secundo vt fit C > 7

*
7 A 3 — | A f— ,*Tp .

. Ter-
tio vt fit C < t*7 A 3 — 5 A ff—j— -jyP. Quae duae
pofteriores conditiones eo redeunt, vt C contineatur in-

fra hos limites /T A 3 - lAf-^p & ,VA 3 -JAf+-frp
feu intra hos limites *V(A+/)

1 (A-a/)& ,V(A-/} 4(A+

2

f).
Quod fi ergo harum conditionum vnica defit, aequatio

duas habebit radices imaginarias. Sic fi fuerit A—

3

Pp PP 3 B=2,’

%
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Brr2, erit hff~ \ AA-Bm & jfrr 3; vnde ift*

aequatio : xs— 3 xx —|— a t— C™o omnes radices

reales habere nequit, nifi C contineatur intra limites

— Quare fi fuerit vel C ~

.

9 9 9

feu C<3
-— o, 3849, vel C>H feu C> 0,3849

aut coniunclim CC > VV> aequatio vnicam habebit radi-

cem realem.
,

»

307. Quoniam in omni aequatione fecundus ter-

minus tolli poteft, ponamus efle A“o, ita vt habea-

mus hanc aequationem cubicam x3 Bx — C "o.
Vt igitur huius

#
aequationis omnes tres radices fint rea-

les, necefle eft vt primo fit B<o, feu B debet efle

quantitas negatiua. Sit ergo Bm— kk, erit ff~ 3 £

atque infuper requiritur, vt quantitas C contineatur in-

tra hos limites —

P

& +1t/3
>

lloc eft inter

hos — %kkVi kk Sc f kkV$kk. Eric ergo

CC <v\k 6 feu CCC— W

B

3
. Vnica ergo condi-

done natura aequationum cubicarum, quae omnes tres

radices habeant reales comprehendi poterit, dum dice-

mus efle oportere 4 B 3 -4- 27 C C quandtatem nega-

duam. Sic enim iam poftulatur, vt fit B quantitas

negatiua, quia alioquin 4 B 3 — 27 CC negatiuum fieri

non poffet. Quocirca generatim affirmamus, aequatio-

nem * 3 -+-B;r;±:C“o omnes tres radices habituram

efle reales, fi fuerit 4 B 3 -J-27CC quandtas negadua.

Sin autem haec quandtas fuerit affirmadua, turn vnicam

fore realem ,, reliquas binas imaginarias
j

at fi fiat

• : .
'» 4B 3

i
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4 gj -f-37CCrr o, turn omnes quiden* radices futu-

ras efle rcales, at binas inter fe aequaks.

308. Progrediamur ad aequationes biquadratas, in

quibus etiam fecundum terminum deefle ponamus. Sit

ergo x4 -f- B-r*— Cx —f- D n o. Statuamus x:n —

,

eritque 1 -f-Ba a — C « 3 —f- D«4 no, cuius aequatio

difFerentialis eft 2 B * — 3 C a* —|— 4 D a 3 no, quae

, , . 6Ca—4B
vnam habet radicem a— o, tumveroerxt uu~—yjy-

3 C± V( 9 CC— 32BD) - r . .& u— l—=— -• Vt igitur om-

nes quatuor radices fint reales, primo requiritur, vt fit

5CC>32B D. Ponamus ergo efle 9CC~3*BD + j>/;

erit u ~r 3

g0
"~

J ^ êmPer Pr0 quantitate af-

firmatiua fumere poterimus, nifi enim talis fuerit, po-

nendo «n—- a talis euadet. Mox autem dcmonftra'

bimus omnes radices reales efle non pofle, nifi fit B
quantitas negatiua. Sit ergo B ;

.

: — gg , eritque

« C -4- a f— — 32^D, & an—yg—

.

Atqueduo

cafus erunt perpendendi, prout D fit quantitas affirma-

tiua vel negatiua.

I. Sit D quantitas affirmatiua, eritque / > C, ac

tres ipfius a radices fecundum quantitaris ordinem dis-

pofitae erunt 2 °i «=°> 3°i

Aequa-
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C # 3

Aecmano autem « 4— —k~ g= o, his

valoribus loco u fubftitutis dabit fequentes tres valores.

w _ 27 (C-h/) 3 (C— 3/)” *“ 4056 D4

1

D

„ 27(C—f)
3 (C+ 3/)

4095 D 4

t

D

t

0
quoram primus ac terdus debet effe negaduus : vter-

que quidem ob C affirmariuum & C </fit minor quam^

.

I

Oportet itaque efle
27 (C ~h/y (3/— C)

4096 D<
&

5 <i '
7(y
^6p:~ >

fcu 409603 <*?(/+ O* (3/-C)

& 4096 D 3 <27 (/— C) 3 (C-f-3/). At prior quan-

titas Temper longe maior eft: pofteriori
;
vnde fufficir, ft

fuerit D 3 < ~^-z (/—

C

)
3 (C-4-3/), cxiftente

B rr £ & /> C, atque D>o. Si igitur
32 u

fuerit D quanritas affirmatiua, C affirmatiua, B negatiua,

vt fit/> C, atque D 3 < (f—

C

)
3 (C-f-3f) y

hoc eft D < ^ (f— C) y'(3/-f-C), turn aequado

omnes
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pmnes radices habebit reales. Sin autem fuerit

D> ~ C/-C) ^(3/fC), attamen D < ^(/|C)y'(a/-C);

turn duae radices erunt reales & duae imaginariae. At

fi adeo fuerit D> \ (/-4-C) ^(3/— C), turn orm
I6

nes quatuor radices erunt imaginariae.

II. Sic D quantitas negaciua puta ~— F
,
manente

pCC 9 ff
C afHnnadua ac B negatiua, ob B ~ —

-g —
9 ~~pCC

>
trit c >f- Cura a,

— 3jC_^_3/
tres va]ores ipfius u fecundum ordinem

magnirudinis difpofid erunt r
- 3C4-3

/

.

8 F ’

^
o~u= qui dabunt fequentes valorcs

«= - r
« — 37 (C-—/)

3 (C-4- 3/) __ 1

4096 F 4 - F

- a7 (C-l-/)
3 (C— 3/) _ 1

S — 4096~F 4
. F __ ....

Cum igitur fit quantitas negatiua, aequado iam certo

vnam
,
ac propterea quoque duas habebit radices realcs.

Vt autem omnes radices fint reales, oportet vt 35 fit

Qci qq quan-
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quantitas affirmatiua, ideoqoe 2 7(C-/3 3 (C -f 3/)> 4096F5
:

turn vero neceffe eft, vt fit (5 quantitas negatiua feu

27 (C -H/)’ (C— 3f) F3
. Quocirca vt om-

nes radices fiant reales, requiritur vt F3 contineatur in-

tra hos limites (C+/) 3(C- 3f) &^ (C-/) 3 (C+ a/>

feu vt F contineatur intra limites— (C-f-/) d/C— 3/)
1

6

27

/) ]^(CH-3/); & nifi F contineatur in-

tra hos limites, duae radices erunt imaginariae.

0. Ponamus iam B efle quantitatem affirmatiuam,

& D pariter affirmatiuam, ob B~ — erit C>/,

c-t-
32 °

& cum fit radices ordine magnitudinis

dilpofitae erunt i°, —^3^? ;
2° C ~T~0

& 3°j a~o, vnde fequentes oriuntur valores:

« _ 27 (C-f-/) 3 (C—

3

D .
1* - ^iTD? h 0 .:

-

™_=7(C—/)» CC-1-3/) ,
.~ h 0-:

e = I

D
vbi cum <£ fit quantitas affirmatiua 1

,
certo duae radices

erunt imaginariae. Sin autem fueric % negatiuum

,

quod
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quod euenit, fi 4096D 3 <27(C+/) 3 (3/'— C), duae radi-

ces erunt reales: fin fucrit 4096 D 3 > 27 (C +/) 3 (3/~C\

cum omnes quatuor radices erunt imaginariae.

IV. Maneat B affirmatiuum, fit autem D negatiuurii

=-F, ob B— >
erit/>

C

&ob.=- 2S3f,

• < <

tres ipfius « radices fecundum ordinem magnitudinis difpo-

fitae erunt 2 0
,

vnde ifti valores nafcuntur.

91 = 27 (/—C) 3 (C+ 3f) r

V4096 F 4

93 = 1 1— F

a z=
27 CC-*-/) 3

( 3/— C) 1

4096 F 4 F
vbi ob % & € negatiua aequatio certo duas habet radi-

ces reales, at ob 95 negatiuum, duae radices erunt

imaginariae.

309. Si igitur ponamus litteras B, C, D quanti-

tates affirmatiuas denotare, fequentes oriuntur cafus di-

verfi diiudicandi
,
qui ob / "zz V(CC —— ~ B D) hue

fedeunt.

I. Si aequatio fit *4 — B ± C x -f- D rz o.

Omnes radices erunt reales, fi fuerit

D < A [ncc fV BD) - C] ^ [3V(CC f V B D) +C]

Q_qqq 2 Duae
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Duae radices erunt reales, du&eque imaginariae, fi

fueric

D> A (V(CC+ yBD)-C] ^[ 3V(CC+ VBD)-h-C]

at D<A (V(CC+ VBD)+C3 ^[3V(CC+ VCD)—C]
Omnes autem radices erunt imaginariae, fi fiierit

D> A(V(CC+ VBD)+C] ^[3V(CC+ yBD)—C],

II. Si aequatio fit x4 — Bx* + Cy — D ~ o.

Duae radices Temper font reales
,

reliquae binae quo-

que erunt reales, fi quantitas D contineatur intra hos

limites.

D>A.[y(CC+VBD) + C] ^ [C- 3y(CC-VBD)3

D cMC-ncc-yBD)3 v'CC4- 3y(cc+^D)3
nifi autem D contineatur intra hos limites, duae reli-

qua radices erunt imaginariae.

III. Si aequatio fit x4 -f- Bat* zt Cx -f- Dr o.

Duae radices Temper erunt imaginariae. Reliquae vero

duae erunt reales, fi fiierit

D C ACV(CC-VBD) |CJ ^ [ 3V(CC— yBD)—C]
Reliquae vero duae quoque erunt imaginariae

,
fi fuerit

D > A cncc-VBD) -J-C] [ 3V(CC- yBD)—C]
IV. Si aequatio fit x4 -+- Bx* + Cx — Drro.

Huius aequationis duae radices Temper erunt reales,

duae reliquae vero Temper imaginariae.

gXEM-
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EXBMPLUM.L
Sr proponatur haec aequatio x4— 2 xx -4- 3 X -4- 4—

quaeratur natura radicum, vtrum fint reales an

'
'• •* tmaginartae.

Quia hoc exemplum ad cafum primum pertinet, eft

C— 3 & D= 4 ;
vnde CC-H^ BD

-
9 _|_ 3£ll = 337 & y(CC -f- — B D) = ¥l22

vnde conditioner vt omnes radices fint reales, funt

4<^+^->^3^)=>+V337^37-3)

/ 1 *

-3)^3 37i3)=-^0/337-9) tf(V3 37+ 3)

Adhibitis, approximadombus examinari debet ergo, vtrum

fit 4 <3— & 4 < — ;
quare cum prior tantum condi-

do locum habeac, aequado habebit duas radices reales>

& duas imaginarias*

exemplum 11 .

Propojita fit haec aequatio :

x4 — sxx rax — 4 ~o.

Quae cum pertineat ad cafum fecundum r duas habe-

bit radices reales. Ad retiquarum naturam inueftigan-

• -- > •- w
Qjqqq 3 dam
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dam, ob Birrs, Cm 12 & Drr4, erit V(CC-—BD)
-- • . 9

mv'(r44-32.4)m4. Ideoque videndam eft, vtrum fie

• 3 | »• * - • 4 *' * l •

*'•’

4 > 16 )/ o,
.
hoc eft 4 > o

1

6

& 4 < f6 - » 1^ 24 hoc eft 4 <3^3
quorum vtrumque cum eueniat, aequado propofita qua-

tuor habebit radices reales.

EXEMPLUM III.

Propofita fit haec aequatio

:

x4 4- x x — 2x4- 6 ~ o.

Quae cum pertineac ad cafum eertium, duae radices

certo erunt imaginariae. Turn verd eft B r
;

Cm2 & Dr«, ideoque V(CC~—BD^mV^-—^,
quae quantitas cum fit imaginaria, & duae reliquae ra-

dices certo erunt imaginariae.

E X E M PTl'U M. IV.

Sit propofita aequatio haec:

x4 — 4X 3 8x a — i6x 4- 20 mo.
Eliminetur primo fecimdus terminus, fubftituendo

* = y -+- 1 fiet

1

2c
4 m y 4- 4y

3 4- 6yy 4- qy 4- r

4 x 3 m — 4jy
3 —— 12y* —— vizy 4

4- 8 x* m ;
-• - 4- 8 y

% 4- *6y 4- 8
—— 16 x m • x 6y —. 1 6

4“ 20 rm- -i
. 4- 20

quae
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qnae com pertineat ad cafum tertium, duas radices ha-

bebit imaginarias. Turn vero ob Bins, Czr8, D~ 9,

erit V(CC— BD) = V(64— 64)=°- Com-

paretur ergo D?s cum ^.8 i>— 8 Cum

ergo fit D — —

3

j etiam duae reliquae radices

erunt imaginariae.

E X E M P L V M V.

Sit propofita hate aequatio

:

x*—4X3— 7X*-j- 34X —24—

o

cuius radices conftat ejfe, r, a, 4. & — 3.

Quod fi autem regulas applicemus, fublato fecundo

termino ponendo x~y-f- 1 fiet: y3— i3jyy-f izy -}- o~o
quae cum cafu fecundo comparata dat B~ 1 3, C~ 12,

D~o. Debet ergo efle D> A- 2 4- y'~ 24 i feu o> —3^3
& D<o; cum igitur D non fit maius quam o, aequa-

tio quatuor radices reales habere indicatur. Si enimfic

D = o, altera aequatio abit in D < A
s>c

feu 27CC< 4 B3
: eft vero

vj, 144 < 4. 13 3 feu 2f < 19*.

B
ideoque 1 < ^4 C,

• 9

310. Opus fbret maxime difficile, fi fimile iudi-

cium ad aequationes altiorum graduum transferre velle-

mus, propterea quod aequationum differentialium radi-

ces plerumque exhiberi non poflunt; quoties autem

has radices affignarc licet, ex traditis principiis facile

: iii
colli-
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cofligitur, quot aequatio propofita habeat radices reales

& itnaginarias. . Hinc omnis aequationis, quae tantum.

ex tribus terminis conftat, radices, vtrum fint reales an

imaginariae? definiri poterunt. Sit eiiim propofita haec

aequacio generalis : -
•

,
. ... ...

xm+ n —f- A —H B“ o " a

Sumatur eius differentialis ^ —(« -f n) -4-»A*«-‘,

qua nihilo aequali pofita, erit primo vnde

fi n fuerit impar numarus
,
nulla radix maximum mini-

mumue exhibens oritur : fin autera fit n numerus par,

vna radix in compucum ducenda erit x—o. Turn vcro

erjt -f- »A~o; quae aequatio, fi « fit

numerus par, & A affirmatiua qaantitas, nullain habet

radicera rcalem. Hinc fequentes cafus erunt expendendL

I. Sit m numerus par & n numerus impar
,
& radix

r — o non valebit. Si igitur fuerit A quantity affir-

mariua, nulla prorfus habebitur radix maximum mini-

mumue exhibens ;
vnde ob m-\-n numerum imparem

aequatio propofita vnicam habebit radicem realem. Sin

aucem fuerit A .quantitas negatiua puta A.

eric . vade .= fv£.f„ &-t=r-y^

Ex quibus valoribus fit

:

r

_ _ m tit f if E V :" r-|»i

« = «* E)*M- B=-^
,tque 93 = -+-

'T
H-B.' Si igitur

fuent
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fuerit igitur 3f quantitas negatiua, feu—— > B,

aequatio vnam habebit radicem realem >a. Si infuper

fiierit B> C
,

hoc eft ambas
m—\—n \m-\-ns

condiciones in vnam comple&endo
,

fi fuerit

(«»-(- »)•+" B*> •< m m n E"*+* , turn aequatio tres

habebit radices reales: &, niff haec conditio locum ha-

beat, aequationis vnica radix erit realis. Valent haec

de aequatione x m+" — Ex" -f- B~o, fi fuerit m
numerus impar : vbi fi E fuerit numerus negatiuus,

aequatio Temper vnicam radicem habebit realem.

II. Sint ambo numeri m & » impares
,
vt fit m-\-n

numerus par, nullaque radix x~o in computum ve-

niat. Quia eft x m n A — m o
,

erit

V—-—

,

quae vnica radix fi fit a, fiet
tn —

j

— ft

31 = Quim—|— n tn —)—

n

—)— ns

valor fi fuerit negatiuus, aequatio propofita duas habebit

radices reales, contra nullam. Aequatio ergo propofita

xm +” Ax " -f- B~o duas habebit radices reales,

fi fuerit m m
1

1

* A"+* > (/»-+-»)“+" B"; fin fuerit

mm nn Am+" < B"
,

nulla prorfus radix

erit realis.

III. Sint ambo numeri m & n pares, erit m-\-n pa-

riter numerus par : vnaque radix x~ o maximum mi-

Rr rr nimum-
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t

nimumue praebebit
:
quae erit vnica, fi A fuerit quan*

titas affirmatiua
,
vnde fafto a— o, erit 51 — B. Quare

fi fuerit B quoque quantitas affirmatiua, aequatio nullam

habebit radicem realem
;

fin autem B fit quantitas nega-

tiua, duae habebuntur radices reales, neque plures, fi

quidem A fuerit quantitas affirmatiua. At ponamus

efle A quantitatem negatiuam feu A —— E, eric

y » E
m-\-n ’

habebimusque tria maxima vel mi-

. .
", »E *, ” »

E

Dima : ncmpe a ~ -f- V —,— : 6~o: y~-V—r-.
m—|— n m + n

Quibus ipfius a ~xm+ n—Ear" -f- B~ o refpondent

valores 51 — — (— -4- B
; 58~ B jm-\~n \m—\—ns 1 *

^ m_E_ /* n E \M m

tn~\~n vwi -f-ns
B. Si igitur B fit

quantitas negatiua, ob 51 & d negatiuas, aequatio duas
tantum habebit radices reales, propterea quod quoque
55~ B fit negatiuum. At fi B fuerit quantitas affirma-

tiua
,

aequatio quatuor habebit radices reales
, fi fit

(m—|— «)*>+" B* < m m nn E",+* . Nullam autem ha-

bebit radicem realem, fi fuerit (**+»)»»+• Bw >«<»«*E"+*.

IV. Sit m numerus impar & n numerus par: atque

radix x~o dabit maximum vel minimum. Praeterea

vero erit
— Z ”A

m-\-n
Si ergo A fit numerus

affir-
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»

affirmatiuus, fiet a ~o & Szz—

V

»A
m hincque

a = B, & S5= B. Quare fi & B

quaiiritas negatiua, puta Br:— F, atque infuper fuerit

m mn nAm+*i> (w-4-n)*+’,F", aequatio tres habebit ra-

dices reales
;

contra vnica cantum erit realis. Sin au-

tem fit A quantitas negatiua puta A~— E, fiet

_ " «E
x --^- v^+r„ & «= y -”E

m—|—

n

& G= qut-

bus refpondent _hB & ®=K
Quare aequatio tres habebit radices reales , fi fuerit B
quantitas affirmatiua, & w"/;”E’"+"> (w-4-»)",+ ”B'”

J

quae proprietas nifi locum inueniat, aequatio vnicam

habebit radicem realem.

31 1. Sint omnes coefficientes “r, atque denotan-

tibus (x & v numeros integros, aequationes fequentes ita

diiudicabuntur

:

x -H* dbizrio vnicam habebit ra-

dicem realem:

-v i—^2? I 4-i
—

0) tres habebit radi-

ces reales, fi fuerit

x a u—i— a *>— 1 . f s 2f/t 2v— 1,
(2f*-d-2» 1)

r
(2V 1)

1

Rr rr 2 ' quod
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quod cum nunquam fieri poffit, aequatio Temper vni-

cam radicem realein habebit:

x~
~ V±x~ V — i—o duas habet radices

reales.

2 »2V Z V 1

x r i

zh x +i—o nullam habet radicem
realem. /

2IA-+-2V ,
i»

X ±x o nullam habet radicem
realem.

2fl-+-2*_^2V
I — o duas habet radices

reales.

2M“+"2V-f-I . 2 v .

X ~\~x ±1ZZ<> vnicam habet radicem
realem.

2U+2V+I 2V
x —

x

zb i ~ o vnicam habet radicem
realem.

Ceterum quia in cafu tertio ambo exponentes funt pa-

res, is ponendo xx—y ad formam fimpliciorem re-

duci poteft, ideoque hie cafus praetermitti poflet. Quo
fatto affirmari poterit, nullam aequationem tribus termi-

nis conftantem plures tribus habere poffe radices reales.

EXEMPLUM.
Quaerantur cafus

,
quibus aequatio haec x J -+-Ax a ~<~Bir:o

tres habeat radices reales.

Quia haec aequatio pertinet ad cafum quartum, patet

quantitates A & B, efle debere fignis contrariis afFcclas.

Quare nifi huiusmodi habeat formam, vnicam habebit ra-

dieem realem: fin autem aequatio propofita fuerit huius-

modi
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modi jr'zbAr'npBzno, quo eahabeat tres radices reales,

necefle eft vt fit 3*a*A 5 >j 5 B 3 feu A 5 >——

B

3
.

log

Quodfi ergo fuerit Bm, oportet efle, A 5>^^,
feu A >1,560132. Si ergo fit An ifta aequatio

*i— zx 1 —(— i~o tres habet radices reales, quarum
cum vna fit x ~ 1

j
fequitur hanc aequationem biqua-

dratam * 4-H x 3 -+- x*— x— 1— o, duas habere ra-

dices reales. Quod quidem turn ex his datis praeceptis

intelligi poteft, turn ex iis, quae in libro fuperiori funt

demonftrata, manifeftum eft, vbi oftendimus, quamuis
aequationem paris gradus

,
cuius terminus abfolutus fit

numerus negatiuus, habere femper duas radices reales.

312. Ex his principiis quoque aequationes, quae
conftant quatuor terminis, diiudicari poterunt, dummo-
do aequationis differentialis radices commode exhiberi

queant
,
quod euenit

,
fi exponentes ipfius x vel in tri-

bus anterioribus
,
vel in tribus pofterioribus terminis fine

in arirhmerica progreffione. Cum autem haec diiudica-

tio in genere fufcepta ad plures perducatur cafus
, earn

in nonnullis exemplis abfoluamus.

* *
,

’ * %•••**
BXptfp-LUM'. I.

Sit propofita haec aequatio x 7— 2x*+x3— anr o.

Fafto x 7-2x* +x3 -n, erit ^-^z-jx'-iox* + zxx,

quo valore nihilo aequali pofito fiet primo xxzz o,

Rr rr 3 qui
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qui duplex valor pro nullo reputandus. Turn vero eric

yx+zniox*— 3, vnde fit & quacuor

valores pro x emergent
,
qui fecundum magnicudinem

ordinati, fequentes pro a praebebunc valores:

a~ i

s=m
y —~v\

Si ergo fit a numerus affirmatiuus, erit vel *>^ V|,

vel a < Vf ,
priori cafu ob 51, 95, <£, ©, omnes

negatiuas ,
aequatio propofita vnicam habebit radicem

realem x>i. Pofteriori cafu fi a <^ T/f aequatio

tres habebit radices reales, primam > i, fecundam con-

tentam inter limites i & & tcrtiam intra limites

H-V* & —VI.

Sin « fit quantitas negatiua ponendo xzz—y, ae-

quatio perducetur ad fbrmam priorem. Quo ergo ae-

quatio propofita tres habeat radices reales, necefle eft

vt fit «<5o,0516134 vel «<yr .

31 =— n .

S3 — V|— a
343

— a
343

$ ~

EXEM-
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EXEMPLUM IL

Sit propojita haec aequatio :

ax 8 -3X tf + iox3 - 12~ o.

Quia hie exponentes trium pofteriorum terminorum

font in aritlimerica progreffione, ponatur x—~ atque

aequatio transmutabitur in hanc:

a— $y*-+- l0ys— i2y 9 zno t ponatur ergo

uy 9 ioy s $y *— azz.o y eritque differen*

riando “ 96

y

7— joj 4
-f- 6y~ ox ex qua aequa-

dy

none pruno fit y~To; turn vero erit y
c ~

g
—

& y
3 —— ideoque vel y — y— vel y —vjg‘

His ergo tribus radicibus fecundum magnitudinem dis-

pofitis
,
reipondentes ipfius % valores ita fe habebunt

:

c=Mv 16 64 r 2j6 2 j6 4

y “ o (£ — a.

256 y
4

Quodfi ergo fiierit a > y'—
,

aequatio propofita duas

habebit radices reales
,

alteram > y'-j, alteram <! o :
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\

at praeter has infupcr habebit duas radices reales
,

fi

fimul fuerit 58 quantitas affirmatiua
,
hoc elf, fi fuerit

a . Quamobrem aequatio propofita quatuor

habebit radices reales, fi quantitas a contineatur intra

limites .y — & V~ j
qui limkes proxime funt :

0,48075 & 0,50*574. Pofito ergo fi — i, haec aequatio

* •— 6j* e 20X3— 24— 0 quatuor habet radices

reales intra limites tz>
; 1^3 » °> — & ; ergo tres

erunt affirmatiuae & vna negatiua.

CAPUT
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I



CAPUT XIII. ......

. DE CRITERIIS RADICUM
IMAG INARIARU M.

. 313 -

In capire praecedenti moduin exhibuimus naturam ra-

dicum cuiusque aequationis explorandi, ita vt eius

beneficio, fi proponatur aequario quaecunque, inueniri

poffit, quot ea radices habeat realcs, & quot imagina*

rias. Plerumque qukkm haec inueftigario difficillime

inftituitur, cum aequario differentialis ita eft comparata,

vt eius radices exhiberi nequeant. Quanquam autem

his cafibus eadem operario ad aequarionem differentia-

lem ipfam accommodari, eiusque radicum natura ex

ipfius difterentiali indagari, hincque illius radices proxi-

mo aflignari poflent
;
tamen labor nimium faepiflime fie-

ret moleftus. Quamobrcm in hoc ncgorio faepenume
:

ro fufficic eiusmodi criteria nofle, ex quorum praefentia

tuto concludi poflit, inefle in aequatione propofita radi-

ces imaginarias ;
etiamfi ex eorum abfenria viciflim in*

ferri nequeat, omnes prorfus radices efTe reales. Quae

cognitio etfi eft imperfe&a, tamen frequenter vfu non

dertituitur :
quocirca his criteriis explicandis praefens ca-

put deftinauimus.

314. In capite igitur praecedenti vidimus, fi

aequario quaecunque

:

Ss ss z~
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L

* = 1 + p*-f

«nC^+ 9-t*r4- &c.rr o
omnes radices habeat reales, turn ctiam eius differendalem

omnes fuas radices habituram efle reales. Siinul vero
oftcndimus, edamfi aequacio differendalis omnes habeat
radices reales

5
tamen inde non fequi

,
ip/Tus aequarionis

propofttae omnes radices futuras effe reales. Interim ta-
men, ft aequatio differendalis habeat radices imagina-
rias, turn fcmper refle concludimus, aequationem ipfam
propofttam ad minimum totidem habere debere radices
imaginarias. Ad minimum dico : fieri enim poteft, vt
ipia aequatio plures habeat radices imaginarias. Hoc
ergo modo ex aequadone differential! plus concludi
non poteft, quam, ft ea habeat radices imaginarias, ip-
fam propofttam aequarionem eiusmodi radices quoque
habere debere, Sc quidem ad minimum totidem.

3 is- Si aequatio propoftta mukiplicetur per po-
teftatem quamcunque •***, denotante m numerum inte-
grum affirmaduum

5
turn quia haec noua aequado om-

nes radices habebit reales, ft quidem propofitae radices
omnes fuerint reales : turn quoque eius differendalis
poftquam per *»-* fuerit diuifa, radices crunt reales*

omnes. Hinc ft haec aequadp:
;

'

*"— — Cx” 4 8cc. no
omnes radices habeat reales

,
tiun quoque ifta aequatio

(»+*)*• “ (»+«-i)A*»l* f (wf a) - &c. = 9
’ a

. 2 om-

f
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omnes radices habebit reales. Ob eandem radonem, G
fiaec multiplicetur per Sc denuo differentietur, aequa-

do refultans:

omnes adhuc radices habebit reales : deque quousque

libuerit, vlterius progredi Beet. Sin autem huiusmodt

aequatio radices imaginarias habere deprehendatur, turn

fimul certum eric, ipiam aequadonem propofitam lalcem

totidem radices imaginarias efie habituram.

, 3 1 6. Si aequatio propodra, antequam differendatur,

per nullam poceftatem ipfius x multiplicetur, turn iudi;

cium ad aequadonem vno gradu inferiorem deducitur.

Ita fi aequatio propodta

x m
.— Ax"~ l Bx“-» — C**-» -f- &c. zr o

omnes radices habeat reales, turn quoque eius differen*

dales omnium ordinum omnes radices habebunt reales.

Quare & fequentium aequationum omnium radices erunc

reales : .

-(«-
1 )

A-*-"-1 -K»-2)B*"-?-(«- 3)C **-4 4- &c. zz o

»(«—l)*"-*—(e*1 1 A**~J 3) - &c.rro

»(»-i)(»-^a)4r'»-J-Cn-i)(»-a)(»-3) A*»-4 -+-&c. ~ o

»(n-iX«-a)(«- 3>*-4-(«-r)(«-2X«-3)(n~4)Ax*-i+&c.:z:o

Sic.

.:i , .... • 1

quae aequationes ad fequentes formas reuocantur:
, ...

j
. /.. .• . 1)

S s s s 2
•

• / -
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fa>Ar« +
(-fafa-> Rr-> -fa>faX»-j> C*-4 + &C.= o

fa> A*—! +faXfafc.-4-fa) Cl,-;)fa)0-4+ &C.= O
n

T »(«-x) n(tt- i)(a-2) 1

fa)A*-4 + <J!=|)fa.) + &c.= o
n

T
«(»-!> »(»-!) C»-2)<

• *

Oil ,i>' y

fa)A,-. +^fa^-^'-=#fa0-7 + &C.= 1

&C.

317. Hoc igitur modo iudicium ad aequationem

dati gradus infcrioris
,
quam eft ipfa propofita

,
reduci

poteft. Sic ft m fuerit numerus quicunqire minor quam

», turn ft aequatio propofita omnes radices habeac rea*

les
,
turn quoque huius aequationis gradus m omnes ra-

dices erunt reales; !

.!

a tn(m— I ) r>
n^tn l)(w 2) . _L —nA*"-» + ^7 7 r C*"-! + «C o

.

n(n-i) H(ff-j)(«-2>

Qutare ft ponatur m’zz. 2 ,
prodibit ifta aequatio

;

.
• *•—— A* | > ,

« a (» — 1 )

tuius radices debebunt efle reales, ft quidem aequatio

propofita x *—A x* |— Bar"-*—Cxn- 3—f-&c.~o,

omnes habeat radices rcales. Cum autem ifta aequa-

tio quadratica radices reales habere nequeat, nib fit

fequitur, aequationis propofitae radi-

ces
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2 ft

ces omnes reales efle non pofle
,

nifi fit AA >— B.r n-i,

2 ft

Quamobrem fi fuerit AA<— B, hoc certum erit

fignum, aequationis propofitae ad minimum duas radices

fore imaginarias.

3»8. Hinc ergo aflecud fumus afFe&ionem neces-

fariam
,
qua coefficientes trium primorum terminorum

affefti efle debent, fi quidem acquadonis propofitae om-
nes radices fuerint reales. Hocquc eft ciusmodi cri-

terium
,

vti initio meminimus : fcilicet etiamfi cafu

A A > B
,

nihil pro realitate radicum fequatur, at fi

2 ft '

fit AA<— B, hoc tamen certum fit fignum duarum
n—

i

faltem radicum imaginariarum. Sic vt omnes radices fint

reales, fucceffiue pro » numero a, 3 , 4 , j , &c. fubfti-

tuendo requiritur > vt fequitur:

*'—Ax -4-B — o . A* > 4 B
* 3—Ar»-f-B* — c — o A 3 > |B—Ax3-+-Bx*—O -j-D rz o ... . A»> 5. g
x s—Ar4-f-B* 3— Crs -f-D.r— Erro . . A*> yB
Hinc fi terminus fecundus defit, tertiique coefficiens B
fit affirmaduus, vt aequatio fit huiusmodi

:

x-_4_B^»-a—

C

jt*- 1—|— Djt"- 4— &c. rr o,

haec omnes radices reales habere nequit
,

fed ad mini-

mum duae erunt imaginariae.

Ss ss 3 " 315.
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-•-319. Huiusinodi vero criteria pro coefficientibus

fequenrium terminoruin erui poffunt, fi perpendamus
aequarionem hanc

: ^ f - ... ......

1—Ay -f- By® —— Cy3 -4- Dy4— &c. ~ o

totidem habere radices tarn reales quam imaginarias,

quot ipfa aequario propofita contineat. Hacc cnim ae-

quario ex ilia oricur, fi ponatur x~~
, ita vt ex radi-

•i
1

. . .
1 y 1

. -

cibus huius aequationis fimul radices illius habeantur.

Quare fi aequario propofita omnes radices habeat rea-

les, turn quoque reciprocae iftius differendalis, fcilicet

huius —A-f-2By—

3

Cjy*—|— + Dy3— &c-~o
radices omnes erunt rcales. Subftituacur in hac iterum

x pro
y ,

atque emerget ifta aequario

:

A**-1— iBx n-

1

—j— — j).Dx "~4—j— See.~ o,

cuiiis radices propterea omnes erunt reales, ,fi radices

aequationis propofitae fuerint tales. Hinc iam patet, fi

fucrit n — 3, necefle effe vt fit BB> 3 AC.

320. Differenrietur autem ifta aequario vltcrius,

atque prodibunt •—' •

&c.= <5
(*-i)(n-2)

Ax"-*

Aa»-J

t

Av*~4

tl— I

—&c.=,
T2— I

. )
mj .

&c.
(n-lXn-2)

Gene-
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9

J

Generaliter ergo
,

fi m fit numerus minor qnam n
, erit

:

Ax" Bjr"-' \.—— Cx”>~> &C. — o.

Si iam ponatur m~ 2 , habehitur ifta aequado

:

Ax ».

B-X
B-r-f

(B-l)(»-2)
C ~ o

,

4bb 6AC
cuitis radices vt dm reales, oportet efle „ ^ .

- - ^ («-0* Cb-i)(«-2)

Quare fi aequario propofita omnes habeat radices reales

erit B B> —

-

AC. Atque fi fuerit BB < AC,
3 \n ~2) ,

*

hoc certum eft fignum, aequadonem propofitam ad mi-
nimum duas habere radices imaginarias. Si igitur fit

b=3, criteriom erit BB> 3 AC ;
fi fit b~ 4 5

erit

“~ACj fi n-:y, erit BB> ^-^AC, &itaporro.
—2 • 2 2* J

321. Vt haec criteria ad fequentes coefficientes

transferamos, refumamus aequadonem differentialera in

y inuentam:
. .

—A -f- aBjy— 3 Cy* -f- 4Dy 3— $Ey* -|-&c.r=o
hancque denuo drfferendemus, vt habeamus:

2 B— 6Cy H— 12 Dy*— 2oE_y 3 -4— &c.~

o

quae reftituto loco y dabit:

B*"~*— 3 Cjt »-}-}- 6Da »—t— ioEr*-r-f- &c. ~ o
ex cuius vlterioris difFerendadone fequumur hae aequa-

uones

:
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n — 2

& generaliter

6m(tn — i)

Quodfi igitur ponamus wrr2 prodibit acquatio quadrata :

Bat" — Car"- 1 —“—— &C.= o
n—2 '

B* a
2. 3

n—2
Cx —)-

6 .

Drr
(a-2)(»-3)

cuius radices erunt reales, fi fuerit —
fcu C C> D- Quare fi aequatio propofit*

omnes radices habeat reales, erit CC> —-^BD, at:

3(®-3; t ’

^

que fi haec conditio deficiat, aequatio certo duas ad mi-

nimum habebit radices imaginarias.

3*2. Si aequationem fuperiorem 2B-<?C> + ia Dy a

— &c. “ o denuo differentiemus
,
prodibit

:

fiC-f-24Djy— 6o E>* -f- &c. r= o , due

C— 4Dy -|— ioEjy*— 20 Fjy
3 &c. rz o

,

quae reftituto x loco
y

abibit in hanc

:

Cx»-l 4Djr»-4-4-ioEj:’,-f— 20 Fx*-6 -4— See. zz o

ex cuius vlteriori differendatione fequuntur:

Cj.-4 _ 4^D^'+ ^°("-4X»-rt EA^c,-=0
-(»“3) •• («-3)(»-4)

Cjc"-r
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Cx-t— + i°(»-»)(»-<0E»-7— &c.
*r~3 («-3)(«-4)

:• i ... i
;

;
: & generaliter wr

r\ n-

C*"— 4wD "1 . iom(m — !)„ _ . _
2—— 77 (Ex»-* &C. ~o.
n- 3 (»- 3)(«”4)

Ponamus m” a, critque C**— D.* +
2. io

»~3
.

' (»~3)(*~4)

ex qua fi eius radices fint reales fequitur fore

:

-±i-DD> ,

2

; 1
°--: CE feu DD>^=^CE.

(»-3)* (»-3)(«-4) .
4(«~4)

Err

o

323. Ex his iam fads perfpicitur relatio omnium

coefficientium. Generatim ergo fi aequario haec :

x n— Ax**1 + B*"-1— + E*"- * -f&c. = 0

omnes radices habeat reales
;

erit

.4 a *

. .. . A.A > l(s—7)

30 1)

2 (» 2)

4(” 2 )

3(« 3)

C E40 4)

E E > D F

» '!

. I

B B >

C C >
•ii : .

D D >

B

A C

B D

5(« 5)

&c.

T t tt Quorum

f...r

Digitized by Google
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Quarum conditionum fi vna delif, aequado ad minimum
duas habebit radices imaginarias. Atque fi i/ta crite-

ria a fe inuicem non pendeant
,

facile perfpicitur, quot-

quot eorum non conueniant, totidem dari paria radi-

cum imaginariarum. Quamuis autem hae condiciones

omnes in quapiam aequatione locum habeant, tamenin-

de non fequicur, nullas dari radices imaginarias
;

quin

potius euenire poteft, vt hoc non obftantc omnes radi-

ces lint imagmariae. Cauendum ergo eft, he his crite*'

riis plus tribuatur, qaam ip(is vi principiorum
,
vnde

funt dedufta, tribui poteft.

324. Facile auterh apparet non lingula criteria,

quae deficiunt, binas radices imaginarias iridicare pofle

;

in aequatione enim n dimenlionum, quia habentur »-f- r

termini, atque ex fingulis praeter primum & vltimuin

criterium defumi poteft , omnino criteria habebuntur
— 1; neque tamen ft lingula deficiant, aequatio 2*7—2

radices imaginarias habere poterit, propterea quod om-
nino tantum n habeat radices. Vnum autem criterium

Temper duas radices imaginarias patefacit, & quia fieri

poteft, vt duo criteria huiusmodi radicum non plures

oftendant, videndum eft vtrum haec duo criteria lint

contigua nec ne'J priori cafu nuraerus radicum imagi-

nariarum non augebitur, pofteriori vero, quia criteria

litteras prorfus diuerfas muoluunt, vnum quodque bi-

nas radices imaginarias mOnftrabit. Ita etiamli fuerit

A A <
2 n

B & BB < AB, ta-

2 (»— 2 )
men
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men hinc non neccflario quttuor radices imaginariae in-

dicantur , fed vtrumque fortaffe easdem binas indicat

Quodfi vero fuerit AA< -

2
--rB & CC •<

a

^
BD> i(»—1) 3(8-3)

exiftente B B > A C, quatuor radices ima-

ginariae indicabuntur. r

t
,

f* .
* ” )

32 j. fix critcriis ergo radicum imaginariarum fe

immediate infequentibus plus non fequitur, quam ex vnoj

fin autem ea ordine interrupto procedant, vt inter bint

quaeque criterium vnum vel plura contraria interiaceant,

turn ex vnoquoque binae radices imaginariae concludi

. poterunt. Quae confideratio fequentem regulam fuppe-

peditat. Aequarionis propofitae fingulis terminis, prae-

ter primum & vltimum, infcribantur coefficientes crite-

riorum ante inuenti
,
hoc modo : 1

2 n 3(«-0 4(”-a) j(n- 3) «

i(«-i) 2O-2) 3(»-3) 4(8—4)

x n— a*"—

‘

— O-} -f- D*»-4

—

&e.~o
m •• •» &C.

Turn examinetur quadramm cuiusque coefficients

,

vtrum fit maius an minus, quam fra&io infcripta per

produ&um adiacentium coefficientium multiplicata, prio.

ri cafu termino fubfcribatur fignum pofteriori fi-

num —
*
primo vero termino & vkimo perpetuo fi-

gnum fubfcribatur. Quo fa&o, quot fignorum

T ft t 2 horum
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horum fubfcriptorum variariones ocxmrrunt, toridem ra-

dices imaginarias aequado ad minimum habere cenfen-

da erit.
,

. . .

4 •
‘ 1

/ ;• '> ;•_( .
• t >

326. Haec eft regula a Neutono inuenta ad radi-

ces imaginarias cuiusque aequadonis explorandas -

y de
qua autem probe tenendum eft, quod iam annotauimus,

faepenumero fieri pofle, vt aequado plures habeac radi-

ces imaginarias, quam hac methodo deteguntur. Hinc

'

alii operam dederunt, vt fimiles regulas alias inuenirent,

quae numerum radicum imaginariarum exa£Hus praebe-

rent, ita vt verus iftiusmodi radicum numerus minus
faepe eum, quern regula oftendat, excederet. In hoc
genere imprimis proftat regula Campbelli Arithmericae

Neutoni vniuerfali fubiunfra
,
quam propterea hie expli-

cari conueniet, etiamfi non fit perfefta. Nititur autem
hoc lemmate: Si fuerint es, S, y, 3 , t

} &c. quantita-

tes, earumque numerus fit ponatur fumma harum
quantitatum a-4-£-|_y-f-<J-f-&c. =rS, fumma
quadratorum a a -j- g 2

-f- y
2
-f- S3 -}- &c.—V, erit

vrique V > o. Sed cum fit produ&um ex binis

a S —1“ a y — ,a 3 —f— S y —f— § 3 Sec. m — ?

2 *

erit («—i)V>SS— V feu wV>SS. Nam
fi difFerendarum inter binas quantitates quadrata fuman-
tur, erit eorum fumma
— («-£) a -^0-y) a

-f- (a-cT)* -f-(£-y)* -f- &c.

~ (m~i)(a, 2 +g a +y* +f3 +&c.)- 2 (ag+ay-t-a3i-€y+&c.)

= (»—OV— a
V) =wV ___ ss> Ci]m

;
a

igicur
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4

igitur fumma quadretoriun realium ft Temper affirma-

tiua
,

erit m V— S S > o ideoque ».V > S S. •

327. Hoc lemmate praemiflo (i habeatur haec

aequado :

ar*— Er — Cr Dx '*-4—

— &c. = o
,

eiusqne omnes radices fiierint reales nnmero », quae

fint a
,

b , c , d , t
, &c. erit vti conftat ex natura

aequadonum

:

A zzz <* "4** ^ ~4“ c -4- d 4— &c.

B —al-\-ac-\-ttd-\-bc-\-bd-\-8iz.

C“ abc -f-abd-+-abe-+- acd 4- bcd-h&C.

T)~abcd-\- abet 4- aide 4— &c.

&c.

numerus terrrun.

n

<”-0
I. 2

1. a. 3

»(»-
1
)(ff~2X#** 3)

1. 2. 3. 4

Sumantur iam fingulorum harum ferierum terminorum

quadrata , ac ponatur :

&c. .. .

Qjn aH * -4- /i*r» -4- -f- i*r* 4- &c.

R rr ** J*ra 4- a'b'd2 4- a*b*e* 4- «»<*</• 4- &C.

S — a'b'c'd2 4- a*b 2c,
e* 4- a*b2d2e* 4- &e.

&C.

T t 1 1 3 erit
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crit ex natura combinationum
.

p = A* iB ^ ^ » 31 .J , it i>

Q m B 1 " 2AC -f" iD r r

R— C*— 2BD -f- 2AE— 2 F

S = D* — 2CE-+-2BF—1 2 AG-4- 2H * •

328. Vi igitur lemmatis praemifli habebimus:
r,;„,

n P > A A

1.2

”^rriK”jr7i) R>C c
I. 2. 3

„(« i)(« 2)(g 3)

1. 2. 3, 4
S>DD &c.

Quodfi ergo loco P, Q, R, &c. valores ante inuenti

fubfticuantur
, obtinebimus fequentes radicum realium

proprietates

:

»AA— 2hB>AA feu AA> 2 n
B

' n 1

”J”=Zl2 BB— AC-H^=L)D > BB,
1. 2 i. 2 i. a ’

flue

2 Tt (n 0

(AC— D)BB >
1. 2.

» O— 1

)

1.

fimi-
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fimilique modo aequationes fequentes praebent

:

.. a«(»—*)(»— a)
’

cc> I.
(BD— AE-t-F)

M (»— i)(«— a)

1. a. 3.
*

2»(ff *)(«-—*Xa 3)

3 ' 4 ‘

- (CE-BF-fAG-H)
PriT

:

^ —aX” 3)

I. 2.

Hinc ergo cuiusque coefficientis quadratum non folnm

cum produ£h> proximo adiacentium comparatur, led

etiam cum re&angulis binorum quorumqne vtrinque

aeque diftantiiim
;
Ita tamen vt horum rcttangulorum

figfta altematim mureneur.

.i:ir
'

'

329. Singulis igitur aequationis terminis praeter

primum & vltimum infcribi debent ‘fraftidnes, qaarum
numeratores line vneiae biaomii ad fimiiem dignitatem

eieuati duplfcatae
,

denominatores vero eaedem vneiae

vnitate minutae. lea confiderando aequationes quadra*

tas, cubicas, biquadratas &c. fi earum radices Omnes
focrint reales, erit : > -

‘ ' f t

1 : , Mt "4
x*— Ax -4- B rro

$ A* V4B t.s.

)
»' ’ Pro aequadone cubica:

1 4 f
-r jr* — Ax»-+ B* C r o

ctft;- ’ A* B 8c B* > 3 AG
'

ru. Pro
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Pro aequatione biquadrata: '
.

....

* .V „ ,
x 4 — Ax 3 -f- Bx* — Cr -j- D rr o

erit A* > * B r

;
B*>y(AC— D)

; C*>|BD

Pro aequatione poteftatis quintae:

nj y to

x s — Ax4 Bx 3 —
< Cx* -f- Dx— E~

o

erit AA> yB
;
B*> y(AC-D)

;
C*> y(BD-AE)

& D* > y C E.

,

, .j

V
Pro aequatione poteftatis fcxtae:

, . . : t '> n
r
.. / . 0

, V rif -

x® -— Ax 5 -f- Bx4 -— Cx3
-f- px*.— nx-tr*~o

erit A* > VB ;
B* > ff(AC-D); C* > (BD-AE+F);
D* >4|(CE — BF)

;
E* > V* DF. &c.

330. Si igitur quodpiam criterium faMat, id eric

indicium duas ad minimum inefle radices imagmarias

in aequatione propofita. Cum aucem fi fingula fallant,

aequatio ideo non duplo plures habere queat radices

imaginarias, fimili modo iudicium his cafibus erit abfol-

vendum, quern ante pro Neutoniana regula indicaui-

mus. Scilicet fi cuiusque termini quadratum mains fue-

rit quam fra£iio infcripta per produfta terminorum adia-

centium & vtrinque aequidiftantium muitiplicata, turn ifti

termino fubfcribatur fignum -f-, contra vero fignum

—
j
primo vero & vltimo termino conftanter fubfcri-

batur fignum -h .
Quo fa&o inipiciatur ordo figno-.

rum
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rum horum fubfcriptorum, & quodes occurrit variario,

toties radix imaginaria indicabitur. Quodes ergo haec

rcgula plures radices imaginarias indicat, quam Neuto-

niana, todes quoque ad veritatem magis accedit. Inte-

rim tamen fieri poteft, vt aequario plures habeat radi-

ces imaginarias
,

quam per vtramque regulam indi-

cantur.

331. Falleremur ergo, fi his criteriis tanquam per-

fe&is fignis radicum realium & imaginarium vd velle-

mus
;

propterca quod fieri poteft, vt aequatio plures

habeat radices imaginarias
,
quam haec criteria indicant

:

error autem eo maior efle poflet, quo altioris gradus

foerit aequatio propofita. Nam in aequatione quadrata

haec criteria ita veritati funt confentanea, vt fi nullas

radices imaginarias indicent, edam aequario nullas fit

habitura. Aequario autem cubica duas radices imagina-

rias habere poteft, eriamfi neutra regula, (ambae autem

hoc cafu adhuc conueniunt) eas exhibeat. Hos igitur

cafus inueftigaturi , fit propofita haec aequatio cubica

generalis : 3 3

x 3 —
• Ax 1

-f- Bjt — C ~ o

in qua fi fuerit AA>3B 8c BB>3AC neutra re-

gula radices imaginarias indicat. Supra autem (306) vi-

dimus ad id, vt nullae radices imaginariae adfint requi-

ri primo vt fit B < fA A ,
quam conditionem quoque

ambae regulae requirunt. Sit igitur B— 4 AA— 4/;
atque necefle eft vt C conrincatur intra hos limites :

,VA 3— }A/— 3V/ 3 & ,vA 3— JAff-\-^f3
.

V v v v Vtra-



706 CAPUT XIII.

... \ n..
Vtraque autem regula tantum poftulat, vt fit C<

hoc eft C<jVA’— Quae condi-

tio locum habere poteft, etiamfi C non intra dittos Ii*

mites contineatur.
.

- «

332. Sit enim C= *VA3— /r gg :

atque regulae nullas radices imaginarias indicabunt. Inte-

rim tamen in erunt duae radices imaginariae, ft fuerit vcl

2*7A s—W A#--f- ^ < 2V A =3— fA#

—

7
*
T/ *

T
T7

27 A

/<
vel

A 3 A;H-^- *8- > A 3—

f

A#-h,*,/3
.

Si igitur fuerit vel gg> vel gg<~^£—y
acquatio cubica duas habebit radices imaginarias, etiamfi

neutra regula eas indicet. Sumimus autem hie effe A
quantitatem affirmatiuam, ft enim eftet negatiua, ponen-

do 2-rrr — y aequatio in eiusmodi formarn transmutare-

tur, in qua A eftet affirmatiua. Hinc infinitae aequatio-

nes cubicae formari pofitmt, quae habeant duas radices

imaginarias
,

etiamfi per regulam non indicentur. Sit

_(#>A/)
enim gg— 27 A

+-M, eric C=^V,7 27 A

— t
*
T A’ - \Aff-i\P-hh, & B — iAA-fjf.

n — •hh exiftente ;
27 A 7

Vel

erit

c—
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C= /rAJ— fAjf-WV/H-** & B— fAA

—

\ff.

Vtroque caTu prodibit aequatio duas habens radices ima-

ginarias, neutra regula indicandas, Ponamus verbi gra-

tia A— 4, fzz 1 ,
erit B ~ 5 ;

& ob gg zz TVr-HW;
prit C — — tVb-— /M— 4|— hh. Quare fi fit

C<#|, aequatio x 3— 4x*-+-fx— C~ o Temper

habebit duas radices imaginarias. At fumto gg~ r\~M
debebit cfie hh <^ T

J
T ,

fietque Crzf#- T
’
T + Mrr:a + A^.

Sit AAzTtV; atque aequatio * 3— 4jrjr—)— 5 or— ##rro
duas habebit radices imaginarias, etiamfi nulla regulis

prodatur.

333. Quin etiam eiusmodi aequationes generates

formari poflunt, in quibus neutra regula radices imagi-

narias exhibeat , etiamfi tamen faepiifime duae pluresue

infint. Euenit hoc fi perpetuo duo figna fimilirf Te mu-

tuo excipiant, vti:

x”— Ax”~l— E.t"~f— Fx^—^-f- &c.“

o

vel x n + Ax "-1 - — Cx"-i + D*»-4 + EU-"-r — &c.“ o

,

hie vtraque regula nullam vnquam radicem imagina-

riam prodit. Quod autem Taepifiime huiusmodi radi-

os continere queant
,

vel ex aequatione cubica elucet .
• »

x 3—-Ax*—Bx-f-C—o, quae pofito jfzr AA-4-3B
Temper habet duas radices imaginarias, fi fuerit

vel-C A 3- f Aff-^f3 vel-C> JrA3- #A/-+Sya.

Interim tamen & hos caTus ex regulis elicere licet, fi

aequatio ope Tubftiturionis in aliam formam transforme-

tur. Ponatur x zz y
-f- £, fietque :

V V V V 3 —J

—
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sha

Ayy

3 My
2Aky

By

k*

B*
C

: Jii

" *>

1 3 f'

.n’r-i

quae fecundum regulas examinata dabit primo quidera

fponte (3k— A)* >3 (3 kk— 2 A.k— B); at quo fit

(3**— 2 A*— B)» >-3(3*-A) (*
3 -A&-B* 4- C),

quod eft alteram criterium
,

necelTe eft vt fit

:

B B-f- 3ACH-(AB— 9C)*-+- (AA-H3B) **>o,
quicunque valor ipfi k tribuatur. Sumatur ergo k ita,

vt haec expreffio minimum valorem adipifeatur, quod

fiet ponendo k—
|^ B) *

& ^ ifta exPre^° ad-

huc fuerit > o, probabile erit aequacionem propofitam

nullas ‘habere radices imaginarias. Fiet autem

p I *n (AB 9C)* . (AB-yC) 1

BB -+ 3AC — r(AAflB) «AA+W) > 0 feu

BB-h 3AC >— . Cum ergo fit Bz=.\ff- fAA,

erit 4/’(y/4 -fAAjf-f yA 4 + 3AC)> (fA/'-yA J -sC)* feu

4/*-Ag a/4|4A4^io 8ACjf> A*/4-2A 4/* -y4ACjftA ®tj4A 3Cf72$CC
vcl 4/‘ >5>A a/»-6A 4#-i62AQr+A«'+ y 4A3C+729CC

vnde fa&oribus fumtis efle debebit:

(2P -f A 3 - 3A/+ 27C)(2p-A 3
-f 3A/— 27C) >0.

Hincquc regulae radices imaginarias oftendent, fi fuerit vel

C>— tVA 3 +SA/-,Vp & C >

-

TV

A

3 + JA/f Jjp vel

C < - yV

A

3
-f 5Af-irP & C<-,VA»f*A/f ry>.

Quae
/
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Quae fimt eaedem conditiones, quas fupra inuenimus.

Patet ergo idonea aeqnarionis propoOtae transmutatione

regulas hoc capite traditas ita perfici pofle, vt averitate

non diffideant, eriamfi conuertantur.

334. Ex his principiis quoque regula Harriotti,

qua quaelibet aequatio tot radices affirmatiuas habere

praedicatur, quot dentur fignorum variationes, tot vcro

negatiuas, quot dentur eiusdem figni fucceffiones, de-

monftrari poteft
,

quae quidem regula pro radicibus

tantum realibus valet. Ponarnus ergo acquationem

x* — Ax"- 1 + — Cx"-i 4- D^"-4 -&c. —

o

omnes radices habere Feales atque affirmatiuas, atque eius

differentialis nxn -i~(n—i)Ax"-* +Qi—2)Bx"-i — &c.~o
non folum omnes fuas radices quoque habebit reales &
affirmatiuas, fed eciam huius radices conftituent limites

radicum illius aequationis. Praeterea vero pofito jrzr-y-

hacc aequatio 1 — Ay -f By* — Cy 3
-f D.y4 — &c. ~o

omnes quoque radices habebit reales affirmatiuas
, fed

reciprocas illius, ita vt quae radices in ilia aequatione

fint maximae
,
hae in ifia fiant minimae. His pofitis fi

ilia aequatio propofita continuo differentietur, donee ad

aequationem primi ordinis perueniatur
,

quae erit

x — — A — o, (317) huius radix adhuc erit affirm*-
n

tiua
,

ideoque coefficiens fecundi termini habebit li-

gnum — vti afliimfimus. Sin autem ifte coefficiens

haberet fignum H~, turn certo fequeretur, aequationem

V v v v 3 pro-
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propofitam non omnes radices habere affirmatiuas, fed

vnam ad minimum fore negatiuam
, & quidan earn,

quae Iimitibus hucusque perdu£tis refpondeat.

33 j. Si aequatio propofita in fui reciprocam con-

vertatur & differendetur, turn vero iterum x reftitua-

tur, atque differendationes condnuentur, donee peruenia-

tur ad aequadonem fimplicem, quae ex §» 320. erk hu-
2

iusmodi A x — - B — o
,
cuius proptcrea radix

quoque debet efle affirmadua, fi quidem propofita om-

nes fuas radices habeat reales affirmaduas, hineque fe-

cundus & tertius terminus diuerla figna habebunt.

Quodfi ergo hi duo termini fimilia habeant figna, ad mi-

nimum vna radix negadua indicabitur, refpondens li-

mid hac aequatione fignato, qui diuerfus eric a limite

praecedente aequadone indicato, propterea quod hie ra-

dices femel funt in fuas reciprocas conueriae : vnde
concluditur, fi tres tennini aequadonis iniriales paria ha-

buerint figna, turn duas radices negariuas indicari.

336. Simili modo fi conuerfiones & differentiado-

nes fecundum §.321. inftituantur, atque eousque cond-

nuentur, donee ad aequadonem fimplicem Bx- C ~o
perueniatur, & huius aequationis radix efle debet affir-

madua, fi quidem propofitae aequadonis omnes radices

fuerint tales; vnde fi termini tertius & quartus paria

habeant figna, indicabitur vna radix negadua. Sicque
perpetuo, fi duo quicunque termini contigui aequalibus

• . / fignis
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fignis faerfnt affecH, vna radix negatiua proditur; ideo-

que quotcunque fuerint eiusdem figni fuccetfiones
,

toti-

dcm ad minimum aequario propofita habebit radices ne-

gatiuas, quoniam haec fingula criteria ad diuerios limi-

tes referantur. Quod fi autem aequatio propofita om-

nes radices negatiuas habere ponatur, turn quia radices

omnium aequationum differentialium ex ea dedu&arum
debent effe pariter negatiuae, omnes termini aequalibus

fignis affefti efle debebunt. Quare fi duo termini con-

rigui diucrfa habcant figna, ex iis vna ad minimum ra-

dix affirmatiua concludetur. Atque fimili modo, quot-

cunque in aequatione occurrant binorum terminorum

variationes fignorum, totidem ad minimum radices af-

firmatiuae ineffe dicendae funt. Cum igitur aequatio

omnis tot habeat radices, quot dantur duorum fignorum

contiguorum combinadones
, neque plures , fequitur

quamuis aequationem, cuius omnes radices fint reales,

tot habere radices affirmatiuas, quot fuerint fignorum

contiguorum variationes, tot vero negatiuas, quot fue-

rint eiusdem figni fuccetfiones.

CAPUT
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CAPUT XIV
DE DIFFERENTIALIBUS FUNCTIO

•

NUM IN CERTIS TANTUM
CASIB US.

3 37-

Si y fucrit fun&io quaecunquc ipfius x
,
atque hacc

quantitas variabilis x augeatur incremento w, vt x

abeat in jr-f-w, turn funftio y induet hunc valorem

:

y
b)dy . U)

2ddy
,

o» 3 d3
y w 4 </4jy

24*/jt 4 —f— &C.

ideoque capiet hoc incrementum :

(t>Jy
|

u)
2ddy

|

o) 3 d3y t

w*d*y

dx 2dx 1 6dx 3 24 <ir4
4-&C.

vti fupra demonftrauimus. Quare fi fiat wzzdx, ita

vt x fuo differcntiali dx crefcat, turn fun£Ho y incre-

mentum accipiet ~ dy-f- ~ ddy-\-
^
d3y-f- d*y-\- 8cc.

quod erit verum difFerentiale ipfius y. Quoniam vero

huius feriei quilibet terminus ad fequentes habet ratio-

nem infinitam, prae primo omnes euanefcunt, ita vt dy

more confueto fumtum praebeat verum difFerentiale ip-

fius y. Simili modo vera differentialia fecunda, tertia,

quarta, &c. ipfius y ita fe habebunt

:

•i ’’I dd.y
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dd.y—ddy +

**= +^<r '*»«.
'

d*.y— d*y\ '-^d’y + Ŷ ‘3^fSr
*’} ^ ^c*

d'.y— d*y \*-±d'y d’y\&c.

d*.y Z=.d'y\^ d7y |&c.

quae fequuntur ex §. 56. fi loco w ponatur dx. Erunt

ergo haec difFerentialia ipfius y completa, quippe in

quibus ne ii quidem termini, qui refpe&u primi eua-

nefcunt, negliguntur. Inueniuntur autem finguli ifti ter-

mini, fi funfltio y condnuo difFerentietur, ponendo dx

conftans. Sic pofito y 'ZZ ax—xx ob dy— adx —2 x dx

& ddy—— 2 dx*
;

erunt ipfius y differentialia com-

pleta : dy— «dx 2xdx— dx*
j ddyzz idx*

j

fequentia autem funt nulla.

338. Quanquam autem generatim in his expres-

fionibus difFerentialium fequentes termini prae primis

pro nihilo reputantur; tamen incafibus fpecialibus, qui-

bus ipfe terminus primus euanefcit, haec ratio ceffat,

neque terminus fecundus amplius negligi poterit. Sic

in exemplo praecedente etiamfi formulae y~ax— xx
diflerentiale in genere eft — ix)dx reiefto ter-

mino —dx*, quippe qui eft infinities minor quam pri-

Xx xX mus
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mus (a— 2x)Jx: hie tamen ifta conditio manifefto fub-

iritelligitur, nifi primus terminus per fe euanefcat. Quo-

circa fi ipfius yzn ax — xx quaeratur differentiate, cafu

quo x — \a
,

turn id dicendum eric- efle dx*
^

fcilicet fi variabilis x differential! dx crefcat, turn fiinc-

tionis y cafu x~ i a decrementum erit dx*.
. Hoc, au-

tem folo cafu excepto perpetuo fun&ionis y differentialc

erit zz(a— ix)dx
y

nifi enim fit x~z±a, terminus
fecundus — dx

*

prae primo femper re&e negligitur.

Neque vero negleftio termini dx* etiam in cafu x rr i a

in errorem induccre potefte comparari enim difterentia-

lia prima inter fe folent; vnde quia dy—— dx

*

cafu

x~\a, prae differentialibus primis dx euanefeit, per-

inde eft fiue hoc cafu habeamus dy— n fine dyzz — dx*.

339. Denotante y fun&ionem quameunque ipfius

x, fit differentialibus continuis fumtis :

dy~pdx
J
.dp~ qdx

\
dq — rdx

$ dr^ltdx
j
&c.

Hinc ergo differentialia completa, in quibus nihil negli*

gatur, ipfius y erunt

:

d.y — pdx -f-\jdx*-\- f rdx3 -\—fx tdx*-\- &c.
d*.y — qdx*-\~ rdx 3 -4- T

?
T sdx*-\- £ tdx 3 ~\~8cc.

d3 .y ~ rdx3-\-% sdir4 —{— | tdx 5 SiC.

'

d\y — sdx4 -f- 2 tdx*-\- SiC.

ds
.y rr tdx s ~f- &c.

Nifi ergo primi tennini harum expreflionum euanefcant,
ii foli differentialia ipfius y exhibebunt

j
fin autem quo-

piam
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piam cafu primus terminus fiat zr o, turn fequens diffe-

rentiale quaelitum exprimet. Atque fi etiam feeandus

terminus euanefcat, turn tertius terminus valorem diffe*

rentiaHs quaefiti praebebit, fin autem & hie euanefcat,

quarnts & ica deinceps. Vnde intelligitur nullius fiinc-

donis iplius x differentiate primUm vnquam penitus eua-

nefeere \> etiam ft eriim fiat p~ o
,
quo cafu vutgo dy

dianefeere cenfecur ,
. turn hoc differentiate per aftiorem

iplius dx poreftatem exprimetur. Vd vel per \qdx*
y

vcl fi etiam ft f :zro, per \rdx*
y & ita porro.

3' auipit ,
*%- is- 'j-v iii -* r -

340. Quanquam autem his cafibus differentiate ip-

fius y refpeciu aliorum dilfeientialium primorum, qui-

buscum comparatur
, rette negligitur , atque pro nihilo

reputatur; tamen faepenumero dus veram expreffionem

nolle iuuat. Ex completa enim differentialis forma

ftatim perfpici poteft, quibus cafibus data fiincho fiat

maximum yel minimum. . Si enim fuerit :

d.y — pdx -j-r, i qdx* -f- \ rdx3 -f- Arc. -

quo y nancifcarur maximum minimumue valorem, necefTe

eft vt ft p— o; erit ergo hoc cafu dy~\qdx*, 8c
fiinctio y y

fi loco x ponatur x-^dx, abit in y-j- $qJx*,

eritque propterea minima, fi q habeat valorem affirma-

tiuum, at maxima fi q habeat valorem negatiuum. At
fi fimul fiat f zz: <?, erit dy— 3- rdx3 , & fun£Ho y po-

nendo x±dx loco x abibit in y±i r^x^neque hoc
cafu maximum neque minimum prodit

;
fin autem fiat

& r~o, turn poflto x±dx loco x fun&io y euadet :zz

y-\- sdx*, quae maximum exhibet, fi t fuerit quan-

,
. - X x x x 2 dras
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titas negatiua, minimum vero, fi t fit quantitas affirma-

tiua. Aliae occafiones
,
quibus differentialium completa

expreflio vfum habet, infra occurrent.

341. Ponamus p euanefcerc cafn x—a, quod eue-
nit fi fuerit pz=(x-a)P.

, Talis autem valor prodit, fi

fuerit y— (x— <»)*P-f-C, denotante C quantitatem con-
ftantem quamcunque. Cum enim fit pdx— (x- ayaP
+i(x-a)Pdx, erit vtique p—o, pofito x—a. Turn ergo

.
ob dpdx— qdx3 —(x—ayddP-\-4(x-a)dPdx-\-zPdx 3

,

pofito x— a, fiet qdx*— 2 Pdx 3
,

atque differentiale

completum hoc cafu x— a, erit d.y— Pdx3
,

nifi forte

& P euanefcat pofito x— a, quos cafus poftea contem-
plabor. Praefens autem cafus generalius hoc modo ex*
hiberi poteft. Sit a = (x-^P-f-C, atque y fit fbnc-
rio quaecunque ipfius a, ita vt fiat dy— Zdz, denotan-
te Z fun&ionem quamcunque ipfius a—(x-a) 3P~j- C.
Erit ergo dz— (x—a) 3 dP-j-2(x—a)Pdx, & pdx~Z
(x- aydP-\-yL(x-a)Pdx, quod membrum fit ~o fi

x— a- eodemque cafu negle&is terminis, qui continent

faftorem x—a, erit qdx 3 -iPZdx*

,

ideoque cafu

x— a, fiet dy— PZdx 3
;
poftquam in PZ vbique lo-

co x pofitum fuerit a. Quare fi fuerit y funftio quae-
cunque ipfius a r=(jr-/7)*P-4-C, ita vt fit dy— Zdz,
erit cafu x—a, differentiale dy— PZdx*. Fiet ergo
haec fun&io y maxima cafu x— a, fi eodem cafu fiat

PZ quantitas negatiua, minima vero, fi PZ fiat quanti-

tas affirmatiua.

342.
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342. Si fuerit p'rz^x-ny P, cafu x—

a

quoque f eua-

nefcit, calls autem expreffio pro p oritur, fi fuerit y —
(jt-/i) 3P + C. Erie ergo pdx— (x—aydP+s(x—ayPdx\
qdx*— (x-a) 3 ddP+ 6(x-aydPdx+6 (x-a) Pdx*, quorum
vtrumque membrum cafu x—a euanefck; at vero fequens

erit rdx 3— (x-a)3d3 P-j—9 (x—a) *ddPdx -f- 1 8 (x—a)dPdx*

-4-6Pdx3 — 6Pdx3
, pofito x—a. Quare cum & p

8c q cafu x— a euanelcat, fiet dy— i rdx 3 — Pdx 3
.

Simili modo (7 ponatur z~ (x-a) 3 P-{- C, fueritque y
fun&io quaecunque ipfius a, ita vt fit dy — Z.dx, ob

izzz (x— a)
3 dP-+- s(x— a)*Pdx, fiet quoque p~o &

q
— o, eritque rdx3 — tP'Ldx 3

;
vndccafu x-za, erit

dy— PZdx3
. Quare ifta fun&io y, etiamfi cafu x— a,

fiat p~o, tamen neque maximum neque minimum va-

lorem recipit.

343. Haec differentalia facilius inueniri poflunt ex

ipfa differentialium natura. Cum enim differentiate ip-

fius y oriatur ,
fi y a ftatu fequenti proximo fubtrahaturj

quiprodit, fi loco x ponatur x~\~dx‘, ponamus cafu pri-

mo quo erat, y
~

(x-/») aP-+-C, x-\-dx loco x, eritque

y
t -z(x~aidxyP IiC> vnde fiet dy—(x-a}JxyP I -(x~a') 1 P.

Cafu igirar quo x—a, erit dy— P'dx*

,

& cum P 1

ad P rationem aequalitatis habeat, erit dy— Pdx. Simili

modo fi fuerit »— (x-/r) aP-4-C, erit dz—Pdx*) quare

fifit y funftio quaecunque ipfius 2, itavt fit dyzzZdz,
erit dy — PTjdx 1 cafu, quo ponitur x— a. Deinde fi

fit 2— (x-/7) 3 P-f-C, erit 2 r— (x-«-4-^) 3P r-|-C, &
propterea cafu x— a, fiet -%— dz — Pdx 3

. Hinc

Xx xx 3 fi
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fi fuespit y fun&io quaecunque ipfius a, atque dy—Zdz^
erit quoque cafu x~n, differentiale dy — PZJx'^ fi!

quidem in funftionibus P & Z loco x vbiquc fubftitua-

tur a. Quoniam vero hoc cafu fit z — C, atque Z eft

funftio ipfius a, euadet Z quanritas conftans, talis fcili-

cet functio ipfius C, qualis ante erat ipfius a.

* *
. If*. V

' - '
•

*
'

.
*

.
*

.

344. Si igitur gcneraliter fuerit jy— (*•-/!)»P-f-C,
quia eft y

1 —(x— a-\-dx)*P'-\-C
, cafu x— a y fiet

dy— Pdx*-
f
vnde fi fuerit »> 1, hoc differentiale res-

pe&u aliorum differendalium primorum
,

quae ipfi dx
funt homogenea, euanefeet. Ex praecedentibus ergo
manifeftum eft, fun&ionem y fieri cafu x— a

, vel ma-
xiinam vel minimam, fi fuerit » numerus par : turn enim
fi pofito x— a fiat P quandtas affirmadua

, fiet y mini-
mum

,
fin autem P fit quanritas negadua

, fiet y maxi-
mum. Hocque ergo modo rado maximorum §1 mini-
morum multo facilius inuenitur, quam methodo fupra
expofita

,
quia non opus eft ad differenrialia altiora pro-

- gredi. Quod fi vero fit z— (x— a)»p_{_c, atque y
fuerit funftio quaecunque ipfius z, vt fit dy~Z dz, erit

cafu x~a differentiate dy ~PZdx". Notandum au-

tem eft, hie n fumi pro numero affirmariuo feu o maio-

re, fi enim n eflet numerus negariuus, turn pofito x— o,

non euanefeeret (*

—

a)", vri aflumfimus, fed adeo fie-

ret infinite magnum.

34 j. Iam vidimus hoc pa&o differentiale multo
expeditius inueniri, quam ope feriei, qua ante differen-

tiale
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tiale completum expreflimus
;

fi enim fit n numerus in-

teger, tot feriei illius termini perhifirari deberent, quot

n contineat vnitates. Verum fi n fit numerus fraftus,

earn feries ifta nequidem verum differentiate vnquam

exhibebit. Ponamus enim efie y~(x—ay-\-dV a, fi

feriem dy~pdx -4- \qdx-\--,£rdx 3 -j— sdx4
-f- &c.

fpeftemus
,

fiet P —W (*

—

a)
, q— ,

r — ~ ? , — t — Rir~
8 (x-a)V(x-a) ’ ~ i6(x-ayV(x- ay

Quare fi ponatur x~a fiet quidem p~o, at fequentes ter-

mini omnes q,r,t, &c. euadent infiniti; vnde valor diffe-

rentialis dy hoc cafu omnino dcfiniri non poteft. At vero

methodus ex ipfa differentialium natura dedu&a nullum du-

bium relinquit. Cum enim fit ym{x— dfi+ dVa

,

pofito
1

x+dx loco x fiet y
z~(x — a+dxy+aVa, eritque, fi x~a

ponatur, dy~dxVdx. Euanefcit ergo hoc differentiate

prae dx, at vero differentialia fecunda cum dx 1 homo-
genea prae eo euanefcent.

34 6. Euoluamus hos cafus, quibus exponens n

eft numerus fraftus aliquanto accuratius
,

fitque

y — PV(x— 0-+-C, ob y
1 “P'I/Cjt— a-\-dxy\-Q

,

fiet dy—?Vdx cafu xznn- vnde hoc differentiate ad dx,

& ad differentialia cum dx homogenea rationem tenebit

infinitam. Hinc etiam patet, quid hoc cafu de ratione

maximi ac minimi fit tenendum. Cum enim pofito x+dic

loco x, abeat y in PV(jr

—

PVdx, ob Vdx
- am-
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ambiguum, fun£Ho y geminum induct valorem, alteram
maiorem quam C, quern recipit pofito xzza> alteram
minorem

;
vnde cafu x~a neque maximum neque mi-

nimum fiet. Praeterea fi dx capiatur negatiue turn va-

lor ipfius y adeo fiet imaginarius. Idem tenendum eft

fi fit a“ Pl/(jr— a)-l—C, & y fun&io quaecunque ip-

fius a, vt fit dy— Z</a,’ turn enim erit dy — PZ Vdx
cafu x— a.

m
347. Si propofita fuerit ifta funftio y—(x- «)»P-fC,

cuius differentiale quaeritur cafu x— a
,

erit vti ex an-
m

tecedentibus colligitur dy— Vdx*. Quocirca fi fuerit

»»>» hoc differentiale prae dx euanelcat, fin autem fit

*»•<», ratio erit infinite magna. Praeterea vero fi

n fit numerus par
,

differentiale dy geminum habebic

valorem, alteram affirmatiuum, alteram negatiuum; fic-

que funfHo y ,
quae cafu x~a fit — C

, fi ponatur
x— a —f- dx binos habebit valores alteram maiorem
quam C alteram vero minorem

;
fin autem poneretur

x — a— dx
,

turn y adeo fieret imaginarium
;

vnde

hoc cafu y neque maximum fit neque minimum. Po-

namus nunc denominatorem n efie numerum imparem,

erit numerator m vel par vel impar. Sit primo m nu-

merus par; quia dy eundem valorem retinet, fiue dx
fumatur affirmatiue fiue negatiue, perfpicuum eft, func-

tionem y cafu x~a fieri fiue maximam fiue minimam,

prout hoc cafu fuerit P vel quantitas negatiua vel affir-

mati-
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mariua. Sin autem vterquc numerus m Sc n fuerit im-

par, differendale dy in fui negatiuum abibic, pofito dx
negatiuo

;
hocque ergo cafu funfrio y neque maximum

erit neque minimum, fi ponatur x~a.

348. Si fun&io y ex pluribus huiusmodi terminis,

quorum finguli fint diuifibiles per x— a, conftet, ita vt

fit y~ (x— a)m P -+- (x—a)" Qj-f-C, turn eius

differendale cafu x — a erit dy — Pdxm Q^ar"; in

qua expreffione, fi fuerit w > w, terminus fecundus prae-

primo euanefeit, ita vt tantum prodeat dy ~ Pdx».
Sin autem n fit fraftio denominatorem habens parem,

turn edamfi QJxm prae P dxm euanefcat, tamen omni-

no negligi non poteft. Ex eo enim apparet
,

fi capia-

tur dx negatiue, valorem ipfius dy fieri imaginarium,

quod ex folo termino primo P dx* non patet. Cum
ergo fi « fit fra&io denominatorem habens parem, dx
negatiue accipi nequeat, fin autem affirmadue capiatur,

terminus Q dxm geminum praebeat valorem : funftio

y— (x a)m P -+- (x d)» Qj-f-C quae cafu x~n
fit ”C, fi ponatur x~a-\-Jx, erit y— C~f-Pdxm~tQJx»y

quorum valorum vterque cum vel maior fit vel minor

quam C, prout P fuerit quandtas vel affirmatiua vel

negatiua, erit fun&io y cafu x~a vel ininimum vel

maximum fecundae fpeciei.

349. His igitur cafibus differentialia funfHonum

vera non per regulas differendadonis confuetas inueniri

pofluntj quippe quae tantum valent, quamdiu differen-

Y y y y ' dale
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dale funttionis eft homogeneum cum dx. Sin autem
cafu quopiam fingulari difTerentiale fun&ionis exprima-
tur per eius poteftatem dx», turn regula praebet pro
hoc differential! o, fi n fuerit numerus vnitate maior; at

vero difTerentiale exhibct infinite magnum, fi » fit expo-
nens vnitate minor. Sic fi ipfius y— V(a—x) diffe-

J

rendale quaeratur cafu x~a, quia eft dy— — y“ ~y

fafto x — a prodit d y
— —

. Atque fi differenda-

lia fequenda in fubfidium vocare velimus, omnia pari-

ter ob denominatores ~ o in infinitum excrefcunt, ita

vt inde nihil concludi poftit. At vero hoc cafu vidi-

mus effe dy— V— dx, atque adeo imaginarium. Sin

autem loco x ponatur x— dx, erit dy—Vdx
,
atque

adeo erit infinities maius quam dx, ita vt dx prae dy
euanefcat. Quare regula confueta eriam hoc cafu In er-

rorem non inducit, cum valorem ipfius dy infinitum

exhibeat.

3 jo. A regula ergo confueta differentiationis re-

cedendum eft, quodes in ferie pdx -)- {yJx* -j- frdx 3 + &c.
qua difierendale completum funftionis y exprimitur, pri-

mus terminus p vel fitrro vel in infinitum excrefcit, eo-

que cafu difierendale ex primis principiis deriuari de-

bet. Quodes ergo funttionis y difTerentiale quaeritur
dato ipfius x valori refpondens, quo littera p vel infini-

te parua euadit vel infinite magna, todes recurrendum
eft ad ipfa prima differcndadonis principia. Omnibus

vero
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vero reliquis caftbus, quibus fit usque jm® neque /czvd

,

v

conflicts regula veros differentialis valorcs pracbebit.

Interim tamen cafus ante ( 348 ) memoratus non eft ne-

gligendus
, ft funftio y contincat buiusmodi membnnn

( x— ayQ exifteqte » fracHonc denominatorem parem

habence
;

etiamft enim adfint differentials inferiora

quam Qdx», prae quibus hoc euanefcat; tamen quoniam

Qdx” ft fit dx negatiuum, fit imaginarium, hoc mem-
brum QJx" reliqua omnia, prae quibus euanefeit, quo-

que transmutac in imaginaria : cuius circumftantiae ratio

potiffimum in lineis erit habenda. Huiusmodi ergo

cafus particulares
,
quibus verum differendale communi

regula non indicatur, In adiuncHs excmplis explicabo.

EXEMPLUM I.

Quaeratur differentiale fuvttionis

y~a-f-x— l/[xx-|-ax—-x^Oax —— xx)}

cafu quo ponitur x~ a.

Differenuali iftius fun&ionis cafu x~a per regujam
receptamnon reperiri, ex differentiationc patet, fit enim:

, xdx-jtdxfjdxV(2 ax~xx)\(axdx~xxdx):V(2ax~xx)
X

y(xx + ax — xV(2ax—xx))
adx

pofito enim xzza erit dyzzdx ” o. Ordia*

mur ergo a principiis differentiarionis, ac primo qui-

dem pofito x -4- dx loco x fiet

:

y
vZ.a\x\dx-V [xx\xxdx\dx% \ax\adx'(x\dx)V(iMC-xx\z,idx-zxdx-dxi

)']

Y y y y a „ Pofito

i
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724 CAPUT Xir.

Pofico autem x~ a erit

:

y
1 za -f dx-V [a aa f 3 adx -f-

dx* -{a\dx) V{aa-dx i
))

Jam cum fit V(aa— dx*)— a — fequentcs e-

nim termini tuto negligi poterunt, quia non omnes,
qui funt infinities maiores, deftruentur, vt mox patebit:

erit y
1~ 2/1

-f dx—V{an +2adx-\- \ dx*) ,
porroque radicem

extrahendo fiety»~ 2/7 + dx- (a\-dx\
\ 4ay 4/1

At cafu x~a, erit yna
;
vnde cum fit y*zz y -4- dy

obtinebitur d yzz—
~fa'

ex C
JU0 peripicitur func-

tioncm propofitam y fieri maximum, fi ponatur x~«.

EXEMPLUM IT.

biuetlire differentiate huius funttionii

:

y ~ 2ax — xx+ a y(aa— xx)

cafu ,
quo ponitur x— a.

Fa£ta differentiatione more confueto fit dy rr 2 adx—

2 x dx —— ax — >r, quod pofito x— « in infinitum
V(/z/i— 2-jr)’

abic, neque ergo hoc modo indicatur. Dificrendalia

vero fequendum ordinum pariter omnia fient infinita,

ita vt ex iis nequidem ex ferie pdx + \qdx* -j- £rdx3
-f- &c.

verus valor differentialis inueniri queat. Ponamus ergo
x + dx loco x, atque habcbimus

y
1— 2ax—xx -j- 2adx— 2xdx—dx 2 faV(aa-xx—2xdx—dxs

)

: .
•

' &
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& pofito xzza erit:

yt ~ a a— d

x

%
-f- a V ( 2 a d x —- dx 3

)

At eodem cafu fit yrzaa^ vnde erit dy—— — d x*

—f- a V 2 a d jr, & cum dx% prae V—• 2 ad

x

eua-

ncfcat, erit dy—aV—

2

adx. Quare fi differendale dx

atfirmatiue capiatur, crk dy imaginarium
;

fin autem

pro x fcribatur x dx
,

erit dy— a Viadx, cuius

cum duplex fit valor alter affirmatiuus, alter ncgaduusi

fun£tio y cafu x~a neque maxima fiet neque minima.

EXEMPEUM III.

Imentre differentiale ftmfiionis :

y~3aax— 3axx-f-x 3 H~ (a—x)* y'Ca
3—-x3

)

cafu quo ponitur X~a.
Quoniam haec fun&io in iftam formam transforma-

tur y~ai
(<

1

Jr)
3 —\-(a xf y'frt/i— ax —{— jrx),

pofito x ~ a —j— dx fit f— a 3
-f- dx 3 dx

'
1

y' 3 aa,

eodemque cafu eft yzza3
. Erit ergo dy—dx3 —dx^y^jua,

& cum dx3 euanefcat prae dx^, erit dy—— dx7 y^ an.

cafu ergo x~a fun&io y neque maximum fit neque

minimum.

E X E M P L U M. IV.

lnuenire differentiale funSionis

:

y = Vx -4- Vx3 zz (1 4- Vx)Vx
cafu xrro.

Quoniam cafus xzzo proponitur, eoque fit y—0, loco x
y y yy 3 tantum
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tantum dx fcribatur, & habcbitur dy — d x* -f- dx%
4

*

fcu dy— (1 -f- V dx) V d x\ vnde primum patet dx
negatiue accipi non pofle. Turn vero etiamfi alias Vdx
geminum valorem prae fe ferat, alterum afftrmatiuum al-

terum negatiuum, tamen hoc cafu, quia eius radix Vdx

occurrit, non nifi affirmatiue acdpi poteft. At vero Vdx

vtrumque fignificatum recipit, eritque dy^zzydx Hz Vdx3

& y— o -hi/dx ± Vdx », ob y~o. Cum igi-

rnr vterqne ipfius y' valor maior lit, quam ipfius y, fe-

quitur cafu x~o fieri y minimum. Quod autem func-

tio yzzVx + Vx 3 non comple&atur haric y
——Vx-\-Vx3

vtramque ad rationalitatcm pcrduccndo patebit. Prior

enim fufa in hanc formam y-Vx— Vx3
) & quadrata

dat, y
2— iyVx-\~x—xVx feu y

2~\-x~(x~j-2y) Vx
t

quae denuo quadrata praebet y
4 ~2y2x—4xxy j-xx-x 3~o.

4

Altera vero y + Vx =z Vx 3 dabit y2 +x~ (x-xy) Vx
& porro y 4— 2yyx -h 4 xxy -h x * — x3 — n

quae ab ilia eft diverfa. At vero alterum membrum
4

Vx 3 ambiguimtem figni retinet. Quamobrem ifta cir-

cumftantia probe eft notanda, quod etiamfi communi-
ter radices poteftatum parium vtrumque fignum-h&—-
includant, tamen haec ambiguitas ceflet, ft in eadem
expreffione earuindem radicum vlteriores radices potefta-

tum
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turn parium occufrant; quippe quae fierent imaginariae,

fi radices priores ncgatiue acciperentur. Atque ex hoc

fonte maxima & minima fecundae fpecid fequuntur,

quando talia non locum habere videantur.

EXEMPLUM V.

Inuenire differentiale funttionis

:

y“ a -f-V(x-f) -f- (x-0 V(x-f) -h(x-f) 1 V(x-f)

cafu quo ponitur x~f.
4 *

Ponamus x-f~t, & cum fit y~a + Yt + tVt 4 ttVt

huius differentiale quaeritur cafu t~o, quo fit y~a.
Pofito ergo t -4- dt feu o -f~ dt loco t fict y rz

4 *

y dy— a -4- Vdt -f- dt Vdt -4- dt» v dt, ideoque
4 *

habebitur dy— Vdt -f- dtVdt -4- dt * Vdt. Vbi

primo patet differentiale dt negatiue accipi non polfe,

quin dy fiat imaginarium. Turn verum non folum Vdt,
4 g

fed nequidem Vdt negatiue accipi poteft; fieret enim Vdt
imaginarium : vnde differentiale dy geminum tantum ha-

4 8

bet valorem, dy “ Vdt -|— dtVdt zh dt* Vdt
, quo-

rum cum vterque maior fit nihilo, fequitur fun&ionem

y fieri minimum fecundae fpeciei pofito t~o feu x—f.
4 I

Quanquam ergo his cafibus termini dt Vdt & dt * Vdt
prae primo Vdt euanefcant; tamen eorum ratio eft ha-

benda, fi multiplicitas valorum fpe&etur
,

vt imaginaria

euitentur.

EXEM-

'
/
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EXEMPLUM VL
Inuenire diffierentiaU funtftouts

:

y— ax 4- bxx -h (x— f> 4- (X—
cafu x ~ f.

Si ponatur * =r/ fiet y3 af 4- bf, & fi loco *
ponacur x 4— d* feu /4~ dx, prodibit valor proximus

)
J— af-\~ bff-\-adx~\- zbfdx bdx * 4- dx"4- d:r"+ *,
ita Vt fit dy~adx ibfdx bdx* dx* dxmydx*.
Nifi ergo fit n numerus par, difFerentiale negatiue

fumi nequit. Vltimus autem terminus dxm Vdx* fig-

num habet ambiguum
;
vnde valor ipfius y erit du-

plex vterque maior quam ipfius j, fi quidem a -+-2 if
fuerit quantitas affirmariua

, atque exponentcs » &
m 4- i ® vnitate fuerint maiores. Fiet ergo valor func-

tionis y cafu x~f minimus : hocque euenit five a fit

numerus integer fiue fraflus, dummodo numerator hoc

cafu, & ipfe numerus illo cafu non fuerit par.

3 5 1. Imprimis autem haec methodus differendalia

ex ipfis principiis deducendi vfum habet in funftionibus

tranfcendenribus, cum quibusdam cafibus differenriale mo-

re confueto inuentum vel euanefcit, vel in infinitum ex-

crefcere videtur. Occurrunt autem hie eiusmodi infi-

torum & infinite paruorum fpecies, quae in algebraicis

nunquam inueniuntur. Cum enim fi i denotet Hume-
rum infinitum, li fit quoque infinitus quidem, fed ta-

men ad ipfum numerum /, eiusque adeo poteftatem

quameunque quamtumuis exiguus ftatuarur exponens »,

rado-
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>

rarionem tenens infinite paruam, erit fra&io — infinite

parua, neque ante finita efle potent, quam exponens «

fiat infinite paruus. Erit ergo / i homogeneum cum *

fi exponens » fuerit infinite paruus. Ponamus nunc

i — —
,
exiftente w quantitate infinite parua, erit — /«

homogeneum cum ^ , fi exponens » fit infinite paruus,

ideoque — ^ homogeneum erit cum w"
;

hincque

.— -i-, erit infinite paruum comparandum cum dx",
lax

exiftente » fraftione infinite parua. Ita fi fuerit yzn—~
•

( |

difFerentiale ipfius y cafu x~o, erit ~ dx"

ideoque dy ad dx atque ad quamcunque ipfius dx po-

teftatem tenebit rationem infinitam : atque prae — ~~

euanefcunt omnes omnino poteftates ipfius dx, quan-

tumuis exigui fuerint earum exponentes.

352. Deinde quoque vidimus, fi a fuerit nume-

rus vnitate maior, & * infinitus, turn a1 fore infinitum

tarn excelfi gradas
,
vt prae eo non folum fed etiam

quaeuis ipfius i poteftas euanefcat; neque i" ante homo-

geneum cum a* euadet, quam exponens n in infinitum

fuerit au&us. Sit nunc i zn ^ ,
ita vt w infinite par-

; 1 . Zzzz vum
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vum denotet, crit a* homogeneum cum
, exiftcntc

• zl

« numero infinite magno : ideoque a
0J

feu — Crit
. r

’

a

infinite paruum comparandum cum w». Hinc -
,

i:dx
, a

erit infinite paruum, quod autem prae omnibus ipfius

d

x

potcftatibus euanefcit
j
cum homogeneum fit cum

poteftate dx* exiftente n numero infinite magno. Qua-

re fi quaeratur differentiate ipfius y
~ — cafu jt—o:

a 1 '* '

quoniam fit j~o, erit dy— ideoque infinities

minus eft quam poteftas quantumuis alca ipfius dx.

3 S3. Sin autem a fit numerus vnitate minor, turn
•. I

quia - fit vnitate maior, quaeftio ad cafum praece-

I

dentem reducitur. Scilicet fi habeatur expreflio ea

i

ponendo azrzznb transmutabitur in b feu ——

,

i
tiu

quae homogenea erit ob l > i cum w», exiftente » nu-

mero infinite magno. His igitur praemifiis fequentia

exempla refoluere poterimus.

EXEM-
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EXEMPLUM I.

Inuenire differentiak fvnBionis : yzzxx— ^

,

cafu x ~ o.

Quoniam pofito x~o fit jy~o, fi ponamus x-\-dx
t

feu o—l— dx loco x, fiet y*~ dy— dx% —
lax

Cum aurem — homogeneum fit cum </*• deno-

tante a numerum infinite paruum, prae eo dx* euanes-

cet, eritque dy~ d x*. At vero quia

logarithmi numerorum negariuorum funt imaginarii,

dx negariue accipi non potent
;

eritque adeo cafu

x — " o functio y minimum
, fed neque ad primam

neque ad fecundam fpeciem pertinens. Ad primam fci-

licet fpeciem non pertinet, quia y nullos habet valores

antecedentes proximos, fed tanturn minus eft vaJoribus

fequentibos , fi x nihilo maius ftatuarur. Ad fecundam

autem fpeciem ideo non pertinet, quia valores fequen-

tes, quibuscum comparatur, non funt gemini : fic ita-

que prodit tertia fpecies maximorum minimorumue,

quae in functionibus logarithmicis & tranfeendentibus

tanrum locum habet, in algebraicis autem nunquam oc*

currit
;

de qua in fequente parte de lineis curuis fu*

fius agerur.

Z Z Z Z 3 EXEM-

1
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EXEMPLUM II.

bwritre differentials funflionis

:

y~(a-x)n—

x

n (la— lx) n

cafu quo x — a.

Differentiale hoc fi n fit numerus integer, ex formu-
la generali dy— pdx -f- \qdx* -f- $ rdx 3

-f- &c.
inueniri poteft, erit enim

:

pdx— - n(a—x)m
~ 1 dx-nx*~3dx (la-lx)" + nxP~» (Ar-/x)»-» dx

qui vaior pofito x~ a vtique euanefcit : nam edamfi
lit a~ i

,
erit pdx — — dx-^dxzzo. Si igi-

tur vlterius progrediamur
,

erit: \ qd

x

3 zm
-——('J-Ar)"- 2 dx 3 " dx 3

(la-!xY\—Xm-1dx9
(I<blx)p-*

~-^X*-3dx3 (la-lxy-i~—

—

dx 3
(Ja~1xY-*

Hinc ergo fi fuerit i, erit “— pofito *—

«

Simili modo fi (it »~2

,

ad terminum tertium $rdx 3

effet pergendum
,
& ita porro. Facilius ergo vtemur

ipfis differendationis principiis, & cum pofito x *.

fiat y— o, fi ponamus x-j-dx feu a-j-dx loco x, eric

yJ— (-dx)"— (a-\-dx)H [/a—l(a\dx'j] m~y -\-dy~dy ob y~~,o.

Eft vero l(a~\-dx)~la ~
a 2 a 3

dx3

3 a J &C.

vnde fit
——

;

(

—

dxy*

jw’
+ rrr c-

Cafu
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Cafu igitur x~a erit formulae propofitae diffcrentiale

quaefitum dy
y

vt fequitur:

d x* .— vt ante inuemmus
2 a

2 dx 3

2 a

3 dx*

2/2

qdx*

2 a

&C.

Si ergo » fuerit numerus impar, fiin&io y cafu xzza
fit minimum, fin autem n fit numerus par, neque maxi-

mum neque minimum
:

quod idem valet, fi « fuerit

fra&io denominatorem habens imparem. Sin autem »

fuerit fra£Ho denominatorem habens parem, turn dx

negatiue accipi debet, ne in imaginaria incidamus; & ob
ambiguitatem fignificationis funtlio quoque neque maxi-

ma neque minima euadet.

EXEMP.LUM m.

lmieriire diffcrentiale funflionis
:
yzzx* cafu x~ —

c
denotante e numerum

,
cuius logarithms hy-

perbolicus eft
—

i.

Quia fit in genere dy— x*dx{lx-\- 1), hoc differen-

tiate cafu * ~ -
f

teu /*—— i euanefcit. Compa-

Z z z z 3 retur

fi n — t ' dy ~
fi n ~ 2 dy ZZL

fi n ~ 3 dy ZZ

fi « “ 4 dy ~
&c.
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retur ergo hoc differentiate cum forma generali pdx \ \
qdx* + &c. erit P~x*(/x + i) & q= **(/*+ 1)

4 ***-*,
I—

f

#—

I

& pofito lx— — i feu x~ erit q
— — *

Quare differentiale quaefitum erit dy — l el—O-'dx*,

euaditque ergo fiin£Ho y~x* minimum cafu x~ -

.

EXEMPLUM IV.

Inuenire differentiale funtfionis huius: yzr

x

n
-f e

-1 '*

cafu quo x~ o.

Quia fa£to x zz o fit y zz o, fi ponatur *-04-dx>

erit y= dy= d#> . Vidimus autem—

~

*•** i:dx
c e

homogeneum effe cum poteftace ipfius dx infinita, feu
cum dx™

,
ideoque prae dx” euanefeet

;
ita vt lit

dy — dx”.

3S4- Quod in differentialibus primis certis cafibus

vfu venit, vt confueta differentiationis regula non pro-
deant, idem quoque in differentialibus fecundi ac ter-

tii fuperiorumque ordinum euenit, iis cafibus
,

quibus
in forma differentiali complete

:

d.y~pdx-\-\ rdx*-\-v\ sdx*-+-&C.
quantitatum q, r, j, &c. nonnullae vel euanefcunt, vel
in infinitum abeunt. Scilicet cum fit

:

dd.y ~ q dx* -\-rdx* -4-

&

c.

fi
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fi quo cafu fiat q~ o, turn erit ddyzzrdx3
j
finautem

codem cafu & r euanefcat
,

turn erit ddy~ tdx*

,

& ita porro. Sin autem vel q vel r vel s &c. fiat in-

finitum, turn ex ifta ferie differcntiale fecundum pror-

fus inueniri nequit, fed confugiendum erit ad principia

differentialium : fcilicet ponendo x-\-dx loco x quae-

ratur valor y l
y & ponendo x-f-a dx loco x valor ip-

fius yu t
quo fa£to erit verus valor differentialis fecundi

ddy— dy 4— dy ~y" 2f ~hy. Simili tnodo fi de

differential! tertio quaeftio proponatur, tumpraeterea m
y loco x fcribatur x -|— $dx

y inuentoque valore y l,t

erit d 3y—yM— 3jy
/y —

1

— — y> ficque deinceps.

Quos cafus fequentibus* exemplis illuflrabimus.

EXE M PLUM I.

Inuenire differentiale fecundum funttionis y

r a
caju quo ponitur x~y-.

Quaerendo difTcrentiale completum ipfius y, ex forma

dy zzpd x iqdx 2 }rdx* s d x* -f- &c.

prodibunt pro p, q ,
r, x, &c. fequentes valores

:

4aax m qaf\izaaxx
F

(«« + xxf 3 ^ (aa-fxxj3 * atque

48 a*x — 48 aax3

9
(aa + xx)*

Cum nunc fit ddy~ qdxa -4- rdx 3 4- sdx< -f- See.

ob

aa—-xx
aa-{-xx
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ob qzzo cafu x~~, eodemque cafu fit r——
fiet differentiale fecundum quaefitum ddy~ 27

8a3

aa—xx
aa-f-xx

EXEMPLUM II.

Inuenire differentiale tertium funftionis y
~

cafu x n a.

Quaerendo vt ante differentiale completum

dy — i q dx
2 4- $rdx3 4“ Vt s d x* 4- &c.

quia eft differentiale tertium d 3y~rdx3 4-%sdx*, ob

48 <7'*jr 48 aax3
c

r = («.-+-* *)
—• fiet r~° x -‘> 9uare

ad valorem s eft progrediendum
,
qui erit

:

48 a4 i^anxx 8 x(^ 8 a*x 48^**)

(<j<i4“*j04 (fia-\—xxji

_ _ . 96a* 6
fafto ergo xzza, ent *=— — jri vnde

hoc cafu erit d 3y~ 9 dx4

EXEMPLtlM III,

Inuenire differentials cuiusque gradus funttionis

y~axm 4-bx n cafu x

~

o.

Ponendo fuccelliue x-\-dx
;
0-4-2 dx- *4-3 dx\ &c.

loco at valores fequentes fiin&ionis y erunt

:

y> a (at4— dx)m 4“ ^ (*'4- dx)m

y
n — a (x-\-idx)m 4- b (x-+-zdx) m

yw~ a (*4-
3dx)

m 4- b (*4“3dx) m &c.
Pofito
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Pofito ergo *~o, erit yzro, eiusque differentialia

erunt

:

'dy ZZ a d xm “4“ b ax*

ddy zz (a m—i)adxm -f- (i*—z)bdxm

d 3y zz (3"*— 3 . 2m+ 3)adx
m -\~ (3"— 3 -t

m— 3 .i
n\$)ldx*

d*y ZZ (4 ’"— 4. $
m+6.i m—4)adxm ~\-(<i

,t—4. ,

}
n\6.2 u—4)ldx9

&C.

Si igitur exponens » fiierit maior quam termini fe-

cundi in his expreffionibus euanefcunt prae primis. In-

terim tamen eorum ratio erit habcnda, fi » fuerit nu-

merals frafrus
,

vt cafus
,

quibus haec differentialia vel

hunt imaginaria, vel ambigua, diiudicari queant. Vlte-

riorem vero horum cafuum cuolutionem in do&rinam

de lineis curuis referuari conuenit.

A a a a a CAPUT
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CAPUT XV.
DE VALQ RIB US FUNCTIONUM,

Q£/7 CERT1S CASIBVS VIDENTUR
1NDE TERMINA TI.

3JJ.

Vi fun£Ho ipfius x quaecunque y fuerit fraOio —
,

cuius numerator ac denominator pofito loco x certo

quodam valore fimul euanefcant
j

turn ifto cafu fradtio

valorem funftionis y exprimens euadet ——
} qUac

expreflio cum cuique quantkaci fiue finirae flue infini-

te fiue infinite paruae poflit efle aequalis, ex ea pror-

fus valor ipfius y hoc cafu colligi nequit
, atque idco

vidctur indeterminatus. Interim tamen facile perfpici-

tur, quia praeter hunc cafum firndHo y perpetuo valo-

rem dererminatum recipit, quicquid pro * fubftituatur,

edam hoc cafu valorem ipfius y indeterminatum efle non
pofle. Manifeftum hoc fiet vel ex hoc exemplo, fi fue-

nt y — ,
quo facto x~ a fit vtique y

~—

.

Cum autem numeratore per denominatorem diuifo fiat

y— a-f- euidens eft fi ponatur x~ a fore y — 2 a,

ita vt hoc cafu fradfio ilia aequiualeat quantitati 2 a.

3 S 6. Quoniam ergo fupra oftendimus, inter cyphras
rationem quamcunque intercedere pofle, in huiusmodi

exem-

Digitized by Google



CAPUT XF 739

exemplis ratio determinate, quam numerator ad denomina*

torem teneat, inueftigari debet. Cum autem in*cyphris ab*

folutis ifta diuerfitas perfpid nequeat, earum loco quan-

titas infinite paruae introduci debent
,
quae etfi ratione

fignificationis a cyphra non differunt, tamen ex diuerfis

earum funddonibus
,
quae numeratorem & denominato-

rem conftituunt, valor fradtionis Iponte elucet. Sic fi

habeatur ifta fraddio — edamfi reuera numerator &
denominator fit “o, tamen patet valorem huius frac-

tionis efie determinatum nempe — -r • Sin autem ha-

adx
beatur haec fradtio -rj- > huius valor erit nullus, quem-

bdx
ndx

admodum huius valor eft infinite magnus. Si igi-

tur loco nihilorum, quae faepenumero in calculum in-

grediuntur, infinite parua introducamus, hunc inde fruc-

tum percipiemus
,
vt rationem

,
quam ilia nihila inter fe

tencnt, mox cognofcamus
,
nullumque amplius dubium

circa fignificadonem huiusmodi exprefiionum fuperfit.

317. Quo haec planiora reddantur, ponamus fradiio-

nis y— tarn numeratore^ quam denominatorem

euanefcere, fi ftatuatur x~a. Ad haec autem nihila,

quae inter fe comparari non poflunt, euitanda, ponamus
x zun -f- dx, quae pofirio reuera in priorem xzza re-

cidit ob dx — o. Cum vero, filoco x ponatur x~\-dx
y

fundliones P & abeam in P-f-^P & Q_—}— ^ Q^; po-

Aaa a a 2 fido-
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fitioni x~a-\-dx fatisfiet, fi in his valoribus vbique fta-

tuatur xzzia, quo quidem cafu P & Q. euanefcere aflu*

P
muntur. Hinc fi loco x ponatur a-\-dx, fraftio ^ trans-

mutabitur in hanc ^ ,
quae propterea valorem func-

P
rionis yzz exprimitcafu x~ a. Haecque expreflio

indeterminata amplius effe non potent, (iquidem func-

tionum P & Q_ differentialia vera fumantur , vti in ca-

pite praecedente docuhnus. Hoc enim pa&o differcn-

tialia dP & d(f nunquam in nihilum abfolutum abeunt,

fed nifi per differentiate dx ipfum exprimantur
,

faltem

per eius poteftates exhibebuntur. Quodfi igitur repe-

riacur iP~R</jr™ & dQjzz Sdx”, erit fun£Honis

P R dx m
yn cafu x—

a

valor ~ -g-,—
,
qui propterea erit

R
finitus & rr -y-

,
fi fuerk m~

;
fin atitem fit m > »,

^
.

*

turn valor fraftionis propofitae reuera erk no: at fi

fit ifte valor in infinitum excrefcit.

3 5 g. Quoties ergo huiusmodi fnffh'o occurrit q-,

cuius numerator & denominator certo cafu puta xzz a

fimul euanefcant, valor iftius fraftionis hoc cafu x~*
per fcquentem regulam inuenktur:

Quacrantur quantitatum P & differentialia cafu

x~a, eaque loco ipfarum P QJubJlituantur, quofaclo

frac-
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CAPUT XK 74i

jp , . P
fraflio jq

exhibebit valorem frafttonis ^
quacjitum.

Si differentialia f?P & JQ. methodo conl'ueta inuenta

neque infinita fiant neque euanefcant cafu x— a
,

turn

ca recineri poterunt
;

fin autem ambo vel ~ o fiant vel

—
,
turn modo in praecedente Capite cxpofito haec diffe-

rentialia complete cafu x—a inueftigari debent. Plerum-

que etiam calculus mirifice contrahitur, fi antea ponatur

x— a— t feu x— a— r, quo prodeat fra&io ^

,

cuius numerator ac denominator euanefcunt cafu t~o\
turn enira differentialia dP & </Q^habebuntur

,
fi vbi-

que dt loco t fubftituatur.

EXEMPLUM I.

Quaeratur valor fraflionis hums ^ ^ ™
cafu t

tt

o.

Quoniam hoc cafu t ~o & numerator & denomina-

tor euancfcit ,
loco t tantum fcribatur dt

,

atque valor

b— y(bb— dt 9
)

dt 1quaefitus exprimetur hac fra&ione

Cum vero fit V(bb— Jt 1
)
— b— —r> ifta fra£Ho

2 V

dt* * I

abit in hanc = Hinc fraftio propofita

l—l^ bh ~ tt
) cafu t~o recipit hunc valorem

tt ik

Aaa aa 3 exem-
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EXfMPLUM ir.

Quaeratur valor huius frattioms :

V(aa —(— ax—|— xx)— V (a a— ax —(— xx)
y (a H— x)— V(a~— x)

cafu x ~ o.

Hie iterum ftatira dx loco x fubftitui poteft; quo
facio cum fit:

' • * * • - . . *

V(aa-{-adx-\-dx%
)
~ a -f- i dx -f-

' 8 *

V(aa adx-\-dx*) ldx-4-—~
• *

. ^ 8a >

atque V(a-\-dx) rz Va-U—^L ' •

2 V/t

V(a dx) = Va i*
2V

a

fict numerator zzdx & denominator =:-, ex quo
r a *

fraftionis propofitae valor quaefitus erit — Va.

EXEMPLUM III.

Quaeratur valor huius fraBionis :

x 3— 4ax*-f-7a*x— 2 a 3— 2 a*V(3 ax— aa)
xx—

a

ax— aa-l-2aK (2ax—xx)
’

cafu x ~ a.

Si more confueto differentialia fumantur & in loca
numerators ac denominatoris fubftituantur, habebitur:
3 xx 8 ox—

{

— 7 n z ——2 a 3
: 1/(2 ax •—a a)

2x—

—

x):Y(2ax-—xx) »
CU3US fraaio-

nis
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nis numerator ac denominator denuo euenefcunt, ft po-

natur x~a. Quare ob eandem rationem eorum loco

denuo ipforum differentials fubftkuantur
,
prodibitque:

cuius numerator ac
6x -— 8«+ Jl>4 :(a ax .

2— a a 3
: (2ax‘ xx'fi

denominator itcrum cafu x rr « euanefcunt. Pergamus

ergo eorum loco ipforum differenriaiia fubftituere

:

J s

6 ’6/t s :(2 /ix xxy i a s :(2 ax—~xxy
- — f —

6 n 3 (a—x):(2/tx—xxy a3 (a—x):(2rtx—xxy

Veram & hie poftco xzza denuo tam numerator quam
denominator euaneicunt. Porro igitur difierendalibus

ipforum loco fubftkutis
,
orietur: . .

. ...
*

j a
e t(zax— any

( j a s 8 —|— 4 fl
3x*):(tax xx)^

* Nunc denique loco x ponatur, a prodibitque haec frac-

tio determinata
‘ *

a
- y a

,
qui eft valor quae-

fitus fra&ionis propofitae

:

Quodii autem antequam haec inueftigatio fufeipiatur,

ponatur xz±a-\-t, fra&io propofita transmutabitur in

hanc:
2 (i

3 —j—
• 2 a3 t—— att —

f

— t 3 —— 2 n 3 "V {an —f— sat}
2 an —f- tt —|— zaV (a a tt

)

quae cum recipiat formam —
,

fi ponatur t~ o, pona-

natur dt loco f, & erit:

a a 3
-f-
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2 ff* -4- 2 a % dt «— adt * -1— dts— 2/7* V(/7/7-4-2ff//f)

—— 2 /iff —1— dt* —j— 2 ff V(fffl i/f*)

Conuertantur iam formulae irrationales in fcries, quae

eousque continuentur, quoad termini a membro ratio-

nali non amplius deftruantur:

2 adt) ^1! ff —f— dt
dt*

2/1

j t* fdt*

2aa g /j*

Y(a a dt*) ~ ff

dt* dt

2 ff gff 3
’

quibus valoribus fubftitutis prodibit fra&io haec:

S dt* : 4 a

— dt* : 4 ff/i
' *

qui eft valor fra£lionis propofitae iam ante inucntus.

EXEMPLUM IV.

Inuettire valorem huius fradiottis

:

a -}— V(2 a a —- 2 a x) — V (2 a x — x x)

a— x -f— V (a a— x xj
-

cafu xna.

Subftitutis in loca numeratoris & denominatoris eo-

rum differenrialibus prodibit haec fra&io
,

quae cafu

x zzz a ipfi propofitae erit aequalis

:

ff ; ^(ffff — 2 fix) (ff - x) ; V(2ax — xx)
1 — x : VXffff — xx)

cuius numerator ac denominator cafu x~a fiunt infi-

niti. Verum fi vterque per — V(a— x) multiplice-

tur, habebitur

m :
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a: Y(*ax— **•),

7n

V(a— x

)

-+- x: VC«-+“ jr)
‘

quae pofito xzz a debit hunc valorem determinatum,

tiX?— — x
t

qui proptcrea aequalis eft fra&ioni pro-

pofitae cafu x— a.

P
359- Si igitur habeatur fraOio q, cuius numera-

tor & denominator cafu xzzn euanefcat, eius valor per

confuetas differentiandi regulas afiignari poterit,. neque

opus erit ad diffcrentialia, quae capitc praecedente trac-

tauimus, recurrere. Sumtis cnim differentialibus firaflio

propofita - cafu x~a aequalis erit fraction! ^ ;
cu-

ius ft numerator & denominator pofito x~n induant

valores finitos ,
cognofcetur valor fractionis propofitaej

fin autem alter fiat =0, manente altero finito, turn

fraftio erit vel = o vel =: c/2
,

prout vel numerator

euanefcat vel denominator. At fi alteruter vel vterque

fiat- = quod euenit, fi diuidantur per quantitates ca-

lu x~a euanefcentes, turn mdripficando vtrumque per

hos diuifores, iftud incommodum tolletur, vti in exem-

plo poftremo euenit. Quodfi vero tarn numerator quaiq

denominator cafu x= * denuo euanefcat, turn iterum,

vti initio faftum eft, diff'erentialia erunt capienda, ita

vt haec fraaio i^prodeat, quae cafu x rrr* propofitae •

adliuc erit aequalis j &, fi idem rurfus in hac fraOione

B b b b b vfu
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745 CAPUT XF.

vfu vcniat, vt fiat — turn in cius locum furrogetur

d3 P
haec atque ita porro, donee ad fraftionem per-

veniatur, quae valorem determinatum exhibeat, fiue fi-

nitum fiue infinite magnum fiue infinite paruum. Sic

in exemplo tertio, oportebat ad fra&ionem
* P^ P«>grc*

di, antequam valorem fra&ionis

licuerit. * t

propofitae
P

CL
affignari

\

3 5o. Vfus huius inueftigationis elucet in definien*

dis fummis ferierum
,
quas fupra capite II. §. 22 . erui-

mus, fi ponatur x— r. Ex iis enim, quae ibi tradita

funt, fequitur fore

:

*+ jr
a

-J-
x 3 4-

(

*’C *;
!

K-
f-

ar3
-J- -f

***“»

_ x—x"+ *

7 *

_x— -

I —XX

xj-2x a + ix3 + . . -f
»*•

• ‘
, f

‘

,
*1

^+3^’ + S-*' 5 4* • *

*+ 4-** +$*’ +

x— (w-f i)^r*+» -\-nx*~

“ (*-*•)*

xfx3 ~(2?rfi)xvrfI f(2n-i)x2”ll

(1 — x x)
1

xfx 1
-(fr\i)

2x"Uj(2nnj2H-i)x"i1 -rrnx"ts

- (i-xy —
&c.

Quod fi nunc harum ferierum fummae defiderentur ca*

> fu
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fu quo •*“ — i > in exprefilonibus iftis tam numerator

quam denominator euanefcunt. Valores ergo harum

ltammarum cafu x— i methodo hie expofita definiri

poterunt. Quoniam vero eaedem fummae aliunde coa-

ftant, ex confenfu veritas huius methodi magis elucebit.

.
,'exemplum i.

jj xn-f-i

Definire valorem huius fratfionis cafu xirr,

qut exhibehit fmrnnam feriei i -f- i i H— . . . •+• r

ex n terminis conftantis
,

quae propterea

erit — n.

Quoniaih cafu numerator ac denominator eua-

nefeit, fubftituantur differentials in eorum locum, habe-

biturque
1

qUae pofito x~i dat n pro

fumma feriei quaefita.

EXEMPtUM II. '

x x,n ~t~ t

Definire valorem fraSionis — cafu xm, nut

exhibehit fummam feriei i -f- i -f- i-f- . *4-i

ex n terminis confiarttis ,
quae propterea

erit 'n n.
< #» •

( .1 * ,
**’

,
• / »* •

Sumtis differentialibus fra&io propofita transmutatur

in hanc j cuius valor pofito x~i
t

erit zzn. —
-*-• 4 . Bbb bb 2 EXEM-
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EXE M PLUM III. • r-

’
, ......... X—(n+l)Xn+r+nxn-H

Inutntre valorem hums fradtoms

:

-r- ... ——
\ i x;

cafu xzi, qui exprimet furnmam feriei i-f 2 -f 3 -f . . . -fn,

- n rr nn-bn
quam conjtat ejje ~ — .

Sumtis differentialibus peruenietur ad hanc fra&ionem

>—(a-b 0* *" a)*»-+-i
• ju£ .<—-J—b-J—

t

cuius adhuc tarn
a (i

—

x)

numerator quam denominator caiu x— i euanefcit. Hinc

denuo differenrialia fumantur
,
vt prodeat haec fraftio

:

v --— —-

—

1—--——-— ,
quae ponto

x— i abit in — —
2 2

propofitae.

furnmam - feriei

EXEXHUM IV.

Jnuettire valorem hums fradmits

:

x -4-

x

3 — (a n -b i)xin+» -b (an—
* (

i

—~x x)*

cafu x i, qui exprimet furnmam feriei
'

i H-3.-+- *+ • • • -H —

0

quam conftat ejfe~ n n.

Subftituris differenrialibus in Ioca numeratoris & de-

nomi^ioris prouenit haec fra&io

:

•i -4-3 XX (2 w-bi)*x»" -b (a a-— a-b— 4*(i

—

xx) r
‘ - *.! ! i ;1 . quae
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CAPUT XV. 749

quae cum adhuc idem incommodum habeas, vt pofico

x~ i abeat in denuo differendalia fumanrar,
O

fix 2»(2«-f-i)*x1,*-I -4-(:ff— i) (2g-4-2) (ag-f- 3)r»^1

4 -f- 1 2 xx

- quae pofico x~i abit in;

6 2g(2g-J-i)* (2* 1) (ng-f-a) 2) -»•

EXEMPLUM. V.

'• '-Jrruenire valorem hums fracl'wms

:

x-f-x*— (nf (ann -f 20— 1 )xn+'-nn^-H
(1—

x

)
3

eafu x i, qui dahit fammam firiei

1 -f 4 + 9 + ... -f n
J
,
quant conjlat

Sumtis numeratoris ac denominator difiarentialibus,

fiec

l-f-2X— (g-fQ3^ -f (g-f 2)(2gg-f 2g—l)x—H— gg(g-f

— 3 (i -x)* "

in qua cum numerator ac denominator pofiro x~ 1 do
nuo euanefcat, differendalia fecunda fumantur:

2 ~g(g-f Cg~fi)Ca ~f
3)C2*a~f

6 (1 —*)

Eodem vero adhuc fubfiftente incommodo, ad diftcren-

tialia tertia procedatur, vt prodeat haec fracHo :

~g(g-iXgfi)
3

^ »XW*X— fi

“ -

B b b b b 3 ' quae
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quae tandem pofito x~ i abit in hanc formam deter-

minatam

:

-<«-0P-}-i) 3 + »(«-
}
-x)(a 2Xgg—g—i) _ »C«+iX2»+i) _- 5 — 6

=
— T n

* -+" \ n% -t- qui eft ille ipfe valor, qup
feriem memoratam exprimi inuenimus.

E X E M P L M VL ...

Sit propojita ijla frattio -
”

, cuius valorem

cafu xn i ajftgnari oporteat.

Quoniam haec fraflio eft produftum ex his duabus:
Xm I X" . .-

|

~
x
~ .

x^ y
pnons autem ractoris cafu xrz i valor

eft rr * ,
tantum opus eft vt alterius factoris —

i—xf
valor eodem cafu quaeratur

,
qui fumtis differentialibus

erit —- — — : vnde fra£tionis propofitae valor
pxP-» p

r r

3«i. Eadem methodo erit vtendum, fi in fra&io-
P

ne propofita
q

vel numerator vel denominator vel .

vterque
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vterque fuerit quanritas transcendens. Quae operatio-

nes, quo clarius explicentur, fequenria exempla adiicere

vifum eft.

EXEMPLUM 4.

Sit propofita ifia /radio ^ ,
cuius valor quaeratur

cafu x~ a

.

Sumtis diflerentialibus ftadm peruenitnr ad hanc fraC-

tionem — cuius valor pofito xzZa t

erie na•.

EXEMPLUM II.

Sit propofita ifia /radio —
, cuius valor qu^ritttr

cafit x " i.

Sumtis differenrialibus numcratoris & denominatoris

prodit
;

fito x“ x

,

cafu x— i

i :x

TV(i-x)
- 2 V(i-x)

r >
cuius valor po-

cum fit “ o
,
fequitur fra&ionem

euanefcere.

lx

V(t-x)

. EXEMPLUM lit.

r. a r a— x— ala-f~alx
Stt propofita tfia /radio cunts

valor quaeratur pofito x=a, quo cafiu numerator

& denominator euaneficunt.

Differendads fecundum regukm numeratore ac deno-

minacore
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- i-h/i:r _ (a-x)V (pax-xx)
_

minatore erit _xyy(2ax-xx) - x(a—x)

vbi ctfi numerator ac denominator cafu *= < adhuc

euanefcit, tamen qqia vterque diuifibilis eft per a

habebitur ita fra&io —V— cuius valor cafu *= *

eft determinate atquc = - 1
;
abitque igitur fraOio pro-

pofita in -i, fi ponatur x~a.

EXEMPLUM IV.

Sit propojita ifta fratfio >
cmUS va^r eLuao

',tur

pofito xr o.c J
ex+e—x

Su^ns differentialibus habebitur ifta fun£Ho

quae pofito .r
— o dat 2 pro valore quaefiro.

EXEMPLUM V.

. e*— x—IQ + x) r
Inuemre valorem huius fra&ioms - x x »

caJu

quo ponitur x ZZ o.

Si loco numeratoris ac denominatoris eorum difFeren*

, r o • I (*+*)

tialia fubftituantur, onetur haec fratfao
2 x

*

quae cum adhuc abeat in fi ponatur *=0, denuo

difterentialia fumantur, vthabeatur — - » <l
nac

pofito xz=> o praebet Quod idem patet ft

loco
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loco r ftatirn o —)— dx fubftituattir : cum enim fit

+ + + & l(i+dx)ZZdx-\dx 2
+ &C.

,dx
I l(i-{-dx) dx 2

dx* — dx *
~ 1 '

EXEMPLUM VI.

• x n
• 1 ( |

Quaeratur valor fraCl'ionis
y^, cafu quo poiiitur x “c/3.

.
Quo ifta fraftio ad formam

,
quae hoc cafu tranfeat

in “ reducatur, ita repraefentetur he enim ca-

fu x— oo
,
tam numerator quam denominator euanes-

cet. Ponatur vero porro x~ ~
,

ita vt cafu xzrw<

I ! /y
fiat y— o, atque proponetur ifta fra&io — cuius

valor cafu yzz o inueftigari debet. Sumtis autem diffe-

rentialibus erit — >
quae pofito jrro,

cum abcat in — , fupaantur denuo differentials
, erit-

o '

— z'ihY
que —

, ,
—

;
vbi quia idem incommodum adeft, fi

*
.

* * y

porro differentials fumantur prodibit ~
>

ficque

quousque procedamus, perpetuo idem incommodum oc-

.

curret. Quamobrcm vt hoc non obftante valorem quae-

I * / v
fitum eruapjus fit s valor fraftionis -err. cafu,quo

C cc c c poni-
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poniturjy^o, & cum eodem cafu fit quoque s
~ £1^1 -

> • ay" 1

•
-Ti

• i : (lyY
cnc ex ilia aequauone ss ~ — quae per iftam

diuiia dabic s— ~ y*
}
ex ^ua pcripicitur cafny—

a

fieri s infinitum. Fit ergo fra&ionis — —— valor

cafu y—o infinitus, ideoque pofito y—dx, habebit -*£-

ad dx" radonem infinitam, vd iam fupra innuimus.

exemplum vij.

jguaeratur valor frafiionis cafu x~o, quo tam

numerator quam denominator euane/crt.

Sit hoc cafu ~ .zzz /, t erit fumris differentiahbas
C l .X

"
: t • : i

quoque j rr ———- —

—

L
, & quia hie idem m-

e~ l *
: xx e~ l * *

commodum occurrit, perpetuoque recurrit, quousque diffe-

rendadones continuentyr, remedio ante adhibito vtamur.

Pribracquario dat A«— e~i:x S) & .rK"+0~ s»+i

altera aequatio dat rz : n y vnde fit •*•»/» 4-

0

— '-** s" : n», qui valor illi aequatus dabit e-'- x sn*—

i

ideoque t~ yjl:
— — cn, ft x~o. Quare pofi-

to x infinite paruo habebit dx* ad *-:i ;Vw radoneiii in-

^ j ; 3 j finite
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finite magnam, quicunque numerus finitus pro n ftatua-

tur; vnde fequitur e~ l - dx efle infinite paruum homo-

geneum cum dxm
y fi m fuerit numerus infinite magnus.

EXEMPLUM VIII.

Quaeratur valor frafiionis cafuy quo

IT

ponitur x ~ — feu arcui 90 graduum.

Sumtis difFerentialibus obtinebitur haec fra£Ho

cofx — fin x

cof* — fin*’-
,
quae pofito x~ — ob fin * nr 1

& cof*~o abk in 1: ita vt vnitas fit valor quaefitus

fraftionis propofitae. Quod idem patet fine differentia-

tione: cum enim fit cofx ~ V(i -4- fin *) (1— fin x)

r 0 . ,. . , V(i—finx)-f- V(i-|-fin*)
fha.o propoto ab.t m hanc

quae fit euidenter ~ i, fi fiat fintn.

EXEMPLUM IX.

Xx - - -

Imenire valorem hums expreffiouis - -— cafe

quo ponitur x~ 1.

Loco numeratoris Sc denominatoris eorura differen*

tialibus fubftituds prodibit ifta frattio :
— ——

;

.

* 1 ~TT 1 • x >

quae cum etiam nunc fiat m ^ pofito jt—i, fuman-

C c c c c 2 tur
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fur denuo differentials, vt prodeat
* "

jlLfllf
• . } — i : x x *

quae pofito x z= i abit in — 2
, gui eft valor fra&io-

nis propofitae cafu xzz i.

3$2 - Quoniam hie omnes exprefliones, quae qui-

busdam cafibus indetenninatos valores recipere videntor,

pertraftare conftituimus, hue non folum pertinent eac

P
fra&iones

,
quarum numerator ac denominator certo

• vL
cafu euanefeuntj fed etiam eiusmodi fra£Hones, quarum
numerator ac denominator certo cafu hunt infiniti, hue
funt referendae

:
propterea quod earum valores aeque

indeterminati videntur. Si fcilicet P & CL eiusmodi

fuerint fun&iones ipfius x
t vt cafu quopiam x~a

>
am-

bae fiant infinitae, fra£lioque
: Q

induat haneformam

quoniam infinite aeque ac cyphrae inter ft rationem

quameunque tenere pofTunt
,

hinc valor verus minime
cognofei poteft. Hie quidem cafus ad praecedentem

pr in hanc formam -—

-

CL i :

transmutando
, cuius fra&ionis nunc numerator ac de-

nominator cafu x— a cuanefeunt; ideoque eius valor

fnodo ante tradito inueniri poteft. At vero quoque fine

hac transformatione valor inuenietur, fi loco x non <t
y

fed n -f- d x fubftituatur
,
quo faGto non eiusmodi infi-

nita abfbluca m prouenient
j fed ita erunt exprefia

reuocari poteft, fra&ionem a.
p
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~ vel —— ;
quae expreffiones etfi funt aeque infinitae

ac c/3 , tamen compararione inter dx eiusue poteftates

inftituta, valor quaefitus facile colligetur.

3 63. Ad eandem clafiem quoque pertinent pro-

du££a ex duobus faftoribus conftantia
,
quorum alter

certo cafu xzrza euanefcir, alter vero in infinitum .abit

:

cnm enim quaeuis quantitas per huiusmodi produftum

o. c/3 repraefentari pofiit, eius valor indefinitus videtur.

Sit PQ^ huiusmodi produ£himv in quo,. fi ponatur x—ay

fiat P— n & Qjrr 00 ,
eius valor per praecepta ante

tradita inuenietur, fi ponatur Qrz-g-, turn enim pro-

p
du&um PQ^transmutabitur in fra&ionem cuius nu-

merator ac denominator ante cafu x ~ a euanefcunt,

ideoque eius valor methodo ambo expofita inueftigari po-

terit. Sic fi quaerafur valor huius produ£H ( 1 -x) tang—
TfX

cafu x zz. 1
3
quo fit 1— r= o & tang— zr c/:

, con-

I mmm X
vertatur id in hanc fraffionem —:— , cuius numera-

cot \irx*

tor ac denominator cafu x— 1 euanefcunt. Cum igi-

tur fit differentiale numeratoris (1— *)
—— dx, & diffe-

... . . vx vdx :

2

rennale denommatons cot— — ,

Ccc cc 3

cafu x rr 1

valor
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valor frafHotus propofitae erit ~ — fin— . fin—~ ,* * 3 X '

ob fin — zz r.
2

364. Imprimis autem hue funt referendae eius-

modi expreffiones, quae dum ipfi x ccrcus quidam va-

lor cribuitur, abeunt in huiusmodi fbrtnam 00— cn

:

quo-
niam enim duo infinita quauis quantitate fiuita inter fe

diferepare poffunc, manifeftum eft hoccafu valorem ex-

preffionis non determinari, nifi differentia inter ilia duo
infinita affignari poffit. Ifte ergo cafus occurrit, fi pro-

ponatur huiusmodi fun£Ho P— Q ,
in qua pofito x~*

fiat tarn P ~ c/3 quam Qjzr c/3
j
quo cafii ope regulae

ante traditac valor quaefitus non tam facile affignari po--

teft. Etfi enim pofito hoc cafu fieri P—

Q

—f, fta

p-q / . r f ‘

tuatur / ^
, ita vf fit / — — p- x vbi cafu xz?

-P
* euanes-tam numerator e ^ quam denominator

cit; tamen fi regula ante tradita hue transferatur
,

fiet

f~ vnde ob /~
, fieret

<
P
</P

d? »

ideoque valor quaefitus ipfius / hinc non innotefeit.

Quoties quidem P & CL funt quantitates algebraicae,
quoniam hae infinitae fieri nequeunt, nifi fint frafrio-

nes, quarum denominatores euanefeunt; turn P Q in

vnicam fraftionein colligi poterit
, cuius denominator

pari-
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pariter euanefcet. Quo fa£k> fi etiam numerator eua-

nefcat, valor modo fupra explicato definietur: fin autem

numerator non euanefcat
,

turn eius valor reuera eri*12
infinitus. Sic fi huius cxprefi'onis —
valor defideretur cafu x zz r

,
quia ea abit in

T jp _ |

^ Zz - --
,
patet valorem quaefitum

!a . .

3<?y. Verum fi fun&iones P & (f fuerint trans-

cendentes, turn plerumque haec transfomiatio ad calcu*

lum moleftilfimum perducAet. Expcdiet ergo his call-

bus methodo direfta vd, atque loco xzza, quo ambae
quantitates P & Q^in infinitum abeunt, poni xzza+u,
exSftente u quantitate infinite parua, pro qua dx accipi

poterit. Quo fa&o fi fiat Prr^-}-B & Qrr^-j-C,

manifeftum eft funftionem P— Q^abkuram efle in B— C,
qui erit valbr finitus. Rationem igitur huiusmodi fiinc-

tionum valores inueftigandi fequendbus exemplis illus-

trabimus.

e x E m p l u.m r.

Ix
cafu,

X
Quaeratur valor hums exprejftonis —

-

quo ponitur x zz i.

Quoniam tain quam fit infinitum pofito
I IX

^

x zz i
,

ftaruatur x— i -+-w, atque exprrifio propofita

I -4— co I

transformabitur io
/(ifuiy

Cum *SltlTr

K »+»)



CAPUT XV.760

/(i+w)=r §<» s -&c. zr ^«*- 3cc.)

babebitur

(t-fw)(i— fta-ffto* — &c.) — t \ u ~ j- gi» 4. &c.

<*T(i--£ft) + ift)*-&:c.) M (i“iw + i«*-&C.)
$ g- to -f- &c.

1 £ w -|- £ w l— &c.

Pofito nunc w infinite paruo feu w“o, manifeftura

valorem quaefitum efle “ £.

EXEMPLUM IL

Denotantibus e numerum
,

ctftus logarithmus hyptrbolicus

eft & k femicircumferentiam circuit
,
cuius radius

eft
— I, iitueftigare valorem huius exprefttonis:

1
7TX — I . 7S ^

CUiU X“ O.
3 xx x(e J,ir*~0

. - * l

Exprcfiio ifta propofita exhibet fummam huius feriei

:

1 1 r 1 . 1

+ + + &c.
1 -|-jrar 4 -f-^4r

1 $-{-xx 16-4-orx 2$-\-xx

vnde fi ponatur x rr o
,

prodire debet fumma feriei

huius i+ £ £ +• tV -b &c. guam conftat efle

~— . Fa&o autem x — o expreflionis propofitae
6

TX — I— - valor maxime videtur indeter-
2 xx x(e1TX — 1)

minatus, ob omnes terminos infinitos. Ponatur ergo

rr w, exiftcnte w quantitate infinite parua, atque mem-

brum prius
7TX — I

a xx abit in . Cum deinde
3 ft)* 3 ft)if- •

fit
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at
2 tb* __

r “ jtm -4- irV -4- J -4- &c.

alteram membrum —r abic in

«(stm -fajr* w* jt^w* +&C.) aw*(i +xw+fx*w*4-«:c.)

ZZ I -5TW + i 1T*M* - &C.At eft
I + XW -f- f5T*W* + &C.

I 7»

mde porter i us membrum fit
~

—

r—

—

r aw* aw
i

ad quod fi prius addatur prodit i r*, qui eft valor quae*

fitus expreffionis propofitae cafu x~o.

Idem quoque per methodum fradHonum
,
quorum

numerator ac denominator certo cafu euanefeunt, praes-

tari poteft: expreflio enim propofita in hanc fradtionem

xr —
* t ***-+- irar-f- r

transmutatur

:

2XXC**x 2XX *

cuius numerator ac denominator cafu x zz o euanefeunt.

Sumtis ergo differentialibus oritur:

7t g iwx _j_ a X X X e *** 2 X t *** X

fiue haec

• 4 xe *** -+- 4 *xxe* r* 4X
x it e *** -f- 2 it v x e***

$xe IT*. -\- 4TXxe *** 4x

cuius, fi ponatur xzz o, adhuc numerator ac denomina-

tor euanefeunt. Quare fumtis denuo differentialibus

habebitur

:

2 Xirr *"'*-4- 2 XX t 4 X 3 ATf

g It x t -4- 8 7txe» rx -h 8r 2xxe*r* 4

D d d d d feu
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C A P U T XP.

x*x e***
feu

feu .

i —(— 4 a* x —j— 2 x 2x 2
t —***

cuius numerator ac denominator adhuc euancicunt cafu

o. Quocirca iterum differentialia fumantur
5T 3

e itx __j_ ^ * x e it* 2 T ix t e tr*

r 3x

.* 4* -f- 43-*x -}- 2ve-*T*

quae fraftio pofito x~o abit in — vt ante.
6

. EXEMPLOM III.

"Retinentibus e dr % eosdem valores
,

qucuratur valor

r
cxprejjionis huius cafu x — 0

«• v
4X 2X(c,rjt + l)

*

. . Expreflio haec transmutatur in hanc:
— **

.

—
4x e ** -f- 4x

cuius numerator ac denominator cafu x rr o euanes
cunt. Ponatur ergo x — w

, & cum fit

e ~ i -4“ t w —j— r 2 u 2 —{— J- x 3 u> 3 —j— &c.
formula propofita transmutatur in hanc : .

x 2u —(— iir 3 w 2
—J— fiT^co 3 &c.

8 (*i - 1— 4 ~4~ 2 x 2u 3 —|— Scc.

quae pofito w infinite paruo ftatim dat f ar*, qui eft

valor quaefitus expreflionis propofitae cafu x zz o. At

vero expreflio propofita —
4* ZX^vxj.!) ,

exhibetfum-

mam
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CAPUT xr.

mam huius feriei —r—+—r—
-ft rf 1 o -L r ** 1

i +xxT9+xxT 25+xx 4$ fxx

cuius fumma pofito x~o vtique fit — i

»

2
.

EXEMPLUM IV.

7«S

f &C.

Quaermr valor ham expraffionit

ffl/« X“ o.

Formula haec propofita —x
-»- — —

fummam huius feriei infinitae

1 1 1

cxprimit
tangT-r

—
1
— &c.

1—xx ' 4—x* 9-xx 16— xx

Si igitur ponatur * — o, prodire debet fumma feriei

. i T\ -f- &c. quae eft = f rr.

Quoniam eft tang xx~ cxpreflio propofita in-

, ,

' 1 w cofxx fmrx—irxcfirx
duet hanc form.ni: —— ,,x(inwx

cuius numerator ac denominator euanefcit pofito x~o
r

Ponatur ergo x ~ w & cum fit

fin * x zr ?r « — I- ?r
3 w 3

-f« &c.

cofxxrz. — .

{r’w* -+-7&C.

expreflio propofita fiet: ;)rl ... .. ., r ,.... . •

7TU-i 7T
3 M 3-4-&C. -ffW-4-; ff

3
tt)

3— &c. 4t 3m 3 -&c.

2 5TW 3 —
-J T3 W s —f— <StC.

l

quae ob w infinite paruum dat {s*. . \ ,

1 Ddd dd s exem-

J
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+

EXEMPLUM V.

Cum Jit fumma hum feriei irtfinitae

* • 1 • 1 -h&c.=^i-+ +i-xx ’ 9-xx ' 2 y — xx • 4y-xx ' v
4xr/*TX

inuemre eius fmtimam, fi fuerit x~o.

Quia eft fin f t *• =m \xx — fy x3 x3 -4- &c.
& cof i xx nz i — J x* x* •+* &c. erit expreflio

propofita

\x2 x— jyir'x 3
-f- &c. | x*— Jr x 2

-f- &c.
4*— i x 3 x 3 —j— &rc.

”
” 4 — \ x'x* -\-8iC.

in qua fi fiat at” o, valor erit manifefto ~ix2
}
quam

efie fummam feriei i -4- $ -4- Ty -+- "4- &c. fupra

pluribus modis eft demonftratum. Sin autem pro x fu-

inatur numerus par quicunque, fumma feriei propofitae

femper eft ~ o.

366. In his feriebus, quas binis vltimis exemplis

tra&animus
,

aliisque litteram variabilcm x continenti*

bus, ipfi x eiusmodi valores tribui pofiunt, * vt quidam
termini in infinitum excrefcant, quibus quidem cafibus

fumma totius feriei fiet infinita. Sic ferics

:

1

4—xx
1

51—XX
I

16—XX
-4- &c.

fi pro x ponatur numerus quicunque integer, vnus per-

petuo terminus ob denominatorem euanefcentem fit in-

finity
j
hancque ob caufam ipfa feriei fumma infinita

euadet. Quodfi autem ifte terminus infinitus ex ferie

tolla-
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tollatur, ram fumma reliqisa fine dubio erit finita, ex-

primeturque fiimma priori infinita termino ifto infinito

mul&ata, hoc modo Ui 02 •
quenmam ergo ha-

bitura fit valorem determinatum modo hie expofito

inueniri potcrit
;

id quod clarius ex £ubiun£tis exem-

plis peripicietur.

i-xx

EXEMPLDM L

Inuen'rrc jummam feriti

\ f
—

4— XX S-XX 16-xx

cafu x zz x, & demto termino primo, qttt

hoc cafu in infinitum augetur

Quia in genere fumma eft
“ — —

2 XX 2 X tang.?rx
3

r ir 1

crit fumma quaefita — 3 xx axtang.jrx
" i-xx

pofito x-zt. Sit r— i-f-w, & habebitur pro fiimma

quaefita
2(

-

1+2W+C|X^ 2 tang(*-+wr) 2w-j-wu>‘

At eft tangOH-wr) rz tangw* rr ra -f- \n3w 3 &c.

Vnde cum primus terminus1 —— pofito x ... . ... 1 deter-

minatum habeat valorem i »
duo reliqui tanram ter-

mini funt fpeQandi, qui erunt

I 5T l
1 _

”
awfifw)(*t

3«“) w(2 1w) fc<ataw)(it4»*w«)

fi quidan w fit infinite paruum, quo cafu etiam ter-

D d d d d 3 mi-
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766 CAPUT xr.

minus f ar 4 »* negjigi potent. Proueniet autem

— * pofito u — o, clique ergo
OJ

w (2 —f- w) (2—|— a«)

i -+- i — \ fumma feriei
: fr+- y

vti aliunde conftat..

EXEMPLUM II,

Jmenire fummam feriei
_ \ »» * J

&c.!_xx 4-XX • 9_xx I ,«_xx
quo pro x ponitur mtmerus quicunque integer n

& demto ex ferie termino i/Jo —-
,nn-xx .

qui fit infinitus. , , ...

Summa ergo haec, quae quaeritur, ita erit exprefla

, fi quidem flatua-

1

2 xx nn- -xx
L . j

2 x tang xx

tur x— n, quo quidem cafu primus terminus —— abit
> . ' I •

.
3 xx

in ^-^.bini vero rcliqui ambo fiunt infiniti. Ponatur

ergo Acr»-f-w, & cum fit tang (x/i-j-xu)— tang xu~xu),

pofito w infinite paruo, habebimus pro fumma quaefita:

-x- . feu
2 «« 2(»—f— w)a-w 2 nco —J— 0) to

“r
4. — j :

inn to(2H+2to) w(2»{w) 2«/7 (2»-f-2W) (2»-fto)

vnde fi fiat w rm o, prodibit fumma quaefita
1

2 nn

1

4 nn 4««
i> 1) ;

'

Quocirca erit —^ —“ 4»#
I—
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i — an 4— tin

1

S — »

n

(n-i) z-nn

-4- &c.
(»-•+- i)* »»

in infinitum, fiue erit iftius fcriei infinitae fumma

:

1
1 _i_ -4— &c.

(»-f 1)* -»o ~ (»+ 2)
a -«» (»+3)*-»»

400 on—

1

+ 0-9”^" * * *
*^~oo-(»-i) a ’

»«—4 ao—9

EXEM^LUM III.

Jnuenire fummam huius feriei

&c.
•I —XX ' s-xx • sj-xx 49-XX.

. I

fi ponatur x“i, atque terminus primus

5«i hoc cafu fit infinitusy
auferatur

it fin \ it x
TtX

. ~ ~ - 7T 1111 i

Cum hums fcriei fumma fit in generc rr:

crit fumma quaefita = ^^7^. — ~ fi Pona*

tur y— t. Quia vero vtarque terminus fit infinitus,

ponatur xzri-w, & cum fit fin (ix-4*u)— cofix00—

& cof(i x— i xui) rr fin-i i«~ ixui ob «

infinite paruum, habebitur ifta exprdfio :

t( I — Y Tt
Z ta>*) ,

I _ I 1

4(1-w){y OU 2W— WO) (Il(j-2W) U>(2 — to)

quae fit zz 4 pofiro w — o, eftque propterea
* - - ^ „ . r ,

&c.J_ £ I ^ 1 L , i - *_L ,

4 — 8
^ a4 ^ 48 ^ 80

i

120
EX£M-
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» i

EXIMFLM IV.

Inuenire fummam feriei huius .•

i .1 i

8cc.
I XX • 5 XX ' 2J xx ’ 49 XX *

ft pro x ponatur numerus quicunque integer impar an—

i

isque terminus qui hoc tafi,

fit infinitus , e medio tollatur.

srfin l v x
Erit ergo fumraa, quae quaeritur,

• i

txcoCixx

— xx pofito x~ 2 n— i. Statuamus ergo

a »—

i

— w, exiftente w infinite paruo, fietque

fin i it x ZZ fin ^
-
n

^
—- x —— \ r w^

~ cof£ jtw,

vbi fignum fufterius valet, fi fit » numerus iinpar,

inferius vero fi fit par. Simili modo eric

cof* sr-rzz cof ^ ideoque

fiue n fit par fine impar, ent —— -
.

——
1 r ’ colixx tsng.$Tw

Hinc fumma quaefita ita exprimetur

:

i i

« [2 (2 (a n -2w (2 a— 1— w)

'|5TW

ent*

que propterea rr
4(20-1)*
1

D—«]’

Sc fi fit n— 2 ,
erit

1

36 7" 8

cuius fummationis veritas aliunde conftat.

± JL
16 ’ *40 72

1

1 12
&c.
r

CAPUT
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CAPUT XVI
DE DIFFERENTIATIONS FUND

TIONUM 1NEXPUCAB1LIUM.

3«7*

Fun&iones incxplicabiles hie voco, quae neque ex*

preffionibus determinatis, neque per aequationum

radices explicari poflunt; ita vt non folum non fine al-

gebraicae, fed etiam plerumque incertum fit, ad quod
genus tranfeendentium pertineant. Huiusmodi fiin&io

inexplicabilis eft i + H- } . . . . H- p quae

vtique ab x pendet, at nifi x fit numerus integer nullo

modo explicari poteft. Simili modo haec exprcfiio

I. 2 . 3. 4 x
t

erit fun£tio inexplicabilis ipfius x
,

quoniam -fi x fit numerus quicunque , eius valor non
loluin non algebraice

, fed ne quidem per vllum cer-

tum quantitatum tranfeendentium genus exprimi poteft.

Generatim ergo talium fun&ionum inexplicabilium no-

rio ex feriebus deriuari poteft. Sit enim propofita fe-

ries quaecunque

1 2 3 4 • x
'A-h B -f- C -f- D -f- . .

'

. -j- X

cuius fumma fi formula finita exprimi nequeat, praebe-

•t»it fun&ionem inexplicabilem ipfius x
y

nempe

S — A -4- B -f- C —H D -4- • . . *-}— X.

:: d E e e e e Simili-
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Similiter contfnna produfta eX terfninis ferierum vri

P “ ABCD . . X
< •

...
,

.

fcxhibebunt fun&iones inexplicabiles ipfius #, quae au-
tem ope logarithmorum ad formam priorem reuocari
poflunt, erit enim

:

/P - /A + /B -f /C + /D 4. . . , + /X

3^8. Hoc igitur capite methodum explicare con-
ftinii, huiusmodi fun£Honum inexplicabilium differentia*

lia inueftigandi. Quod argumentum, quamuis ad pri-

mam huius operis partem, vbi praecepta calculi diffe-

rentialis funt tradita, pertinere videatur; tamenquoniam
vberiorem doftrinae ferierum cognitionem poftulat, ad
quam in hac altera parte perueriire licuit, ordinem natu-

ralem relinquere coa&i hoc loco attingamus. Cum au-

tem haec inueftigatio prorfus fit noua, ncque a quoquam
fldhuc trattata

,
tantum abeft vt hanc calculi difFerentia-

lis partem abfoluere queamus, vt potius prima tantum

eius elementa adumbrare conemur. Praeterea vero

nonnullas quaeftiones proponam
,
quarum enodatio dif-

ferentiationem huiusmodi fun&ionum inexplicabilium rc-

quirat, quo fimul vfus huius tra&ationis, qui autem in

pofterum fine • dubio multo amplior erit
,

clarius per-

fpiciatUT.
• • •

3 *9 - Ad huiusmodi fun&iones inexplicabiles diffc-

rentiandas ante omnia necefle eft, Vt earum valores in-

veftigemus, qUoS induunt, fi pro a- ponatur x^-ea.
- - - : i Sit
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Sit igitur12.34 *

S — A -4— B -4-' C *4— D -4-* • . • *4— X
atque ponatur 2 valor ipfius S, quem recipit, fi pro se

ponatur x w, fitque Z terminus feriei refpondens in-

dici x -+-U. Iam igitur termini, qui refpondent indicibus

x i, x -4- 2 ,
x -4- 3

1

&c - indicentur per

X', X", X'", X", &c. atque is, qui conuenit indici in*

finito x —{— c/5 per Xl^L Similique modo termini com-

petentes indicibus *-t-«-4-i> x-4-(t)^-2, 4— c*>—|— 3 &c.

indicentur per Z/
,
Z", Z"', &c. « fit Zi"5

! tenninus

refpondens indici x -+• « -4- c/3
.

Quibus pofids eric
>

S' =: S H- X/

S" rrr S -h X' -4- X"

S'" “ S -4- X' -h X" ,-h X/"

&c.

Si«»i r= S4-X'4-X"4-X"'+ ... -4- X^l

Simili modo cum etiam 2 fuceefliue terminis Z', 7J' &q.
augeatur,^ $ric

2' ~ 2 Z'

2// — 2 -4-Z' -4- Z"
2/" = 2 -4- 7J -4- Z" -

4- Z"'

&c. - .

.

~~ s —4" Z/ — Z" —4“ Z"' “4" ... 4"Zi c*i

370 . Nunc natura feriei S, S', S", S'", &c. eft

perpendenda, qualis futura fit, fi in infinitum continue-

Eee ee a tur
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tur: quae fi in infinito cum progreffione arithmetica cdh-
ftindatur

;
quod fit fi termini feriei X, X', X", X"', &c.

in infinito ad aequalitatem conuergant, ita vt differen-

tiae feriei S, S', S", &c. tandem fiant aequales : hoc cafu
quantitates S^l, Si” +*l, Sf”+H &c. erunt in arithmetica

progreffione, & cum fit 2^ — S^
C° +W

I ob S^°°
+ ^

= s^+^s^+'L^D^s^+^-^sH
erit 2M ~ w Sl”+H -f- (i-ou) SM. At eft —
Sl^l -h Xh+n, fhde fit 2i<«i — SM w xi«+n,
ex quo obtinebitur haec aequatio

^ 7J‘ —h ZJn —f- Zt” l rr
s H“ x/ +“ x"+ x'" -f- . . . . -f- XM-f-wXI”-Hl
ex qua definitur valor quaefitus 2, quern induit funftio
S, dum in ea ar-+-w loco x fubfhtuitur

; eritque

2-S-t-«Xi^+i|-4- X'-h X"-f- X'"-f-&c. in infinitum—

Z

y//— &c. in infinitum

•Quare fi feriei A, B, C, D, &c. termini infinitefimi eua-
nefcant, terminus wXl”+H euanefcit, & omitti poteft.

371. Exprimitur ergo valor ipfius 2 per no-
vam feriem mfinlcam, quae exhiberi poteft, fi feriei

A -f- B -f- C &c. habeatur terminus generalis, ex.
quo valores terminorum Z Z", Z'", &c. definiri queant.
Pofito ergo w infinite paruo, cum fit 2— S differentiate

funOionis S, hoc differentiate dS per feriem infinitam
exprimetur. Atque fi nequidem altiores poteftates ipfius

w
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to negligantur, habebirur drffcrenriale completum fun£Ho-

nis huius mexplicabilis S, cuius natura, quo clarius ob

oculos ponatur, fequendbus cxcmplis hoc negotiuna il-

luftrabimus.

EXEMPLUM I.

Imenire differentiate hums funBionis inexplicabilis

S— I H~ { ~h 1 -+- i • • • •
—

•

Quoniam huius feriei terminus gcneralis X eft
“

ac propterea

X' — —i—
X -

| I

X" = —l—
X -f- 2

X'" ~ _1_
* 3

7J
—

x-+- 1 —H w

7J! —
x-j-a-fr-w

7JH — —
.

T-,—
*•-1— 3 —t- 4**

&c.

ob Xi^-t-1 * rr —— — rro, ft loco x ponatur x-f-«
X—f— M —f— I

funftio S abibit in 2, vt fit

2 = SH \
1

\
» -+- &c.

X-+- I X-\~2 X —|— 3

I I I „

x-f-i-fw x-j-a-f-w x-fj-fw

fiue binis his terminis in fingulos colligendis, erit

U) ’ ,(*>> (m3

2~ S +
(xtlX^lj")

+
(xtaXxfafw)

+
(xf 3)(xf3jw)

+&C*

E e e e e 3 feu
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feu cum fk

r+I+Otf jr-fi

I I

l CmJ GO*

c^+o* (*+!) + &C’

__ &
,

M* GO*
( p

jr+2-J-w
—

x-j-2 (*‘+ 2)*”t

”(^-f2)
3 (x+a) 4

' *" &c*

&c.

erit feriebus fccundum poteftates ip/Ius u efifpo/itis

s-s+ “ Ccw +cw + o4i? + (4i?
+&c0

V^Fo7

+

(^+^i +
(IT-j)

1 + (*+5*'

+

&c
)

^ “ C(*+iy* + c*+2)' c?fw + (^+5*

+

&c )

"“'(rfo7

+

cife5 + +(451 + &c
)

&c.

Pofito ergo Jx pro « obrinebimus ftmftionis propofitae

S differentiale complecum

JS ” dx
((*+“

0

1+RR7 + FTiP *&0
~~

**((£Fo7
+FhF + (FR7 +FF4T

3+&c')

+FR7 +FR7 +FR7*&c')

““

"

dx CfR7 * (*+*)*' *FR7 ^ (x-j-4) 3 ^&c’)

&c.
• EXEM-
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EXEMPLUM ' II*

Imeuire differentiate huius funttionis intxplicctbiUs

ipjius S

;

s = n-I-j-l-t-l-H . *
• *

3 5 ' 7 2X-

Quia huius feriei terminus generate eft X ZZ
>

ent

:

X/
— 1 Z/ — »

2X~f— I —|— 2 U>

y/j— 1

7J‘
~ 1

2X-I-3

vj/j—•
1

2J“— 1

A
.

2X-4-5 ax—J—y—

t

— 200

&C. &c.

ob terminos huius feriei infinitefimos euancfcentes & ae*

qualeSj prodibit valor ipfius S, fi loco x ponatur x-f-&
2= S -+-

•f&c.2x—l— i ’ 2X-4-3 ‘ ajt—J— 5

i - i i .
2 x-j- 3-j-l6u ax^y-j-jw ”_

^

feu

260 2 w5
*

(2xf 3Xax-j-3-f-2«)
‘^&C*

Verum fi finguli termini in feries fecundum dimenfio-

2=
nes ipfius w refoluantur, erit:
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S= s-H 2" C>*+Y)’ + (TxJ& + (TxJJY* +
&c
)

~ 4^QrxYiy + (^TT)7 + o^o 3
+&c*)

^((a*+i)* ^ (ajr+ 3)* ^ (**F04 ^ &<0

l6“ C(2^+i) s ^ (aif 3)* ^ (^-fs)
J ^&C-)

&c.

PonStur nunc dx pro «, atquc prodibit differentiate

completum fun£tionis inexplicabilis S propofitae

:

JS- 2dx
(c~^y + (

—jyi + (17Fj7 + &c-)

'^"((Ir+O3 ^ (**+ 3)
3 ^

(2-H-5)
3 ^ &<0

-^8</jf3

((27+ O4 ^ (IT+i) 4 ^ (a7|j/ +&c-)

«~16dx*Q—yjy + (2*-f-3)*
^ (2*+ j)* +&C)

&c.

EXEM*
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)EXEMPLUM III.

Inuenire differentiale completum funfltonis huius inexpli-

cabilis ipjius S:

Cum huius feriei terminus generalis fit “ ^ ,
ertutt

termini infinitefimi euanefcentes & inter & aequales.

Hincque ob
*

X' —
CH-O"

u — 1

(x-Hi-f-w)*

v//— — 1

X — (x-H-2)" (•** — 2 —(—Ci)) 11

Y///—•
1 17^^,

Sec. , &c.

vui • 4 .

V/ r,,— .
<W-}-lX»4-a> a -

(jr-f
’ 2('jr-pl)"+* 6 (* -j-

1

)
n+i

xtj, rr//_ »(«+l)w*
, »(«-fl)(»+2> 3

«

&C.

ex quibus inuenitur

:

^ * W
((*+ 1)"^1 (<f

-f
2)

L__ I

1 .__j , o N
1.2 l \(*-f l)"-+-*^(x-f2)*->»^(2-|-3)»+»"^“

&C
’J

,
»<»•{- ^X«+ 2)..,/^ ' 1 I '

,
I

. o X
I.-> 2- 3

&C. Fff'ff Qua-
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Quare pofito u> — Jx prodibit differentials completum
funciionis S quaefitum

:

^ *ix
C(-*’-PO'”H (*-l-a)»+x (x-j- 3)*+!

*c
^)

**±0
.

*
,

i
, p \

V*-f i)»+* ^(x-f 2)-+-» ~T~
(.*-{- 3)-+’

“+ &C,
JI. 2

i. 2. 3 V.(ar-j-i,

zG -

)"4'
}
-r
~(*-b)*+j“*“ (x-f 3)»+}

&C
)

> &C.

3^2. Ex his quoque fummae iftarum ferierum in-

tcrpolari, feu valores terminorum fumtnatoriorum exhi*

beri poffunt
,
quando numerus terminorum non eft nu-

merus integer. Si enim ponatur xzzi o, erit quoque
S— o, atque 2 expriinet fummam tot terminorum, quot
numerus w continet vnitates, etiamfi ifte numerus <o non
fit integer. Ita in exemplo primo fi ponatur

» « ,

•- — 1 •+* — -f- -* -+- . . v .
'23 CO

- crit:

S —- u
1

M
1

00
>

u
i(j+w)“t"a(2-|-co)T 3(3+«)~h 4(^4+«)

+&C*

fiue

r. - = “ (*-t-7+7+n+rr,"&t>
"

&C. -*•,
'

In
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In exemplo vero tertio erit:

_ _ i'ii
2 — 1 +* jj • !•

t

W»‘

Valorque ipfius 2
,
fine w fit numerus integer fiue frac-

tus, per feries fequenti modo cxprimetur

:

s =- ji+i+ pV.+ jjfe+ &c
)

H- r's+J-Jn+ &<=)

&c.

373 . Haec eadem quoque ad feriem generalem

accommodari poflunt, cum enim fit

I ^ 3 4 • • • • x ,

.

S ” A —j— B -4— C —J—.D — • *i~X
atque pofito ar-j-w loco *, abeat X in Z, & S in 2#
erit

:

z = x h- —— -+ _f_ J^£2L ii_*cT
,/x ^ 1.3 dx*

^
I.3. 3

^3^“C-

& quia fimili modo Z', Z", Z/w
,
&c. per X7

,
X", X'" &c.

exprimuntur, erit:

2zzS-h«X
|t/:+,l~

</. [X/-4-X//-|-X///-|-X////-4-&c^

—
j 2 jx+ CXM-X/M"X///r+-X////

*4-&c.J.

— *
‘ [
x/+X'M-X^X^-4-&c.]

&c. &
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& nifi X ,c/5
'

fit rrro, hoc raodo cxprimi potent, vt

confideratio infiniti tollatur

:

X |c/a '* 1l_; X/| (X//-XO + (X'#-X'9 + (X"//-X«0+&c.
' eritque ergo

:

2=s+»X'+« C(X"-XO + (X"'-X'0 1 (X////-X///) +&C.}

* d. [X' -f X" + X'"
-f X"// 1 X'"" f &c.j

'— [X'fX"VX"/ + X"" + &c.]

^— d3 ‘

•W fX"fX'"

f

X"" fftc.3

&c.

Si ergo ponatur orietur difierentiale- comple-

tam ipfius S-A+ B-fC-f . 4-X, ita

cxpreflum :
• • *

dS—X'Jx + J- C(X''-X0f(X"'-X'9£ (X""-X"/)-f&c.J

— d. [X'4- X" -4- X"' 4- X"" 4- &c.]

— i [
X

'4- X"4- X'" 4- X"" 4- &c-3

—J^.[X'4-X"4- X'" 4- X"" 4- &c.3

,;yj . . ;
V • ' j

•' &c.
* * » *

374* Ponamus efle jczt:o, fiet X'rzrA, X^zrB, &c.
ideoque X / 4~ X^4- X ///4— &c. erit feries infinita

cuius terminus generalis eft — X. Formentur deinde

feries ex his temiinis generalibus:

£X_
.
djx

.
<nx d^xj

t

dx 3 2dx*
'

} '

6 dx* j 2+dx< f-”®
6,

.1 .
qua-
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quorum fcrierum in infinitum

fine

:

/• x :=
e dX _
*' dx *“*

r
£d%
2 dx *

• 91

= 95

= €

XFL 7*1

continuatarum fummae

. . r d*X _
'

*'6dx*
— 55 &c.

& quia pofito x — o
,

fit quoque S = o, & 2 erit

fumma feriei A-h B-f- C-+- D -f- . . -+-Z con-

tinentis w termipos; eft enim Z terminus indicis w, fiue

w fit numerus integer fiuc fraftus. Quare habebitur

2 =? wA-f-w [<B-A) -h (C-B) +(D-C)-H&c.3— u 93 — w 1® — w 3© — «•>*(£ — &c. •*

vbi prima leries praetermitti poteft, fi feriei propofitae

tennini tandem euanefcant.
:

.
**

37J. Scribamns nunc x loco u>, arbibirque 2 in S
ita vt fit

1

i 2 a

S = A —f- B+ .C —(— D —f- . . . -f- X
atque idem ipfius S Valor iam per feriem infinitam ex-

primetur hoc mode: .. /. • .i „:-j i-, •

S = Ax-f-x[(B— A) -4- (C*-B^-4-(D-C)-4-&;c.3— 35*— <2> a—®x 3—Qx *—§**—

&

c,

cuius valor cum aeque diftin&e exprimatur , fiue x fit

numerus integer fiue fra&us
,

difFerenrialia ipfius S co-
iusque ordinis hinc facile exhiberi poflunt: v -

Fff ff 3 d S

/
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Caput xfl

zr A -4— (B —A) “4— (C—B) -4— (D— C)-4-&ci

—— 35 — a @ x -r—
< 1 ** —

? 4 S **— &c.

~=— d — 3©*— «G*»—Xo^»— &c.

</ 3 S—£1 —— ©— 4 S ^— io$x*— 20® -i*— &c.

_£!S_=—•€— — &C.'

Quare cum differentiale completum fit

= </S -4- -4- f<*
3 S -h S &c.

crit fun&ionis propofitac S differentiale completum:
t '

'i ).•

rfS — A<£r -|- (B _A)ir-f-(C - B)dx -4- (D - C)dx &c.

—- 35Hr @ (ixdx+dx*) ® ()x*dxj-^xdx2 +dx 3
)— <5 {^x3 dx-\-6x 2dx 2 + 4xdx3 -\-dx*) — &c.

37«. Hoc ergo modo funftionis cuiusque inex-

plicabijtisj S differentiale affignari poteft
,

fi feriei

A-4-B-4-C-4-D-4- &c. termini infinitefimi vel eua-

nefcant vel inter fe fint aequales. Quodfi enim huius

termini infinitefimi non fuerint ~o, turn fumma feriei 33,
- , "j\r - r . r

quae ex termino generali formatur, fiet infinite; at

vero cum ferie AH—(B- A)'-4-(C— C)-f-&c.
coniun&a fummam finitam conftituet. At fieri poteft,

vt termini feriei AH-BH-C-f- D+&c. ita fh infini-

tum augeantur, vt non folum feriei 35. fed etiam fo-

rm @ fumma fiat infinite magna, quo calu non fufficit

i feri-
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fericm A-4-(B— A)-f-(C-B)-t-&c. adiecifle: fed quo*

warn hoc cafii valores infrnitelTmi §. 370. confiderati,

M + |
tO-+- 3

1

nempe S , S , S ,
non amplius in

arithraetica funt progreffione
,

vri affuitiferamus, huius

progreffionis ratio erit habenda. Quemadmodum erg>

aflumfimus, horum terminorum differentias primas efle

aequalesj ita methodum amplius extendemus
, <1 horum

valorum differentias demum fecundas, vel tertias, vel

vkeriores conffantes ftacuarnus. *
-

.

377. Retento ergo eodem ratiocinio, quo §. 36$.

fumus ufi, ponamus memoratorum valorum differentias

demum fecundas efle conftantes

|w|
1

le»-f-a|

S , S
,

S
;

|0)+ j| |w+ 3l
' -

D1FP. X. , X , X ‘

1<*+ 3| leo-M|

DIFF. II. X —X
M i°>i i_.\

Hinc erit 2 =S =S -h«X
1. a

(J* +a|
_x

|M +I|
)_s

,tfl

L^zDx1 "H~ l1 w+a i

Quamobrem habebimus banc aequationem

:

r^t

2-fZ/+ Z«+ Z/'/+ . . . -4-Z =
Jfel *

S X' -+- X^ X/H . . . . —J—,X
w(f>-3) v 1

W+l1
.

«(«-») Y 1
VH"31

: V
1 |

"

1. a 1. a ex
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ex qua elicitur :

: S -4- X'-f- X^-t- XW-f- &c. in Infinitum

— 7J—Z"—

Z

/y/— Z'W— &c. in infinitum

«X »c-o rx
'~H

)•

Termini autem ifti infinitefimi ita repraefentari pote-

runt
,

vt fit

2 = s+ X'+ X"+ X'" -f. X"" -4- &c.

— 7J—Z"— Z'"— Z«" — &c.

f-4- X"-h X"'-f-X//y/—|—X""H- &c.]
- *4-wX/-4-w< 1

L—X'— X'/— X'"—X""— &C.J

XW-f-X»+X»+&c.|
I. 2M y’

<n>Q-l)
’

I. 2

I. 2

— 2X^ 2X'" 2X«» &C.

X/ -4- X// -4- X'" -J-&C.
1

vnde fimul lex patet
,
qua haec expreflio erit compa-

rata, fi differentiae demum tertiae vel qaartae vel vlte-

riores fuerint conftantes.

378 . Cum igitur fit, vt fiipra demonftrauimus

:

u>*JJX
,

ui*J'X
z = x +t£ + ns»* &c.

1 .2.3 dx*

fi loco Z', Z", Z'", &c. valors hinc oriundos fubfti-

tuamus
, erit valor ipfius S, fi loco x fcribatur x +•<*,

fequens :

.. 2— S
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2_ S+ » X' -+-
jj, x„

—

x,„

—

x„

—

&CJ

I, a .

«)(&)—l)y ' i. a

I. 2

f+X^-J-Xw-j-XT -j-X"-|- &c.

-aX«-aXw-2X"-aX*-&c. •

-j- X/ + X"-{-X'" + X'T |&C.

, “
rf. [X'-f- X"-f- X«4- X""-+- &c.)

. pc'-t- X//-hX'«-f- X""-h &C.]
^ ...»
— dK [X' -+- X"4-X'"4-X"" &c.)

&c.

:rgo loco w ponarar </*, prodibit diffcrentiale comple-

i funQdonis inexplicabilis propofitac S ;
fcilicet

,S = X-.x + ,J+x"-t-X"-+X^X.+&c|
[— X'—X" X'" X"—&c.J

Si ei

turn

—X"

-+-X'

dx(t-dx)

I. 3

dx(i—dx)

I. 3

dx(i-dx)

Yiu
djcjl-dx)(i-dx)

I. 2.

I • 2m 3

x t
dxji-dx){2-dx)

I. a-. .3

&c.

c
+ XW| X™-f- X* -j- X"-f- &c 1

— ^e-aX'/-2X"/-2X"-aX*-&c. -

Ux'|X''fX'"4-X"-}-&C.
V, 4

>x4 x»j&c.

-
3XW-3XW-&C.

+ 3X"+ 3X///+&c.

-X' - X" -&c.
* <-•*'*** * ^ ,

Ggg gg -<*•

.
dxji-dx)(2-dx) dx(t~dx) (z-dx)

- - -
_1

K 3 . 3
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1. pt'-h XV//-4- Xnr -4_X»-)- &c]
-— \M. [X/-H XW-f- X/W 4- X*v x»-h &C.}

!
— i d*. [X/-+-X"H- XW/_f. X.T _h X*

_ —*V4
- QC'H-X^H- xvw -4- x»* 4- x *H-&C.J

&c. •'
,

i -
' •

• ,
* \

* * \
r

J ; •/ i
* • *~~~

qaae expreflio latifiime patet
, & quotaccunque demum

differentiae fiierint conftantes r differentiale quaefirum ex-
hiber. Accommodata enim eft haec formula ad diffe-

lenrias conftantes, & fimul lex patet
, fi-fcrte vlterius

progredi necefle fit.

r •_ 4„/_ ..

375- Quod fi feries A+B+C + D+k
ex qua formatur fun&io inexplicabilis

S ~ A —|— B —j— C —j— D —f- . . . —}— X
ita fuerir comparata, vt eius termini infinkefimi etm-

nefcant, turn vti iam notauimus erit

:

dS zz d. [X'+ X«+ X'«+ X"4- &c.]

— f dd. [X' -4- X" -f- Xvw -f- X" &c.J— i dK [Xv -4- XW -f* Xvw Xff
-f- &c .]

‘ — d*. [Xv -\t- Xy/ -4- X'W -4- X1* &c.J

•
,

-
•

.

* - &c. '
: .

»•.

Sin autem ilKus feriei termini infinkefimi non fint — o,

fed tamen differentias habeant euanefcentes, turn ad
iftam exprefltonem. infuper addi debet

- Jv/
+ x" +• x"' -+- x,v -4- XT -4-

1 — xv — X" — xwv— X" —

-
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CAP V T XVI.

Verum fi tcrminorum infinitefimorum huius feriet

A -4- B H- C -H D •+• &c. differentiae demum fe-

cundac euanefcant, turn praeterea adiici oportet:

. •• J . v//“H X'"4- X" 4- X* -4- &c.]

—(dx— —aX"

—

2X'" —

2

X IT— &c.
X. 2 * X' . vi < u « v/« i o

;
-

[ ~f- X' -f- X* -4- X'"4-&c.J:
Atque fi memoratorum terminoram infmitefimoram dif-

ferentiae demum tcrtiae fuerinteuanefcentes, turn prae-

ter has iam exhibitas exprefliones infuper addi debet. .

—H XtT -4- Xr -f- XVI —|-&c.'
dx(dx-i)(dx-2) 3X'"—

-

3X" 3X» &c.

x. a. 3.
, Y/ -+- 3X" *4-3X///4-3X,t4-&c.

T — x/ — x"— x"'—&c.

Sicque porro exprefliones infuper addendae erunt com*

paratae, fi vlteriores demum differentiae terminoram

infinitefimorum fcriei A4B4C + D+ &c.

euanefcant. Hincque adeo quaeeunque feries afliimatur,

dummodo eius termini infiniteium tandem ad differen*

tias euanefcentes perducantur, fun&ionis inexplicabilis

cx ea formatae differentiate definiri poterit.

380. Si ponatur xzzo, fietX^rrAjX'^rrB.X^rrC&c.

Quare vti^ A -4- B 4, :Ci+- D -4- &c. eft feries,

cuius terminus generalis eft X, fi ex terminis generali-

. dx d<na .
<fj x d* x „

•

•

... . cbus j- : -7—
;
—7—

;
—j—r ;

&c. fimili modo for-
dx•'

r* ’ 6dx* J 24 d x*

mentur feries infinitae, earumque fummae denotentur

per litteras : 55 ]
d ;

*£>
; £ ;

&c. refpe&iue. Summa
G gg gg * w
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« terminorum feriei A-f-B-f-C-J-D-f- ita

exprimetur, vt perinde fit, fitie « fit numerus integer

fiue fccus. Scribamils ergo x pro w, vt fit,

r a
, s 4 Jf

S — A -f- B -4- C -f- D+...+X
atque fi huius feriei termini infinitefimi cuanefcant, erit

S“ —— 53-*" — @x* — — Qx* — &c.

At fi termini infinitefimi differentias fahem primas ha-

beant conftantes, turn ad hunc valorem infnper addi de-

bet hie:

J* * -+-B 4-C 4-D 4-E 4- &c.*|

1 — A — B — C— D — &C.J

fin autem illorum terminorum infinitefimorum differen-

tiae demum fecundae eoanefcant, turn praeterea addi

debet

:

*(**-0 -+- B— A

4- C-f- D -h E 4- F 4- &c.

—- 2 B— 2 C— 2 D— a E— &c.

-t- A -+- B -i- C -f- D -4- &c.

Si differentiae demum tertiae fuerint euanefeentes, turn

infuper adiici debet haec feries infmita

:

I. 2. 3.

C
• 2B
A

D 4- E
3C—3D

sB -+- 3C
. A— B

: &c. -

F
-
3E
3D

- c-

G
-3F

3E

D

4- &c.‘

— &c.

4- &C.— &c.

381.
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381. Accommodemus haec quoque ad alteram

fimfh'onum inexplicabilium genus
,

quae conftam

continuo produ&o cerminorutn aliquot feriei proppfitae

A -4- B -4- C-+-D-+- &c. fitquc

1 2 3 4 x
S= AFCD....X

& quaerarar primo valor 2
r in quern S transmutatur,

fi loco x fcribarur x -1- « ;
ponamus autem vx ante efle

Z terminum feriei A -f- B-f- C-f- D -4- &c. cu-

ius index fit= x -4- 00
,

rti X refpondet indici x.

Quo ergo hunc cafum ad praecedentem reducamus fu-

mamus logarithmos, eritque

IS ZZZ /A -4- /B' -4- /C -4- /D -4— . , ,
-4- /X

Quod fi iam huius feriei termini infinitefimi euanefcant*

erit eanctem methodum, qua ante vfi litmus, adliibcndo

/2 — /S -4- /X' Hb /X" -4- /X'" -4- &c.—W— IZ“— 17JH— &c.

hineque ad numeros regredienda eric

XP X'" X*'*

2ft
'

' TJ"1

1

&c.

quae ergo expreffio valet, fi feriei A, B, C, D, &c. ter-

mini infinitefimi vnitati aequentur. Sin autem logarith-

mi terminorum infinitefimorum huius feriei non eu%
nefcant, at tamen differentias habeant euanefeentes

; turn

ad illam feriem ,.
quam pro /S inuenimus

,
infuper addi

debet haec feries

Ggggg'j ficque
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deque numcris ftunendis habebitur

.trw

s x™.
» x“~.x[

(l“w) ^rnw ^.rvw Y m(i-w)

Z' Z"
.x_
Z'"

&c.

382. Quodfi ergo ponamus rrro, quo cafu fit

S ~ 1 & X/”A, X' ~ B

;

X'"=£C; &c. 2 de-

notabit produ&um w terminorurn buius feriei A, B,C,D &c.
Si igitur pro « feribamus vt S obtineat valorenfy

quem ante ipfi S tribucramus
> tea vt fit

1 2 3 4 . . . . x
S =r A. B. C. D. . . . . X

quia nunc, Z'> Z^ Z"', &c. abeunt in X', X" X'" See.

fi logarithmi tenninorum infinitefimorum iffius feriei

A, B, C, D, E, &c. euanefcant, exprimetur S hoc
modo

„ A B CPE~ X^ * X" * TV • X" * X* \
Sin autem differentiae demum logarithmorum termino-

rum infinitefimorum feriei A, B, C, D, &c. cuanes-

cant , turn ifta funcrio S fequenti modo exprimetur. vt
fit

:

c_ A* BV* CV^' Dr C I ~‘r
. E* D t~*

„ j^ — ** • »ri • 111
' • • T? — 1 OCC.

X' X" X'" x»
fi illorum logarithmorum differentiae fecundae demum
fint cuanefcentes, ex praecedentibus facile colligitur, cu-

iusmodi factores infuper addi, debeant,; ' qu^m cafitm,

cum vix occurrere foleat, hie praetcnnictamus. Cete~
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ram vfom harrrm expreffionum in interpoladonis nego-

do capite fequente oftendam.

383 . Hie igitur com differenriario hoiusmodi func-

tionum inexplieabilium podflimum fit propofita : inuefti-

gemus differentiale huius funftionis

S =2 A. B. C. D. .... X
Ad hoc refumamos aequadonem ante inuentam

/S - /s + /X' 4- /X" /X'" -h &c.— ITJ — IV*— IV" — &c.

& cum /Z oriatur ex /X, fi loco arponatur erit

/Z =r/X-}-~ d. /X4- —— dd. /X -h— . /X-h See.

quibus valoribus pro IV
,

/Z", /Z"', &c. fnbftituds

habebicur

/S= /S j- d [/X'-f- OC»4- /X"'-b /X«M-&c.]

— dd (7X'4- /X"4- /X'"4- /X^-h&c.]

—~ d\ (vx'4- /x//-h /x^-f-;x--}-&c.]

&c* < • 1 j

Ponntur nunc w~ dxr, fietque ~ /S 4“^* /S, ideo-

qut erit
''

1. *

J-§=— *. (/X'-h /Xy/ -f- /X'"4- /X" -f- &c.]

— i dd. (/X' -h /X" H- /X'"4- 'X"+ &c.]

— i d>. [/X' -f- 'X" 4- /X'" 4- /X"4. &c.]
• - . . ;

- •
*

' &c.

quae
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quae formula valet , fi logaritlimi termmorum infinitefi-

morum feriei A, B, C, D,_&c. euanefcant
;

fin autem

ipfinon euanefcant, artamen differentias habeant euanes*

centes, ram ad praccedentem differential^ completi ex-

preffionem infuper addi debet haec feries

:

C
X" ,XM X'M \

^
x/7 ^xTh

vt obtineatiu* differentiale compleram.

384. Idem adhuc alio modo praeftari poteft. Po-

narar mo, quo cafu abit /S ino. Turn formenrar

feries, quarum termini generates fint;

d.lX dd.lX dKlX
IX: &c.

dx ’ idx* 3 6dx*

harumque ferierum infinitarum fummae fint refpe£Uue

:

51 , S3 , S, jD, &c. Scribatur x pro w, vtfit 2— S,

eritquc

IS ~— 93 -r— @x 2— ®x3— Qx4— &c.

fi quidem logarithmi terminorum infinitefimorum feriei

A, B, C, D> &c- cuius terminus generaKs eft X, eua-

nefcant : at fi horum logarithmorum differentiae demum
euanefcant, erit

:

IS— x/A -f- ^ ^

^

0- -+-&c.^

95* (£** ©*3 (5-r4 &C.

Hincque adeo differentiale ipfius IS erit:

|= </WA+^(/|+/^+/^+ /|+&c.)
—- V&dx 2<£xdx~— 3 ©**</* 4<§,x3dx &C.

At
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At fi differentiate completum defideretur, erit id

:

<^S , ,, . S, B
,
,C ,D

, E 0 x

•— 55^jr—-Qt(a x%x-hifx*)——QfoxxJx-b ixdx*-\-dx i
)

&C.

Ad quarum formularum vfum oftendendum fequentia

cxempla adiicimus, quae vtroque modo refoluemus.

EXEMPLUM I.

Inuenire differential'e haius fun&ionis inexpUcabilis

:

o_ * 3 5 7O —
' • • *T •T" •

a 4 6 8

ax— t

2 X

Hie ante omnia notandum eft, terminos inffnitefimos

horum faftorum abire in vnitates, ideoque corum loga-

2X— J

rithmos euanefeere. Cum igitur fit X —
2 x

erit

X'

r

2X~ht.

'aar-f-:

*'

- J
X"=^±J \iH—H±±

j &c.
2 ’ 2x -4- 4 aar-f-.6

W 22* -f- 2 »—

I

& gencraliter X =-^7~

Hhh hh vnde

\
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Quod fi autem cantum differentiale primum quaeratur,

erk id : *
,

— 2 dx ia
dS

s

C
i ...

f
z

fc*+lX2*-H2)
T

(aT+3)(2jr+4)
T

(2*-fsXa*-f 6)
^

quod idem altera methodo §. 354* tradita ka inueftigatur.

_ ' ,ax—i . d* a 1

Cum fit /X ~ /
,

eric — —. :

2X ’ dx 2X— 1 x 1

dJ./X . g
,

1 rf
3./X

,
S _ r -

ItHx 2 (2*~i) * aar-r
3 6 dx 3 *3(ajr-i)3 3jr J

C*

ideoque fiec

91=/— + / ! + 4 + 4 *

f+i
I 3 S

2 . 2

.
* “4 6

&= - ?
/
1

a ~ 2
&c.

7 9

2 2

8 * IO

\ —

2

li

,T*+'F'
+'jT

'
t*F‘t* &c-

&Q-

-M - a

I+^73+^T+ &e.
1 3

3
S
3 7

I I -—_ &c.

2 3 4 3 6 * 8
s

'

,

&c.

Hhh hh 3 Cue
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• ' fiue -erit

:

85 =+tC— T +T-T^f-

. • - / . .
' »

© =+ Vi— -L-f-±_-L-i--L.-
3 V. a* 3 * 4 J

5
*

- i6/- i
,

i i
,

i

* - —t('~ I* + T'~ 7 ^ 7
~

&c.
;

•

V *

Quibus valoribus inuentis fubfticutis erir:

• i

-&c.^

-&c.)

•&c.^

-&c.^

iS

s
•

Jjr C i — wj_J_ — _f—

I

V 2 3. 4 5
. c <* -

+ 4*JxQ—^-+-p—

— * ***('“ ? h_F
#

•

*+“ -±+±—±+±
&C.

Si igirar fit xrro, quo cafu fit /S= o &
erit </S ri — a </.*• /a.

—- &c.^

—&c.^

~—&C.y

—&c.^

S= *,

KX£M<

i
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EXBMPLUM II.

Imenire difertntiak huius funflionis itiexplicabilis

:

S —. X* 2 * 4 * • • • • ^
i t

*

Huius feriei i, 2, 4, &c. termini in infinitum ita

crefcunt, vt Iogarithmorum differentiae euanefcant: eft

enim /(cn+0 — Ivi— ~ ^ =— °*

Cum igitur ft Xczx crit X'—jr-+- i ; X" rr x -f- 2
;

X/y/ = x -4- 3 ;
&c. porro autem ob /X ~ lx fict

<*= -; <W./X= — 4>.lX=-£i

j4 . /x zr — - 3
;
&c. vnde fi logarithmi vltimi

X

cuancfcerent, forct

§=-* crir + r^T + Tir + 7TT + *0

<&*/' I . I • - l I , I - « X
“T^To1^*) 3 +

(^+3) 3 1>+4)l + v
&C.

At cum differentiae demum Iogarithmorum euauefcant,

infuper addi debet haec expreffio

:

***« + + *0
H h h h h 3 „ Quia
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Quia vcro eft:

M* — _L 1
. _J. f

,
-

jcj-1 xj-i aC-r+O* T 3C^iO* *~4C-r+0 4 +^
Mi — » 1

, g I

x-f-2 * + 2 2(.r-j-2) a f 30f2)J ”4(^2)-*

&C.

erit verum differentiale completum:

—KAr-^jQjijj, -+-
(
~j +te

)

-+- K&-*’) +&C.)

K*r—
^ +___^ +&C.^

+ }(*-*>)
((
-^ -+-

(7^y, 4-
(
-^,

&C. I i > •

'
'

*
* J

v .

•' I., * i
Sin autem altero modo differentiale hoc exprimere ve*

limus, quia eft

, v ,
</./x id.na i*

/X = /*; = *; r̂ - = — —
£i* _ jyjtx. _ v . ;J . .

• Gdx* jx* * 1 2^1/^ ~ -'
r

4JC 4 ’

‘ - habe-
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,
habebantnr fequentes ferie$

:

93 = 1 fi-i--L+±+±+,±+ltc)
^ 2 3 4 j /

* , T
* • r

S = - i(*-H jf-H jj-4-^ -t-p+ &c )
.....

•
e = -i('+r5+p+^-t-^+ &c)

&c.
"'•'•• •••;•

Hinc ob /A“ / 1
“ o', fiet ex §. 384 :

/s = *
,

:

— x ^ 1 H—j- —H ——H -j- -+* &c.^

+ 1 ** &0
v

•
*

•
*"

y
*

~**9 (*+£ + p^;p+ &c0
«. •

,
* • y

-H**( 1 “Hpr +- i -+“ &c )
.* . * » i *. *:» :*

. **

&c.

Binae
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Binac autem primae feries, per quas x eft mulriplicaram,

eciamfi vtraque habeat fummam Infinitam
, tarnen am-

bae fimul fummam habent finitam. Si enim vtriusque

n termini capiantur, prodibit:

.. «_
_r t t

•

1

,
a T" 3 4

* »
*

At fupra §. 142. inuenimus efle

— . . . -f-— zz Conil. In
4 & *

2 n 2 n*

haecque conftans prodic zz o, 5771 1 5 664901 j 3a j.

Quodfi ergo ponatur » zz c/3, erit

:

1 -4- — —i—— • I ———

l

-* ... *-j—— zz Conil. -\- !t/i
y234 w

vnde binarum illarum ferierum in infinitum continuata-

rum valor crit zz /(c/3 -4-1

)

;— Conft.— zz— Conil.

Ex quo erit

:

/SZZ— x. Oy S 77 * 1 $664901 f 3 *S

H- ixx (1 -4- *4- •+ ji H- &c.)

* « nn*

+-»*,0-+-p+jr+jr
3

&C.

vnde difFerentialia cuiusque ordinis facile reperiuntur.

Erit
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Erit enim

:

goi

-g-=— dx. o, y 772 1 y 66490 1 y 32 y

+ xdx(i+±+±+±+±+&c.)

-*,A( I+?4 ,F+?t?+ fe)

+ x 3jx£I+±+±+-L-h±-h&c.)

&c.

At fi hae feries in vnam colJigancur erit:

dS
-g-m

—

dx. o, y 7 7 2 1 y $64901 y 32 y

*•</*
t t

*(» *(*+•*) • 3(34-0
1

Quafe fi fit *m o
,

fiet

:

dS .— m

—

dx. o, y772 1 3^54901 y33y

Ex priori vero expreffione hoc ca/ii erit:

|=--{^(i+i+p+^+&c.)

4-

1

dx( i -+- -+-p -H^ -4- &c.)

'* > &C. r .

.
.

"iiiii ...

&c.

38J.
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38y. Hinc ergo etiam huiusmodi fun&ionum in-

explicabilium differentialia quouis cafu fpeciali exhiberi

poflunt, propterea quod hie differentialia completa erui-

mus. Quainobrem fi tales funOriones ingrediantur in

expreffiones
,
quae indecerminatae videntur, cuiusmodi

capite praecedente tra&auimas; vaJores eadem methodo

definiri poterunt* vti ex adiun£lis exemplis inteliigetur.

- EXEMPLUM l* *

Determinate valorem huius exprejjionis :

,
i . i

iH—H

—

a 3

jr

x

x(x-l) " (X-l)(2X-l)

eo cafu, quando ponitur x ~ l.

Ponamus I H—-—(- —
a 3

crit ex §. 372 :

.

+ 4 = s,

S= - C>H-^-+-p+jr-tr&0

3
'

» &c:

feu cum fit quoque

S~ H * -4- ~ H — — —(— — &c.
• 2 3 - 4 - 5

1 1 1 1 ’ 1

l+x afar 3 +ar 4+jf S -fx
— &C,

fi

Digitized by Google



C A P V T xr

l

ft quiuis terminus fuperioris feriei cum praecedente in-

ferioris combinetur
,
prodibit

:

c 'tI ,
*-i

,
*-.i

,
-

S = i ——— -4- ——- —1— ---- -4— &C.^ a(l +x) ^ ^ 4(34*) •

quae expreffio, quoniam poni debet jt^:i eft commo-
dior. Sit ergo x~ i -+- w

,
fietque

. W

3(3 +")
Hue

O)

4(4

= i+*> 4-7,

-

4- 75
-4-

-

7 -I- )
— i -4-

N.2* 3* 4^ J* J

•31

&C. • &C.

Tota ergo expreflio pofito x~ i -+-w abibit in hanc:

I H- V&U) -4- — &C. _

to(l-+-w) to»(l + 2w)

w + %!0+ &C.

to(l+W)(l+2W) (l-f-w) (l-f-2Ul)

Ponatur nunc « — o , atque exprefllonis propofitae va-

lor cafu x — i ,
erit

:

— I -+- S5 — I 4- -J 4“ T7 ~H -75 *4- &C.
i* y 4

*

quae feries cum flt ~ £ t*
,

fequitur valorem quaefl-

tum efle zz f *•*
. •

I i i i

i

a • ixem-
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EXEMPLUM rr.

Inuenire valorem huius exprejjiottis *

sx-xx (ax-QQf {f f + ... 4-1)

(x-i/^ccx-O x(x-i)*

cafu quo ponitur x~ i

.

Ponatur 1-f-i.4_i._f- . . . _f i — S, rtatua-23 - X 7

turque x ~ 1 -+- « ,
fiet vt in exemplo praecedcnte

inuenimus :

1 •+ 33to-@cu9 -+-© w 3— &c. exiftentc

,

55 = zztvx- 1

€ — H&c.

® + as-

dic.

Pofito ergo jzi+u expreffio propofica induet hanc

formain

:

l-UOJ (l4-33)(l-ft«0_ (if 2Cu)(lf-35aJ-gfr) !>

-f
(&M 3 -&c.)

Uu ~ W ( 1 -fu>) U)
3

quae ad eandem denominationem w*(i+w) perdufta fit

:

I h-w— to* —u) 3 -+-w-f-aw* +w 3 *4-35 w(i-+-20)-+-wja)

— I — 35 M-+- QTtid a — ©Ui 3 — 2 t«J — 2 S3 u»
a -4-2 Q,(U 3 &C.

W 2
(I -4-w)

quae reducitur ad hanc formam

:

w* —f <£c«)
a —

f

55 w 3 -f— 2 (5 co 3 — 35w 3 &c.

w*(i -+-*»/ Fiat
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Fiat nunc w~o, atque prodibit i-f-g. Quocirca ex-

preffionis propofitae valor cafu jz i, erit ~ i g,
ideoque per hanc feriem exprimeeur:

cuius fumma cum neque per logarithmos, neque per

peripheriam circuli ir exhiberi poflit, valor quaefitus

etiamnum alio modo finite a/fignari non potefh Ex his

ergo duobus exemplis v£us, quern differentiario fun&io-

num inexplicabilium in dodrina ferierum habere poteft,

fads luculenter perfpicitur.

386. In methodo hie tradita funftiones inexplica-

biles dL?°rendandi afiumfimus feriei A, B, C v D, E, &c.

terminos infinitefimos vel efle ~ o, vel differendas tan-

dem euanefeentes habere
\
quorum fi neutrum contin-

gar, ifta methodo vti non licebit. Hancobrem aliam

exponam methodum huic condidoni non adftriclam,

quam fummado gencrafis ferierum ex tenmino generali

perita & fupra fufius explicata fuppeditat. Denotent igi-

tur litterae 21, 58
, g, I), d, &c. numeros Bernullianos

§. izi. exhibitos, fitque fimdio inexplicabilis propofita haec

:

S — A —H B -j— C -f- D —h* . . . X
&%quia fupra (130.) oftendimus fore:

S=/2Ur+jX' r

5S^X
1.2 dx

_^X_
Ui*3^\dx 3

g«PX
1.2.3.4.5 ,6dx s

—&C.
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hinc facile cric iftius fun&ionis S difTerendale exhibere

erit enim

:

W _ % d*x
,

<yjtfX
i.idx ui.^.^dx 3 T i.2.3.4.j.6</r J

rfS=X^+{^X4-=~P -&c.

387. Sin autem progreflio propofita coniuncta fit cum
geometrica, quo cafu termini eius infinitefimi nunquam ad

differendas conftantes reducuntur, ac propterea methodus

prior locum inuenic nullum
;
turn methodus §. 1 74. tradita

medelam afFeret. Si enim propofita fit haec fun&io

:

S — Ap -4— Bp 2 —|— Cp 3 —f— D/> 4 —1— . .• . —j— X/?*,

quaerantur valores litterarum a, 6, y, <f, &c. vt fit

-— 1 -4- «« •+• £«* -4-y« 3
-f- Su4 -4- tu s -j- &c,

qutbus inuentis, vri eos §. 170. exhibuimus, erit:

a</X
,

eddX yd3\ <M4 X
•&c)p—l v </.*• «/jt* dx3 dx4

it Conftante, quae fummam reddat — o, fi pona*

tur x zr o, feu quae cuiquam alii cafui fatisfaciat. Sumto

ergo differential! haec conftans ex computo abibit, eritque:

+
fiue

quod eft differcndale quaefitum funftionis propofitae S.

388 .
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388. Sin autcm funftio inexpJicabilis propofita ex

fa&oribus conftet
,
eorumque logarithm! infinitefimi dif-

ferentias habeanc conftantes due minus
;

turn hac quo*

que methodo differentials fun£lionis perpetuo exhiberi

poteric. Sit enim1234 x
S == A. B. C. D X.

Quia hinc fit

/S rr /A /B -b /C -f- /D -h . . . -WX .

methodo fuperiori
,
numeros Bernoullianos in fubfidium

vocando erit:

,e_ /.J ,v . , ,V .
«'./X 53 J’.rx

, 0
IS— fax/X+ {/XH 7 — -+- &C.

-f-

1.2 dx 1, 2. 3.4 dx*

qua expreffionc differentiata fit :

dS _ . /v , . , /v ,
Vdd.lX 53 J'.fX

s'
JxlX + * + —TTx

dd'.IX
1.2.3.4.5.6. dx* 1.2.3..

Hinc fi fuerit X ~ x
,

vt fit

:

S — 1. 2. 3. 4. .

i.2 . 3 .4 </a
-3

PJ-'dL |_ &c
g dx*
^ CVC-

• fiet applicatione fafta

dS , . dx %Jx 53 dx~ dxlx H -
S 2X ixjt <1 >-<

(£dx

2XX
&c.

4X’ 6x e

quae forma, fi x fit numerus valde magnus, commodius
vfurpatur, quam eae, quas ante inuenimus.

CAPUT
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CAPUT XVII-
DE INTERPOLATIONS SERIERVM.

Series interpolari dicitur , dum eius termini aftignan-

tur, qui refpondent indicibus fraftis vel eriam fur-

dis. Si igitur feriei terminus generalis fueric cognitus,

interpolatio nullam habet difficultatem
,
cum quicunque

numerus loco indicis x fubftituatur
,

ifta expreffio prae*

beat terminum refpondentem. Verum fi feries ita fue-

rit comparata, vt eius terminus generalis nuHo modo ex-

hiberi queat; turn interpolatio huiusmodi fcrierum pie-

rumque eft maxime difficilis
,

neque maximam partem

termini indicibus non integris relpondentes aliter nifi

per feries infinitas definiri pofliint. Quoniam ergo in

Capite praecedente huiusmodi exprefiionum, quae more
confueto finite exprimi non pofliint, valores quibuscun-

que indicibus refpondentes determinauhnus; ca tra&atio

maximam afferet vtilitatem ad interpolationes perficien-

'

das- Quant ob caufam vfum, qui ex fuperiori Capite

in hoc negotium redundat, hie diligentius profequemur.

390. Sit ergo propofita feries quaecunque

-«• 1 2 3 4 x
A —f— B — C —J— 13 ~4“ » » . • X

cuius terminus generalis X fit cognitus, fummatorius au-

tem S lateat. Hinc formetur alia feries, cuius terminus

gene-
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generalis aequetur illius feriei termino fummatorio, erit-

que ifta noua feries

:

A ;
(a|b>

j
(A+B+Q

;
(A+B+C-fD)

;
(A+B+C+D+E);

&c. ,

eiusque terminus generalis feu indici indefinite x refpon-

dens erit zzz A —f— B—j—C — D —f— ... —
1—X zz Sj

qui cum explicite non fit cognitus
,

interpolate huius

nouae feriei iisdem difficulratibus erit obnoxia, quas ante

meminimus. Ad hanc ergo feriem interpolandain inues-

tigari oportet valores ipfius S, quos recipit, fi loco x nu-

meri quicunque non integri fubftituantur. Si enim x
eifet numerus integer, turn conucniens ipfius S valor

fine difficultate reperiretur, additione fcilicet tot termino-

rum feriei A -j- B -j- C •+• D -+-&c. quot x contineat

vnitates.

391. Quo igitur ea, quae in Capite praecedente

font tradita , in vfom vocari poflint
,
ponamus x eife

numerum integrum, ita vt valor ei refpondens S "" —*

A+ B+ C+ . . . -+-Xfit cognitus, & quae-

ramus valorem 2
, in quern S transmutetur, fi loco x

feribatur x -f- w, exiftente w fra&ione quacunque; erit-

que 2 terminus feriei propofitae interpolandae, qui res-

pondet indici x-4-w; quo ergo inuento, interpolatio

huius feriei erit in promtu. Sit Z terminus feriei

A, B, C, D, E, &c. qui relpondet indici x -+-<»>, fint-

que Z /
,
Z ;/

, Zw ,
&c. termini eius confecutiui indices

habentes x-J-w-l-i; x-\-u>-\-2
j
x-}-w-}-3

j
&c.
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Ac primo quidem ponamus fcriei A
, B

,
C

, D , &c.

tcrminoS infinitefimos cuanefcere. His ergo poficis feries

i a 3 4
A }

(A-t-B)
}
(A-f-B-f-C)

; (A-t-B-t-C-f-D)
; 8cc*

cuius terminus indici x refpondens eft

S — A B —|— C -f- . . .
-

. -j— X
interpolabitur quaerendo eius terminum 2, qui indici

fratto x -j- w relpondeac
,

erit autem vti inuenimus

:

2 _ s H-X'^X'H-X'''-f-X''"H-&c.—Z'— Z"— jju.— Z""—&c.

ficque habebitur feries infinita ifti termino
aequalis, quae ob

Z —
dx i.adx * i.2 . 3 dx3

in hanc formam transmutatur, vt fit

:

quaefito S

f- &c.

^ — S
Jx~^’

^//_H X^-f- &-C.J

~^ (X7“+ x//H- -h X"" -f- &c.]

« 3— Ac]

&c.
quarum formularum ea, quae quouis cafu commodior
videatur, adhiberi poterit.

392. Sumamus pro A, B, C, D, &c. feriem har-

monicam quamcunque — 4- ~^-y 4- —— i. _J__ j. &c
a afb ' aj-2b ‘ ‘

cuius
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cuius terminus generalis feu indid x refpondens eft

~ -7-7
-

1

. >
— X. Hinc formata fit ifta feries:. :

*+(*-*> •

1 * 3 > 4

7’> S 5 (7+^^+^ &C<

<:uius propterea terminus indici x refpondens erit

:

s= 7 + 4? +rp +
;rF5j

+ • • • + HC^.)i-
Si iam 2 denotet terminum iftius fcriei indici x-f-a»

refpondentem
, ob 2< —

=

X" =

X'"=

a^x^ia—i^b ’

1 •

ent

*
. 7 / j-

a\ bx * a\bx\bm

a\b\bx »

1

a\2b-\-bx 7

&C.

Z" =

7J"—

a\b\bx\bw

1

a-\-2b-\-bx\b<ji

&C.

2 = S -H

T
hincque orietur;

* . x

a\bx T T a + zb\bx

* 1 1

+&C.

-&c.
a\bx^-bw a-\-b\bx-\-b<ji a^lb-^bx-^boi

Kkk kk * site*
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812 CAPUT XFIL

altera expreffio autem erit huiusmodi

:

2_S+ bw
+ (n^bxy\ +

~ i 'M
'(^„\bxy + ~(*\b\bxy + (fi^f{fxy'+

&c-)

:

u
Cof^O4 ^ {a\b\bxy ^

&c.
' • . . J

* • • »

EXEMPLUM I.

Propofira fit ifta feries :

1 » i
.

4

* > O-W) > O-hiH-y) > (i-W-hf-f-O ;
&c.

cuius terinitios
y
qui jndicibus fraflis rejpondcnt

,

inueniri oportcat.

Erit ergo <* =r i & b — i
• vnde (i terminus indid

integro x refpondens ponatur

S — 1 --h • • . . *4-~

,

23 X 7

terminusque indici frado x-h-u refpondens vocetur ~ 2,
erit

:

12~S—1

y 1 -r—
!-(-«• 2-fjr

1 1

t&+w*
1 1

&c.

—&c.

Si*
1

1
l l I

i-fjr-fw 2-fjr-fw j+jr-f-w*

Notandum autem eft, ft inuentus fuerit terminus refpon-

dens indici fra&o w
,
quem ponamus ~ T

,
ex eo ter-

mi-
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minum indicis x-\~a facile inueniri pofle ; erit enira,

fi T', T", Tw , &c. denotent terrainos indicibus

i —f—w

a

-+-«
,
3+ti), &c. refpondentes; •>

. ..
j-

•j*
y

|

1 I

I -f
Od

T"=: T-h
I-fw

T'"— T-f- —, h i

i-fw a-j-<ji

rj

li

.

' 2i“- > %*

.

H j- &c. —
vnde fnfficit eos tantum tcrminos

,
qui reipondent indi-

cibus w vnitate minoribus
,
inueftigafTe. Quail in finem

ponamus x— o
,

erit quoque S~ o
,

atque terminus

fcriei T indici fraflo w refpondens ita exprimetur:

T =
I 2

-i-M- &c.

A—

A

See.
I-}-w 2-fw 3-fw 4-j-W IV.

vel his fraftionibus in feries infinites conuer/is prodibit
altera expreflio

:

T=-Hw + &C.)
, ..j

C
i i

i.j \ .•» i,
j

- - v
1+ 7? -t-

J7
+“ ~+-

J?
+ &c )—'0+^+p+i+p-t-fa.)

&c
Kkk kk 3 quae
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SI 4 V A.P V T xvn
quae ad valorem ipfius T proxime inuenieadum per-
quam eft apta..ivi ; j f

\.*v
t
\\'

Quaeratur ergo propofitae feriei terminus refpondens
indici, i qui fi ponatur =: T, erit:

1—fH-i— f-f-f— f-f-T— J-4-&C.
feu T=2(i— i-Kf—$-+-*— &c.)
cuius feries valor eft =2-2/2, fcque terminus indicis— i finite exprim

i
poteft. Jtxunt ergo termini fequen-

tes, quorum indices font | ,*,*,*, &c. ita expreffi:

Ind- { i i %
Term, a-a^jaff-a/aja+f+f-a/aja-j-f-ff-fi-a/a:&c.
i-ij.jim :?i in-.-:*

,
o ; ' 1 * >

'<V-EXBMPLBM.lt L'

.. , Propofita fit ifta .{cries : v p
* * 3 4

1 * 0
>J _ j)

5 Cl *
1 ?~4~Q

j C 1 -+”0 ?
&c.

cuius terminos indicibus fraflis refpondentes

r -j exprimere oporteat. ^ r 7

Erit ergo a 1 y
b~ 2 , vnde fi terminus indici in-

tegro '•x reipondens ponacur

S
/J- , t I . » I:= 1 -H T+y

2 x— i

terminpsque indici fraQo x -hu vocetur - 2
, erit

*+ajf 3+ax “*7
5 + 2* 7+2X ^c'

— I I

s=s-f-

i+ 2 (*+w) 3 + 3 (*+w) j+a(x+«)”7+2Cr+»; &C

G--- -1 Cum
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Cuni igirar fofficiat terminos indicibus vnitate minori*

bus aftignafle, fit Jt ~ o, & S~ o: quocirca fi termi-

nus indici w conueniens ponatur ~ T, erit

:

-T = x - + I

5

l

7

* I
-&C.

I I 1 .1 I

I + 2GU 3+2U> FT=« 7+2“ S+ 201

& fi w numerum quemcunque denotare ponatur, quo-

niam T eft terminus indici w refpondens, erit T ter-

minus generalis ferici propofitae
,

qui ctiam hoc modo
cxprimemr:

JU * iUT~
l(l + 2<*>)

+
2W ' 2U '

+&c-
3(3+2“)

r

j(s+ 2fl*)

vel ita-r

jj -+-&c.^

= *•>

-'"'C'+p+^+^+p+fe.)
&c.

Pona-
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Ponamus efle w zz 1 ,
erit terminus huic indici refpon*

dens T~ i — i y— i -H f— &c. zz / 2

,

: j . eruntque

Ind. t I i i

Term. I2
; l I2

; i \-\-h
; i

&c.

Si ft w zr | ;
erit

Trr + i+ T+ i + f + fe- Hue

2
,T

2
T

1
’TT ' TT See.

T ZZ 1 — — + &c.-J/a = J-{/2.

393. Quod fi ergo hulbs feriei generalis

:

v • C 5 ; &c-

quaeratur terminus refpondens indici zz f ,
ponatur in

expreflionibus §. praeced. zz o
,
& <*> — 1 ;

fietque

Szzo, & terminus indici i reipondens quaefitus erit

2ZZ
2

1 _£
2

1 _f 2
1

n\b za-\-jb a-^-zb 2/7-j-y^

flue terminis ad maiorem vniformitatem perduQris erit

* ^ ’z~a~"za\b^ za\zb 2a-\-$b ^ 2n\^

in qua ferie cum figna —H Sc — alternentur ,
fumeo-

dis continuis difterentiis per methodum fupra expoftam

valor ipfius i 2 per feriem magis conuergentem ex-

primetUr-
•

'
Erunt
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Erum autem difterentiarum fcries:

b b b

%a(ia\b) ’ (za-\-b)(2a\ 2b) * (2/J-f zb)(ia-\- 3b)

a b b 2 b b „
• - - - -- • Xrn

ia{za\b)(2a\2b) 1 (ia\b)(
%
a\2b)(2a\ $b) }

' ill &c.

aa (2a -\-b) (2/7+ zb) (a/i-f 3b) ’

&C.

Ex quibus concluditur fore :

Sif

;
&c.

* * =fr-f-
1 b r. a bb

4 a l 5 /l(2 /It-j-^)(2 /7 -j- 2 ^)

1. 2. 3 P
32 /j(2 /7-|-^) (2 /7-j-2^) (2/1+3£)

Hincquc ergo habebitur:

&c.

2 =—
2 /i

** *****

2/i(2tf-f£) 2a(j2ti\b')(2a\2b)

. 2 **»

2/i(2/I+^) (2/T+2 (2/7+3^)
&C.

quae feries maxime conuergit, atque valorem termini 2
facili labore proxime exhibet.

394. Quod fi autem in genere feriei A, B, C, D, E, &c.

termini infinitefimi euanefcant, tcrminusque indici w re-

fpondens fuerit ” Z, eiusque fequentes, qui indicibus

w _j_ 1
}

w -4- 2 ,
w -f- 3 ,

&c. refpondeant
,

fint

ZJ Z", Z'", Zlv
,
&c. Si in fuperioribus (391) ponatur

Lilli jr— o,
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*—o, vt ft S~o & X'—A, X"~B
}
X'"=?C, &c.

fcquetur, fi formetur huiusmodi feries

:

A, (A-f-B), (A-f-B-f- C), (A—}—B-4-C—(—D), &c.

eiusque terminus indici c*> refpondens ponatur ~S, fore

(A-Z') -+- (B-Z") -4- (C-Z'") -h (D-Z'O -I- &c.

ex qua expreflione termini quicunque inrermedii defini-

ri poterunt. Sufficiet autem ad intcrpolationem perfi-

ciendam eos terminos inueftigaffe, qui refpondeant indi-

cibus w vnitate minoribus. Si enim terminus S indici

huiusmodi cuicunque w refpondens fuerit repertus ,
ii-

que qui conueniant indicibus w-t-i, w-f-2, w-4-3, &c.

ponantur S', S'', S'", S", &c. crit

+ Z'

2// - 2 + Z' + Z'/

S'" r 2 + Z' + Z" -4- Z'"

&c.

EXEMPLUM I.

Interpolare hanc feriem:

O+t+t); (iH-*4-£-f-TV)j

<£rc.

Sit S huius fcriei terminus refpondens indici w, &
cum haec feries formata ft ex fummatione huius:

i -4- 4 I -4- tV ~4~ tV “i
- &c*

cuius terminus indici u refpondens eft zr erit

z—
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Zz:-f- 1 -4- — -f- — -+- —- H-&c.4916
£ £ £ £ &c

(i+w)» (2+w) a
( 3 +«)

a
(4+w)

a

Quod fi ergo feriei propofitae quaeratur terminus indi-

ci 4 refpondens, poni debit wrr|, fietquc:

2— 1 — 4 -4- 4 — t
4
t H 4 — -f- &c. fiue

“ — 4(t ““** 5 —f~ xV f'r ~f“ tt *+ &c.)

7V ^

Cum igitur fit 1 — 4 -f- 4— T
'
T -f- &c. ~ —

, eric
12

S —
4 ^1 — — 4 — 7 %%

> Qui termi-

nus indici 1 refpondens. Hinc ergo refpondebunt

Indicibos \ 1 4 ' &c.

Termini 4 — \tc
%

j }({ — j 4 -f $ -f tV — i 3- *
j
&c*

x

I

EXEMPLU M II.

Interpolare hattc feriem:

(n-f) ; 0+1 -htV)

;

(«+ f+iV+?V)

Sit S terminus refpondens indici cuicunque w, &
cum haec feries formata fit ex fummarione huius

:

« + i + i’t + * + TT -I- &C.

ex qua fit terminus indici <*> refpondens Z ~ ^—£—

—

crit Tj'zz. s2" = (2W+3)* J
7JH—

&c.

Lll 11 2

S)
a

Quam-
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Quamobrem habebitur:

2 = 1 + 7- + £ -+- •+*«•

* J I I

”(3+2W)» (J+2W)* “(7+ 2«)*
&C*

Ponamus w— vt inueniamus terminum feriei propo-
fitac relpondentcm indici ~ i ,

qui erit

:

4 9 aj 36^ 12 *

cx quo termini, qui medium interjacent inter binos quos-
vis datos, fequenti modo cxprimentur. Refpondebunt
Ind. f j 1 > i $ { ; &c.

rr 1
I .

1
I * 1

r * I .1
1
JJ

’
i a’ 4 ^ 1 a* 4 ^16^12’

exemplum hi.

Interpolate hanc feriem :ja 3 4

, ;(' + r:)i(‘+ ^ + ^);C'+^ + ^ + ^);&c.

Sit vt ante 2 terminus indici « refpondens, erit

&c. hincque habebitur

:

2 Z= 4- —
.

*+• &c.
4

C 1 + (a + «) (3 + w;" (4+»)*
— &c.
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Si igitur defideretur terminus indici i refpondens
,

erit

a» . i 2»

5
»

T 2 *

h &c.
3 " 7"IS “I -

feu— J — — Scc.^)1 — \j »
3-^4" 5" « 7"

Quare fi ponatur r

^= i — - -f- p
—

-

h -+- &c*

erit ferici propofirae terminus qui indici i reipondet

— 2 » — 91) ;
hincque refpondebunt

Indie. i j i i i

Term, a- a • , a »+ \-m
- a Sttj a •+^ ~ - 2 Stt J &c.

3 3 5

exemplum IV.

Jnterpolare hanc feriem :

i;
(,+f-) ;0 +

f-
+ f-) ; (,+p +p + p) ; &c-

Sit 2 terminus qui indici cuicunque « reipondeat,

& cum fit Z~ ;——— , erit

:

2/=z

2 =

(a» +0

1

1

’ (2W— l)" ’

- • 7Ji——— ; 7JU—
n > (zu) 4- a't* 3’(a« + 3)’

atque

— —
3" S"
1 1

(a« + j)“

1

7*

t

(i-j-aw)" (3-j- (j+ aw)" (7-faw)*"

Lilli 3

;
&c.

&c.

•&c.

Po
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8 ?a CAPUT XVII

Ponarar lurj, & prodibit terminus indici | refpondens

J ! I ——>— —f - —
1
———-— — ScC. — (

>Yf
2 " 3* 4" j" 6 " —

ex quo porro erunt reliqui termini inter binos datos medii

Indices: $ ; * ; i ; &c.

Termini: ^ 4- 9?; ; &c.

39 f. Ponamus nunc feriei A, B, C, D, E, &c.
ex cuius fummatione feries interpolanda formatur, ter-

minos infinitefimos non euanefeere, fed ita efle compa-
ratos, vt eorum differentiae euanefcant

;
fitque X huius

feriei terminus refpondens indici x, 8c Z terminus res-

ponded exponenti *+w, turn vero fint X7
,
X", X'", X/w/

,

&c. termini ipfum X fequentes, & Z', Z", Z"', &c.
termini ipfum Z fequentes. Quibus pofitis propona-
tur haec feries interpolanda

:

123 4
Aj (A-+-B}

j
(A-4-B-+-C)

5
(A-4-B-+-C-4-D)

j
&c.

cuius terminus indici x refpondens fit — S , at termi-

nus indici x -+- w refpondens fit ~ 5
j

eritque ex iis,

quae Capite praecedentc funt tradita

:

2 — S -j- X'-HX"4-X"'— Z /— Z"— Z»

+«.X t"|.X/_x//_x„/

&C.

&C.

4- &c.1

&C.J -

Quia
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CAPUT xm 8*3

Quia autem vt ante fufficit terminos indicibus vnitate

minoribus refpondentes inueftigaffe
,
ponamus x~ o

,

vt fit Srro, X'=:A, X"~ B, &c. eritque terminus

indici w refpondens

:

2— (A- Z') -+- (B-Z") -h (C- Z'") -h (D- Z"") &c.

+wA+oo [(B — A) -+~(C — B} —

h

(D— C) D)-+- &c.]

Vel fi differentias has more fupra recepto cxprimere

velimus quo eft AA~B—A ;
AB ~ C— Bj &c.

habebitur

:

2= (A-Z') -H(B-Z")H-(C-Z"') -+- (D- Z"") -+- &c.

"4“ w (A-1
-AA-4-AB — A C —f—AD— &c.)

• 395. Sin autem feriei A, B, C, D, E, &c. ex

cuius fummatione feries intcrpolanda formatur
, termini

infinitefimi neque ipfi euanefcant, neque differentias pri-

mas habeant euanefcentes
;
turn plures feries ad valorem

ipfius 2 cxprimendum adiici debebunt
,
quoad fcilicet

ad differentias terminorum infinitefimorum euanefcentes

perueniatur. Sit enim vt ante feriei A, B, C, D, E, &c.
terminus indici x refpondens = X

, eumque fequentes

X', X", X/y/
,
&c. indici autem x-f-w refpondeat ter-

minus Z, quern fequantur Z', Z", &c. atque propo-
natur haec feries:

13, 3 '4
A; (A-f-B)

;
(A-f-B-f-C)

;
(Ah-B-+-C-4-D)

j 8cc.

cuius terminus indici x refpondens fit

S = A+B+C+D+ .... -+- X
in-
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8«4 CAPUT xm
indici vero *-+-w refpondcat terminus 2; ita vt

indicibus refpondeant termini

jr—}— c«> —|— i — 2 -j— Z'

x—|— w— a 2^ ZZZ 2 -f- TJ -4-

2///— 2 -f- Z/
-f- Z;/

-f- Z'"

&c. &c.

Si iam differentiae tcrminorum ita exprimantur, vt fit

A X'=X"-X'; AX''=:X'''-X'';AX''':=:X''''--X''';&c.

A*X^AX,/-AX';A*X"=AX"/-AX";A*X^~AX"//-AX///
-,&c.

A 3X/ rzA*X//- A*X/
;
A 3X//~A*X///—A*X//

;
&c.

cx §. 377- terminus 2 fequenti modo exprimetur

:

2 — S -+- X'-f-'X^-f- X'"-f- X""-4-&c

— Z'— Z"— Z"'— Z""—&c.

-f-w[X' -P-AX'-I—AX//-{-AX///-4-AX ////-f-&C.J

^ (“^[AX'-fA’X'-l- A*X"| A»X"'+ A*X""+&c.}

+
^-0(0^2) A 3X/

-f
A 3X//

-f
A»X'"+A 3 X""-f &c.)

i. a. 2
L

&c.

397. Sufficit, Vti iam notauimus, tot huiusmodi fc-

ries adiecifle, donee ad terminorum infinitefimorum dif-

ferentias euanefeentes perueniatur : fi enim has ipfas fe-

ries quoque in infinitum continuare velimus, vel eo vs-

que ialtem ,
donee terminorum finitorum differentiae

cuanefcant
;

turn ob
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C A P V T XVJI. IJJ.

Z'=X'+»iX'+ ^^a-x/+!^iH^A>x'+&c.
' 1

I. 2 t. 2. 3

tota expreffio inuenta contrahetur in hanc t

S=S +aXH-^^AX'-H a ,x/+&c.

I* 2 1*2# 3

quae terminum fummatoriumferiei A-+- B -f-C -f*DH-&c.

inuoluit
;

qui autem fi cflet cognitus , interpolate nul-

lam haberet difficultatem. Interim tamen & hac for-

mula vti licebit, quippe quae, quoties abrumpitur, quem-

vis terminum intcrpolandum finite & algebraicae expres-

fum exhibet: fin autem in infinitum progrediatur, ple-

rumquc praeftat priorem formulam adhibere, in qua ra-

tio terminorum infinitefimorum habetur. Haec vero, fi

ponatur x zz o
,
vt 2 denotet terminum indici « res*

pondentem, ob Sno hanc formam induet:

S zz —f- A-f- B-f- C—f- D-+-&C.

— 7J- 7J>- Z'"- Z/M-fkc.

—f-w[A —J— A A-4— A B—|— A C-f- A D—(—&c.}

-4- —-[A A-H A aA-4-A 2BH-A*C-4--A*D-f-&c.]

f [

A

aA -i- A »A4-^ 3 B-HI JC ^ 3DH-&c.]

&c.
I .

- *
’ ’ " "

.. - . . . -i
%

M m m m m Vel
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83 * caput xnr.

Vel fi ponatur breuitatis gratia:

£o(w-i) „ o/w-iYcu-a)'
w~ a :

— ~ & ;
— ~ - — y ?

7
If 2 7

I. 2 . 3
' 7

&C.

erit:

2 __ a A —|— 6 AA —f- yA*A —{— <Ja 7A —j— &c.

+ A-KaAA-t-eA*A-{-yA3A-h&c.— 2Z

H- B -h*AB -+-SA J B -hyA 3 B-4-&c.—Z"

-+-C-f-aAC -4-gA JC-hyA 7C -h&c.— Z"'

- &c.

quorum fcrierum horizontalium numerus in infinitum

quidem progreditur, at quaelibct finito terminorum nu-

mero conftat.
i

EXEMPLUM.
Interpolare hanc feriem:

I ; l-f-4-f-i i ; &c.

Sit huius feriei terminus indici <*> refpondens :=: 2

,

& cum ea oriatur ex fummatione huius feriei

:

— ,
— , — ,

— &c. erit Zr —

;

& quia termini infinitefimi difFerentias fuas primas iam

habent euanefcentes, differentiae tantum primac funrac-

cipiendae, quae erunt:

ob A= -
;
B~ —

;
C=^

;
D = -^i &c.

a 3 4 J

AA~— ; AB=— : AC=— ; &c.
Q A ' AC*2.3 3*4 4*5

Hinc

/
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CAPUT XVII.

Hinc ergo habcbitur:

827

2 ~—
a

1

2

to

2~3

2

T
m

1^4

4

to

4*5

— -f- &C.
J

*+- &c*

J.6

(«+0 Cji+O M-j) faj- 4) &c>
to-j-2 w-f-S to -{-4 w-ff

feu ob
to

,
w

,
to to _

h H &C. — to

;

2 2.3 3.4 4.5
*

ent

w -H ~ -H ~ -4” -f- y-f'&C.

'•
(wf_0 H-£> (w+j) (w+4)

&c
to-J- 2 to-f-3 w-j-4 w-j-j

Si ergo quaeratur terminus indict 4 refpondens
, erit is

S^T + T-f +f-l + f-T +T-n^ 4*1

feu 2~
J ’ 3

1 I

2.S 3-7 4-3

'*

J.u 6.13

t

&c.

— &c.ideoque i2zz- —

~

„
, . 4 4*5

;
6 -7 . 8.9^.10/11 1 a. 13

' r* * t > 9
1 • , • <

- _ i 1 i«i.i r -
feu 42——— &c.44 6 g 10 13

1 •
,

r - i : i
,

:

i „
;

-1-7+7 +7-^77+^+ &c.

• ..
“

•: * u
M m m mm 2 Qua.
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CAPUT xnzfat

' /. • i i i ,
i i . „Quare cam fit i H --f~&C.ZZ/2^ a 3 4 j 6

erit 4 2— h— i —- — H—-— &c. ~/2——

,

a 3 4 ia’

ideoque 2 rz a / a — —

.

O

398. Pergamus nunc ad feries interpolandas
,
qna-

rum termini ex faftoribus funt conflad, fitquc propofita

haec feries generalitfima

:

.A
;

A*B
;
ABC

;
ABCD

;
ABCDE

;
&c.

cuius terminus indici w refpondens fit Erit ergo

/S terminus refpondens indici « in hac ferie r

/A j
QA + /B)

; (/A-f /B+/C) ; (J .A -f /B \ 1C + /D)

&c.

Quodfi ergo ponamus huius feriei terminos infinitefimos

euanefcere
;
acque feriei A, B, C, D, E, &c. terminum

indici w refpondentem efle Z, eiusque fequcntes indi-

cibus w h- i
,
w-f*a,w-f- 3, &c. refpondentes efle

Z' }
Z", Zw ,

Z w//
,
&c. erit ex fupra demonftratis:

—f— /A —f- /B -4-/C —H /D —f- &c.
/2 ~~— /2y— /Z"—7Z"'— IV‘H— &c.

Hinc igitur ad numeros progrediendo habebitur:

__ A * JB_ _C _D_—
"z7

•
* z/77 ' z/w

• oct *

: •

' ' 355-
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CAPUT XVII. 82s

3 99. Quodfi autem terminornm infinitefimorum

feriei A, B, C, D, &c. logarithmi non eoanefcant, fed

habeant differendas euanefcentcs ,
erit vti vidimus

:

/£ —j— /A —j— / B — /C &c.

— /Z/— itj/—njn—

&

c .

-4-w/A-J-w^/-^- -f-

1

-g- -f- / £-
-4- &c.^

hincque ad numeros a logarithms procedendo fict

I-W W I-W w j- w w I-W w
Aw A B B CC DD E „

.

"* A
’ Z' * TJt ' Z * TJiH

&C*

At fi illorum logarithmorum infinitefimorum differentiae

demum fecundac euancfcant
, erit

:

/£ /A -f— /B —f— /C —j— /D -}- &c»

-4-/Z'— /Z"— nju— /z«//-&c.

-f-w^/A + &c.)

,
B

,
;AC

,
,BD

. ,CE . ,DE . N

Ex his itaque obrinebkur

:

tv(3-fa>) u(w~i)

2—A 2
B

'* 2
% •

. I

(«-!)(&>- 2) «(2-0)) to(tO-l) (w-^W-2) U(2-U) U>(a)-l)

A u 3
B C

x * 2
B

1# 2
C D ** 2

Z/ ' jTi

M mm m 3 quae

&c.
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83© CAPUT XVII.

quae fi w<i commodius ita exprimetur :

U> (3-«) (i-cQQ-tt) w(3-w) (j-mXi-u) w(3-cu)
r. a i.

Sm- B B
i.

.7

B

w ( x -cm) 6o(i—oj)

*.2 _ 1.2
Z' D

oi ( x—

m

)

I. 2

- .&c.

Z"

400. Accommodemus hanc interpolationem ad is-

tam feriem

:

1 3 3 4
JL • ^+£) . <C*+*X*+*c)

. <*fcX«-farX'43')
* ’ t(Hc)

* W<XH 20 * *
&c‘

cuius factores defumti funt ex hac fcrie :

1

a

T

2

5

3

rt-4- 2 f

4
<*-+- 3 f

&C.
^ -+-

2

c
y b-+-$c f

cuius terminorum infinitefimorum logarithm! funt mo.
a 4-fwrj . „ a— f4-fu

prit ergo Z m y—j Z' — &c.-cm ' ~ b -+- C

m

Hinc fi illius feriei terminus indici a> refpondens pona-
tur — 2 ,

erit ex §. 398 :

s— ^C*+f*0 + + <• + <•**) C^+££)(^+2r£rw)
b(jt \cM)\b\‘C)^a-\-c\,cM)\b'\- 2c)(b\’ 2 c-\- cot)'

C*

Quare fi defideretur terminus indici f refpondens, fa£lo

w ~ | ,
crit :

-0 (g-4-c)(2^-4-3 c) (fl-+- 2c)(i b -j-jc)

-c)’(b-

_/l( 2 ^.

-r) (3 a-h 3 c) ’ (b -+- tc) (2 a -+-
j c)

. &C.

EXE V-
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EXEMPLUM.
Interpolarc hanc feriem :

r-3-1-7

2.4. 6.8
’
l±±2l±

; &C
2.4.6.8*10

Cum hie fit a— 1, b— 2 ,
& c—2- fi terminus

indid cuicunque o refpondens — 2 ,
erit

1(2-4-210) 3(4-4-2 0) 5(6-4-2 0) 7(8-4-20)

2(1 -4-20) * 4(3-1-20)’ 6(5-4-20)* 8(7-4-20)’
C*

Hinc fi termini, qui indicibus w-4-i, 0-4-2, 0-4-3, &c.

refpondent
,
ponantur 2', 2", 2///, &c. erit:

i *4— 2 (a)2/ — iznir. 2

2" =
20 44-200'

'S.tu—
2—-j—20 4 "4-“ 2 O 64—2(0

Si itaque defideretur terminus indici \ refpondens, fa&o
w — { , erit:

2— ill ill li2 hi g- 11
fK—

2.2 * 4.4 * 6.6 * 8.8 * 10. 10
’ KC>

Verum pofito t h: femicircumferentiae circuli , cuius

radius eft zz 1 ,
fupra oftendimus efl*e

:

rz2.--.i-4 , lif

.

*•3 3-J J *7 7-9
Hanc-
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Hancobrem termini intermedii indicibus i, &c.

per peripheriam circuli exprimi poterunt, hoc modo :

Indices : i 4
. 2 2 2

Termini : — : — .
—

7T
1

3 It

i i

a .4 3
.
a.4.g

3- J
* *" ’ 3 • J-7

2

7C
&C.

Quam eandem interpolationem Wallifius in arithmetica

infinitorum inuenit.

40 x. Confideremus nunc iftam feriem:

i a 3 4
a

;
a{n-\~b)'y a(a-\-b)(/i-+-2b')

; j
&C.

L

cuius fa&ores hanc progreflionem arithmeticam confti-

tuunt: a, (a-hb)y (/1 -+- 2&), (/i-f- 3^), (<1
-
4
-4 $), &C.

huiusque termini infinitefimi ha funt comparati, vt eo-

rum logarithmorum differentiae euanefcant. Cum igi-

tur fft Z — «— b —f- b w , &
TJ—

;
Z^rrr <i-4-$H-$<*> \

Z'" rr<x -+-

2

$-+-/«
;
8cC.

fi 2 denotet terminum feriei propofitae, cuius index eft

~ w
,

crit :

<7 $W <7 3 $
-f-

$W
’ &c.

Hocque valore inuento
,

fi w denotet numerum quem-

vis fraffum vnitate minorem
,
termini fequentes indici-

bus i-f-w, a+a, 3+w, 8cc. reipondentes ita deter-

minabuntur , vt fit

S/~
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25 ^ fa—\~b w) 2
2// ~ b w) (/i—|—£—(—^w) 2
2"'— (a-t-bu)(o-i-b-\-bui)(a-\-2b-\-bu) S

See.

Quare fi defideretur terminus indici i refpondens, fa&o

w — i ,
erit

:

_ i <i
T6*+A)* (rt+i)^(-r+2^)

T
(g+2^)

T
(tf-{-3^)

T ^*= a
--^f7r- T+Tb * - + **

ideoque fumtis quadratis :

n(a\b)_ («\b)(a\*b) 0^X4^-a'WM *

402. Ponatur in ferie quam fupra tra&auimus

:

/ 3*)
. &c

5
- ’ £(£+*) * *(*+*)(«+**) * *(£+*)(£+*%+ 3A)’

terminus indici f refpondens — © ,
crit :

rc^

+

5 </+!)(*+**) c/h^xj+ij)
~~ Jem *)

' (*+WH*) • (*+ 2 A) <7+ i A)
' *C -

ftatuatur nunc : f— a
\ g— a-\-\b

\
8t hzzb erit:

__ •(*-+-*) (*+-*) (*-*- »*)
W — 0?TT4)(«H-4A) ‘ («-h*OOH-*J)
ideoque fiet S 1 “ a © ,

& 2 z:V «0. Quocirca it

huius feriei:12 3 '4
a

;
«(<**+-AX<H-24) ; &c.

Nnn n n ter-
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834 CAPUT XVII

terminus indici i reipondens ftatuatur — 2 ; atque

huius feriei

:

i ... a 3

a
.

a(a-\-V)
>

tf-f-i b ’ (“-{-Tib^a-tf-iby (a-)r \b)(a-\-lb)(a-±-ib') *’

&C.

terminus indici l refpondens ponatur — 0 • eric

2 = V « 0.'

Cum igitur hie feriei folorum numeratoram terminus

indici | refpondens fit ~ 2 , fi in ferie denominato-

rum terminus indici $ refpondens ponatur ~ A
;

erit

0= at eft ©=~
, .

vnde fiet
,

feu

SA~« ,
quibus theorematibus interpolatio huiusmodi

ferierum non mediocriter illuftratur.

EXEMPLUM t.

Sit propojita haec feries interpolanda :

I
j

I . 2 j 1.2.3 j
t • 2 • 3 • 4 >

Quia hie eft a i
,
& b~ i

, fi terminus indici w

refpondens ponatur — 2 ,
eric

:

I—to to I —to to I—to to I—to to

2=^-2- .

2—

-

3- . &c

Hie pro w fernper fraciio vnitate minor accipi poteft

nihilominus enim interpolatio per totam feriem extendc-

tur. Nam fi termini indicibus i-f-w, 2-t-w, 3 h-w, &c.
refpondentes ponantur 2 '

, 2 M
, 2 /;/

,
&c.

erit

:

Digitized by Google



CAPUT xru. 83s

erit

:

S' = (r-t-w) S
S" zr (iH-«0(a-+-«0 S
S'"iz (i-f-»)O-l-<«0(3-t-w) S

&c-

Seriei ergo propofitae terminus indici ; refpondens erit:

2 =

S':

I
,T

T
%T

Z
,T

1

3 >
T 3t * 3

2.4 4

.

6 5.8 OO O

3.3 ’
S • 5

*

7-7 ' 9.9

** ll
2.2 4-4

1-3 3-5

&c. fiue

. -- . &C.

6.6

5-7
— •^ •— . &C.

ic "Vic

erit S 2 — — & : hincque refpondebunt

Indicibus : i 4 i l

Termini:

EXEMPLUM II.

5/r propojita haec feries interpolavda

:

I>3 4

i
; 1.3 ; 1.3.5 ; 1.3. 5 .7 ;

&c.

Quia hie eft «m
;
b“ 2 ; £ terminus indici « res-

ponded ponatur m £ ,
erit

:

2 =
1—co w

* . 3

I—0) 0)

3 . 5

I—&) 0)

y . 7

I —h“ 2W ’
3 4-211) *

5 -f-2 w

N n n n n 2

- . &c.

ter-
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terminique ordine fequentes ita crunt comparad:

S' = S
S" = (I4-2W)(3 4-2M) S

(x-f-aw) (3-4-201) j-d-2«) S
&c.

Si igitur feriei propofitae defideretur terminus indici 4
refpondens

,
isque vocetur ~ S ,

erit

:

2= .
—— . — . &c. ergo

a 4 6 8 — JL
#2.3 4.4 5.6 8.8 It *

ideoque habebitur 2 = V^-. At refpondebunt

Indicibus
: 4 4 i 4 &c.

Termini: V— j 2.V— j 2.4V— ; 2.4.6V— : &c.

Quodfi ergo prior feries & haec inuieem mulriplicen-

tur vt habeatur haec feries

:

13 3 4 $

1*; i*.2.3 ;
i*.2.3*.jj i».2.3*.4.j. 7 j

i
a
.2.3».4.5^.7.5j

&c.
• Vf 2 I

cuius terminus indici 4 refpondens erit —
. V—

quod facile perfpicitur, ft ifti feriei haec forma tribuatur:

« 3 3* 4

I .2 I .2 .3.4 1.2, 3* 4. I >2,3,4, 5. ^.7.

g

#
o

cuius terminus indici 4 refpondens manifcfto eft zr— .

IXEM-
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EXEMPLUM III.

Sit ijla /tries propoftta interpolanda :

i a 3 4

a
'
»(»— r) #

a(g—i)(g—2) .
g(»-i)(g-a)(a— 3) ,

1 * 1. a * 1. 2. 3
}

1. a. 3. 4

Confiderentur huius feriei numeratores ac denomina-

tores feorfim ,
& cum numeratores fint

:

123 4

g ;
g(g-i)

;
g(g-i)(g-2) ;

g(a-i)(g-2)(g-3)
;
&c.

fiet applicarione fa£la ,
a“ a

,
& — 1, vnde huius

feriei terminus indici w refpondens erit —

—

» (g-ij'Vf (g-a)
1 V 3)

W

&c<”
* n-u) * K— 1 — It)

* g-2-w

quae autem expreflio ob fa&ores in negatiuos abeuntes

nihil certi monflrat. Transformetur ergo feries propo-

fita, ponendo brcuitatis gratia 1 . 2.3 • • . a — N,
in hanc:

I * 5

/ I #
I

#
I

^1 . 1 . 2 . 3... (»-0 ’ 1 .2 . 3 ,. .(g-2)
* 1 .2 . 3 . 1 .2 . 3 ... (g- 3)

cuius denominatores cum conftent duobus fa&oribus ,

alteri conftitucnt hanc feriem:

1 * 2

I, 2. 3* • • • (®**0 )
I. 2. 3. • • * (g*"2) j

I. 2. 3. • . (®*"3)
5
&C.

cuius terminus indici w refpondens, conuenit cum ter-

mino huius feriei:

Nnn nn 3



839 C A P U T XVII

* * * 4 *
i

5
1,2

i
1 • 2 • 3 j

1 * 2 . 3 . 4 ; 1.2.3.4.J j &c.
indici n - co refpondente

: qui eft

i-»+co w-co i-s+co n to i-n+w n-w
i -J -3 3 ._4 -

i+» — w 2+ff-w * 3+a-w
Sit autem huius feriei terminus indici 1 u reipon-
dcns “ 0 j erit :

© —
« I—CO CO I —CO to I—toUL_ 2

. 3 3.4
. &C.2-to 3— co ' 4- to

atque cum refpondeant

:

Indicibus : i-co
;

2-eo •

3 _to

Termini: © ; (2 -to)©
; (2 -u)(3 -u>)Q

;
Sec.

indici n to relpondebit hie terminus

:

(2—w)(3—

<

0 C4—
Deinde illorum denominatorum alteri fadtores confti-

tuent hanc feritm

:

1 a 3 4 $

i
;

i.i
;
1.2.3

;
1. 2. 3. 4 ; 1.2. 3.4.5 ;

&c.

fi terminus indici cw relpondens ponatur ~ A, erit:

A =r

I—to to I—CO CO I—CO CO
1 2 £ _3_ 3 . 4 o

I+W * 2+w • 3+co
,0CC*

Quibus inuenris fi ipfius feriei propofitae:123 4
w_

.
»(»-»)

.
g(»-00-2)

#
»(«-T) («-2) (»—3) „

1 * 1. a * 1. a. 3 1.2. 3* 4 » "

ter-
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terminus indici w refpondens ponatur »
erit

:

N
^ A.(2-w)(3-to)(4-") • • • • (»-«)©'

At vero eft:

N
(a— «) (3 — o») (4— w) . . (»— (»)

_2_ _J_ _4_ > _ >

a—«*3— 4— a." a - t*.’

atque

1. a 2.3 3.4A 0 = &c.
(i+te) (2— a.) C3~ w )*(3+ t*’) (4 —

Ex quibus terminus indici w refpondens quaefitus erit :

» — 1*>

g __ 3 4 5_
2 — Oi

*
3 — to '4— w’j—

W

frj_»X3j?0 0±yX4->) &c fa infiniram.

I. a 2. 3 3-4
Indici ergo i refpondebit ifte terminus

:

4 6 8 10 12 2 »
1 • ~ • “ •

3 J 7 1

1

2.4 '4-6' 6-8 ‘ 8.10
,0t

4.6.8.10
qui reducitur ad

2 » — 1

2 n

3-J-7- 9

2 2.4.6.8.10

sr
'

1.3. j.7. 9

, . .— , feu
(2»-l) T

erit
“ — 2 n

(2ffl~l)

Si
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Si fuerit » n 2 ,
prodibic ifta feries interpolanda

:

O , X , », 3 , 4 ,
I > * j &C.

i
,

a
,

I
,

o 0
,
0,0 &c.

1

6

1 w

cuius propterea terminus indici 4 refpondens eft zz—

EXEMPLUM IV.

Quaeratur terminus refpondens indici zz l in hoc ferie

.
1 1. 1 . 1.1.3

1 H
a 2.4 2.4.6

4

1. i- 3-5

2. 4.6.

8

&C.

Oritur haec feries ex praecedente ft ponatur » — l ,

eritque propterea terminus quaefitus, qui fit ~ :

pofito H —^ 2_ 2 .4.6. 8—
sr

*
1 .3.5.7

2.4.6.

8

2 »

(2»-l)

Ponatur
2 n~— - © fi fits— i,

1.3. 5-7 • • • (2H”0

eritque © terminus refpondens indici 4 in hac ferie

;

2 2.4
4

2.4.6 .
2. 4- 6.8

, &
1 * 1.3 * 1-3-5 * *-3-5-7

’

qui ex fuperioribus prodit — . Quocirca feriei pro-

pofitae terminus indici 4 refpondens, qui quaerimr, erit

—
1

.
Quoniam autem in ifta ferie

,
fi terminus indici

cuicunque w refpondens ponatur zz 2 ,
fequens eum erit

2 '=
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l

84 *

S ' zz -—— S : feries propofita ita mcdiis termini*
2+ 2W

intcriiciendis interpolabitur

:

Indices : o | x 4 *4 * 4

Termini; * i * J j i ° J
“

i ° > > °> &c*

. i ‘ •*

EXEMPLI/ M. V.

Sr n fuerit numerus quicunque frafius
,
inuen'tre terminum

indict w refpondentem in feric :

0 1 * J 4

1
. i .

»(»-*)
.
g(»-i)(«-2)

.
n(tt— r) (a— a) («— 3)

* 1 * *. a J
i. 2. 3

’ 1. a. 3. 4

ire.

Si expreffionem —
2-t*» 3-C0 4-W H-ft>

cum §.400. comparemus, fiat azzi

,

c~ 1 ,
£— 1 — w,

ibique loco w pofito a
, erit

:

123 n i(i-w-fa) 2(a-«+»)
*“« *“« 3-“ (*“")(*+») (2-w)(2+ »)'

WC*

vnde terminus quaefitus indici w refpondens fi ponatur“ 2 ,
erit :

O-w+a^l (a"M+»)3 (i+w)(2~«) (2+tt)(3“») o

( 1 +«)(*-«) ’(a+»X3-«; I. a *
a.

ideoque

(*+«)(*+»-«) (a+w)(2+a~a>) (3+wX3+*-w) e

*(*+») * a *
3 C3+*0 *

&C’

O 0 0 o 0 ouo-
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Hancobrem termini intermedii indicibus &c.
per peripheriam circuli exprimi poterunt

, hoc modo :

Indices
: i i i 1

Termini

:

2 22 2.4 2 2 . 4.6
,

• ____ . _ . • .

*
• «

* * 3
' » * 8. J

* « * 3-5-7

Quam eandem interpolationem JVallifius in arithmetics

infinitorum inucnit.

401. Confideremus nunc iftam feriem:

t a 3 4
(t

]
tt(a-4-b)‘ a(a-\-h)(a-+-2b)

;
a(a-±-b)(a-it-2b)(a-+-‘$b)

;
&C.

cuius fa£tores hanc progreffionem arithmeticam confti-

tuunt: a
,
(tt-+-b)

,
(a-f- 2^) ,

(/t-+- 3^), (/j

-

f-

4

,
&c.

huiusque termini infinitefimi ita funt comparati
,

vt eo-

rum logarithmorum differentiae euanefcant. Cum igi-

tur fit Z ~ a— b l u) , &
X, ~a-^~bu) m

y
TJ,'ZZa~\-b-\-btt) ; &c.

ft 2 denotet terminum feriei propofitac, cuius index eft

w
,

crit :

i-w. jvi-W/ . ..w . . , N
r— w u

to /r CgT 2 (rtT 1 *) (a ~f 3^)

a\ bt*i a-\-b-\-bt>> a 2 b b ta

* &C.

Hocque valore inuento ,
fi w denotet numerum quem-

vis fra&um vnitate minorem
, termini fequentes indici-

bus i +<o
,
a-t-w, 3+w, &c. refpondentes ita deter-

minabuntur, vt fit

2/~
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2/ = (j-4-Jm) 2
2//— (a-\-bw)(a-+-h-\-bu>) 2
2 (a-+ bu)(o-\-b-\-bw)(a-\-2b-\~bu>) 2

&c.

Quare fi defideretur terminus indici i refpondens, fa&o

u = i ,
erit

:

«, i a'CH*)* (*+$(*+*$ («+**)*(*+ 3*)* 0._s- a
• i+rr •—Tf-i* j+ m '

ideoque fumtis quadracis :

V,„ 04*)04 a *) (a+a^Xtf+ 30 o,_

(4WW(-+**X-+**)'(-+i*X*+IO
*

402. Ponatur in ferie quam fupra tra&auimus:123 4

/ . /W) KfWV\ >*) /(/+*) C/l =A) c/-f ?*)
. frc

£ * ^iA)’ *(£+*)(£+**)(*+ 3*)*

terminus indici i reipondens ~ © ,
erit :

~_/Gr+i A) <f+Mg+U) (/+^)C^ + I A)* “ *</+ i A)
‘ c*+

w

+

1

^ • (*+ *^ 1 Ay
• occ *

ftatuatur nunc : fzza^g— a+ lb \
&i h~b

‘

t erit:

_ fl p-f-A) (/»-{-^)(<lH-2^)
w - («-|-**)P-+-**> * p-hi>)(«H-IO
ideoque fiet 2 *zza©, & 2= V a 0. Quocirca fi

huius feriei:12 3 4
a

j
a^a-\-b)\ a(a-*rb)(a~\rzb)

;
a(n-{-b) (a-+-2b) (a-i-^b) • &C.

N n n n n ter-
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terminus indici i refpondens ftatuatur — S ; atque

huius feriei

:

i . .a 3

a "(a-M) a(a—\—b') (rt-f- 2^)

—l— i b)(a-{-iby («-f- J b)(a \ b) (a f b) ’

&C.

terminus indici £ refpondens ponatur ~ 0 : erit

2 = 1/*©.'

Cum igitur hie feriei folorum numeratorum terminus

indici { refpondens fit = 2 , fi in ferie denominato-

rum terminus indici i refpondens ponatur = A
;

erit

©rr^-j at
.
vnde fiet 2=-^-, feu

S A“a ,
quibus theorematibus interpolatio huiusmodi

ferierum non mediocriter illuftratur.

EXEMPLUM t.

Sit propofita hate feries interpolanda :

i, 1.2 , 1.2.3
i

1 • 2 • 3 • 4 >
&c '

Quia hie eft 1, & b= 1 , fi terminus indici co

refpondens ponatur = 2 ,
erit

:

I—CO CO 1—60 CO I—CO CO I—CO CO

S= .

3—^-3-
.
I--4

- .
-— &C.

I—I— CO 2 —f- CO 3 —p- CO 4 —— CO

Hie pro m femper fra&io vnitate minor accipi poteft

nihiiominus eniin interpolatio per totam feriem extendc-

tur. Nam fi termini indicibus i-f-eo, 2-t-co, 3-f-co, &c.
refpondentes ponantur 2

' , 2 "
, 2 ,

&c.

erit

:
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eric:

S' = 0 -h w) S
S" = s
S"'= («H-«OC*-HOC3“HO S

&c.

Seriei ergo propofitae terminus indici | refpondens eritf

5 , —id iii £i*
^ 3.3 " 5 -f 7-7

3 i

8-io

iTT
‘ &c.

&c. flue

Vnde cum fit

erit

Indicibus

:

a. 2 4.4 6.6 _
!T~2. . . . &C.

1-3 3-5 5*7

x Vx
£ * — — & — : hincque refpondebunt

X
T

Termini

:

V*. j_ Yz.hl ZZ-LIZ Y1-&C
3 ’ 3’ a’ a.

2*
a J 2.2.2 2 *

Var Var Va*

Sit

EXEMPLUM II.

propojita haec feries interpolavda :19 3 4

* J
1 • 3 } 1*3*5 >

1 *3*5*7 j
&C.

Quia hie eft /j zri
;
b— 2

;
ii terminus indici <u res-

pondens ponatur ~ S ,
erit

:

x—CO W I — CO W I —03 U)

1 -4- 2W j+iw j-f-aw

N n n n n 2 ter-
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terminique ordine fequentes ita crunt comparati

:

S' == (i-4-aw) S
S " =: (i -f- 2 &>) (3 -4- a w) S
S'"— (1-+-2&O C3-+-2W) y+2«) S

&c.

Si igitur fcrici propofitae defideretur terminus indici }
refpondens

, isque vocecur — S , erit

:

ergos= . nii» . ]%?
* 4 $ 8

S . -ill. ill. 1^.7^ _ JL

ideoque habebitur S zzV^. At refpondebunt

Indicibus : 1 l { $ &c.

Termini: a.V~
i
a*4V—

; 2.4.6V—
;
&c.T ar y '

Quodfi ergo prior feries & haec inuicem multipUcen

•

tur vt habeatur haec feries

:

* a 3 s

* *
j

l
9
- a ’3 )

**» 2 » 3
**

5 }
*
a

*2 . 3
9

*4*J^*7*PJ
&C.

y# 2, 1
cuius terminus indici i refpondens erit — •— . V——-7-;

2 1C V2 J

quod facile perfpicitur
,

ft ifti feriei haec forma tribuatur:

1 • J* 4

1.21.2.3.4 1.2. 3*4* J .6 1. 2. 3.4.7. 6. 7.

8

„—
, —

j
2i i

~
4 J

&C.

cuius terminus indici | refpondens manifefto eft —~y .

V*

IXEM-
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exemplum n i.

Sit ijla feries propofita interpolanda •

i a 3 4

„ »(#-i)
.
afg-pfr-a) . ; &c .

T * i. a ’ i. a. 3
* u 2 ' 3 ‘ 4

Confiderentur huius feriei numeratores ac denomina-

tores feorfim ,
& cum numeratores Tint

:

i a 3
4

n
;
»(»-') ;

i
&c-

«« applicarione faOa, «=», & «=-», vndc hums

feriei terminus indici w refpondens crit

. ,*-W
* * B-I-W ’ n-2-U

quae autem expreflio ob faSores in negatiuos abeuntes

nihil certi monftrat. Transformetur ergo feries propo-

fita, poncndo breuicatis gratia i. a. 3 • •
,

• n — N >

in hanc:
* .

‘ 3

+ 1
.

*
. l .

^\l. 1.3.3 • • *(n“0 * 1-3.3 •••(***3)
* I.3 . 3 . 1 .3.3 .. .(«“ 3 )

cuius denominatores cum conftent duobus faSoribus ,

alteri conftitucnt hanc feriem:

1 » 9

1 . 3 . 3 .... («-0 J
1 . a. 3 .... (»-3) ;

1 . a. 3 .... («-3) ;
&c.

cuius terminus indici w refpondens, conuenit cum ter-

mino huius feriei: Nnnnna I,Nnn nn 3
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* * * 4 {

i
;

1.2
; 1.3.3 J

1 . 2 . 3-4 ; 1.2. 3. 4. 5 j
See.

indici n - w refpondente
: qui eft

i-w+w n- 00 1—»+oo h-w i—n+uj n-u>
i .

2 2
. 3 3 .4

1 +« — ou 2+ ff—

w

3+»-w . &C.

Sit autem huius feriei terminus indici 1 u reipon-
dens — 0 ;

erit :

W I—<*) GO I—GO GO I—Ci)

© = ^ .U
.
3-4

3— W 3— CD
. &c.4— Cl)

atque cum refpondeant:

Indicibus : i-w
;

2— a j 3_w
Termini: 0

;
(2-a/)0

; (2-00X3-60)© ;
&c.

indici » — cu refpondebit hie terminus

:

(a cd)( 3 a.)(4 co) . . . q„ <*,)©.

Deinde illorum denominatorum aJteri fadiores confti-

tuent hang feritm:
1 3 3 4 5

i
;

1.
a ;

1.2.3 J
1.2. 3-4 *, 1.2. 3. 4.

5

; &c.
fi terminus indici 00 refpondens ponatur zz A

, erit

:

I—Cl) Cl) I—00 00 I—CD Ci)

A ~ ~— . -—37— » -—

.

&c.I+W 2+W 3+CD

Quibus inuentis fi ipfius feriei propofitae

:

1 3 3 4
n_

.
n(n-i)

_
wQ-i)Q-2) .

»(g-i) («- 2) (g- 3 )
i ’ i. a * 1. 2. 3 * 1. a. 3, 4

;
&c.

ter-
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terminus indici w relpondens ponatur JS >
erit:

N
•g —. ______ %

A.(a-w) (3-cu)(4-w) .... («-w)©'

At vero eft:

N
(a — w)(3— «)(4— .. .. (»— <0234.

• • • • • • * . )a— u) 3—a. 4— 0. a — u.

atque

A0 = 2 . 3 3-4

(i+te)(a-fe)
,

(3 + a)(3-w)'(3 + ta,)(4-to)’

Ex quibus terminus indici « refpondens quaefitus erit :

2 = 3

2-U 3
—

fit 4 — O0 J— U n — u

3~“)
.
(3+<4^)

_ &c ta jnfinjcunL
1. 2 2. 3 3-4

Indici ergo } refpondebit ifte terminus

:

4681012 2 a

3 S
" 7 9 1* 2 a — 1

*

3-3 5-5 7-7 9.9 -
• _ • - • • SlC*

2.4 4.6 6.8 8.10

4.6.8-10 . . . . a» 4qui reducitur ad
3-5-7- 9

. 2 2.4.6.8.10
erit =: — -

—

(28-l) ’ T ’

.28
I.3.J.7.5 (28~l)

feu

Si
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Si fuerit n zz 2 ,
prodibit ifta feries interpolanda

:

o
,

1
, »> 3) 4, S ,

4 ) &C.

o , &c.1
, 2,1 ,

o
,

o
,

o
,

cuius propterea terminus indici i refpondens eft —~

EXEMFLUM IV.

Quaeratur terminus refpondens indici zz i in hoc ferie

.

4

1. 1 - 3-5+ 1 1. 1 . x.1.3
- mmmmm* — ,

|

____ ,

2 2.4 2.4.6 2. 4.6.8
&C.

Oritur haec feries ex praecedente fi ponatur n zz J ,

eritque propterea terminus quaefitus, qui fit zz S :

2 2 .4.6.8Srr —
«• *

1 - 3-5-7

2.4.6.

8

2 n

(2»~l)
pofito ft ZZ i.

— 0 fi «*»= *,Ponatur 7-

1.3. J.7 • • •

eritque © terminus refpondens indici i in hac ferie:

2 2.4 2.4.6 2.46.8

1 ’ 1.3 ’ 1.3.5 * I- 3 - 5-7 ’

&C.

qui ex fuperioribus prodit “ — .
Quocirca feriei pro-

pofitae terminus indici \ refpondens, qui quaeritur, erit

—

:

1. Quoniam autem in ifta ferie, fi terminus indici

cuicunque w refpondens ponatur zz IE ,
fequens eum erit

2 '=
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s *“ ^—— s ; feries propofica ita mcdiis terminis

interiiciendis interpolabitur

:

Indices : o i * i * i » i

Termini: * i * 5
0

>
“

5
0

5 £”§ 5 ° i
&c*

* .. *•

EXEMPLUM. V,

Si n futrit numerus quicunque frafius, inucn'tre terminum

indict u refpondentem in ferie :OI* 3

i
- — .

”(”-*) (»-g)
.
*(»-Q (»-*>(*- 3)

’ i * i. a y
i. a. 3 * x. a. 3. 4

Si expreflionem — —
2-w 3-00 4-w n-cu

cum §. 400. comparemus , fiat a~i
,
cm, £— 1 -w,

ibique loco w pofito n
,

crit

:

* _2 3_ i(t -to-fa) 2(a-«+»)
i-u'a-w' 3-w ’

' '
* »-« (i-w)(i+a)‘ (a-wXi+a)'*

0*

vnde terminus quaefitus indici w refpondens fi ponatur

S ,
erit :

(»-M+»).a (a^-f-«)3 ^0+w)(2-w) (2+w)(3-w) „

(l+aXi-“)‘(2+w)(3-")
,K

’
1. a * 2.

~* &C*

ideoque

* +«—&>) (a_j-wX2+w-w) C3+w)(3+ff-w) e“
* (*+») ’ 2 (a+«)

* * &C*

O O O O 0 GUO-
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quoties ergo » — w fuerit numerus integer valor ipfius

2 rationaliter exprimi poteft.

Sic fi fit n zz «
t
erit JSzd 1

,fi»“ 1 -f- co erit *£,
— »

fi n — 2 -V- « erit S~ —
1. 2

v .

fi « = 3 -h w erit £—— -
1. 2. 3

&c.

At fi fuerit u>— a numerus integer affirmatiuus, erit

Temper 2 n: o . ,

o 0 o n CAPUT *
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CAPUT XVIII
DE VSU CALCULI DIFFERENTLALIS

IN RESOL UTIONE FRAC-
TIONUM. ;

403 . • !
1

Methodus fra£Honem quamuis propofitam in frac-

dones fimplices refoluendi, quam in IntroduCh'o-

ne expofuimus etfi, per fe fads eft facilis
;
tamen ope cal-

culi differenrialis ita perfici poteft, vt faepenumero multo

minori negotio in vfum vocari poflit. Praecipue vero fi de-

nominator fra&ionis refoluendae fuerit indefiniti gradus,

methodus ante expofita plerumque non mediocriter im-

peditur, dum loco quandtatis incognitae fubftitudo valo-

ris, quern ex quopiam factore induit, fieri debet. Im-

primis autem his cafibus diuifio denominatoris per faclo-

rem iain inuentum nimis fit molefta. Quae opcrario, fi

calculus differenrialis in fubfidium vocetur, euitari potc-

rit, ita vt non opus fit alteram denominatoris fa&orem,

qui oritur fi denominator per faftorem iam cognitum

diuidatur, noffe. Hunc autem vfum praeftat methodus

determinandi valorem fra£tionis, cuius numerator ac de-

nominator certo cafu ambo euanefcunt, cuius bcneficio,

quemadmodum refoludo fraftionum iam fupra tradita

commodior & traftabilior reddi queat
,

hoc Capite do-

ceamus
,

fimulque finem huic libro j in quo vfum cal-

culi differenrialis in Analyfi expofuimus, imponamus.
'

1 ' * • -l « * . ifUoo 00 2 * 404.
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L

404. 7 Si igitur propofaa fuerit fraftio quaecunque
p 'I ' t

Yy ,
cuius numerator ac denominator fint fun£liones va-

riabHis quantitatis rationales & integrae
;
primum vi-

dendum eft, vtrum x in numeratore P tot pluresue di-

menfiones habeat, quam in denominatore Quodfieue-
P ' *

niat, compleftetur fraftio in fe partem integram hu-

ius formae &c. quae diuifionis ope

inde erui poterit
:

pars reliqua erit fra£Ho cundem de-

nominatorem Q^habens, fed cuius numerator erit fimc-

tio puta R pauciores ipfius x dimenfiones continens,

quam denominator Q^, ita vt vltcrior refolutio inftitu-

enda fit in fra&ione Interim tamen non opus eft

nofle hunc nouum numeratorem R, fed eaedem fra&io-

nes fimplices, quas fra&io ^ fuppeditatura eflet, did

•
* P

poflunt immediate ex fraftione propofita

-qJ
proud

iam fupra notauimus.

405. Praeter partem integram igitur, fi quam con*

P t /• »

dnet fra&io erui debent fracHones fimplices
,
qua-

rum denominatores fiqt vel binomiales huius formae

f-t-gx, vel trinomiales huiusmodi /-+- 2* cofp .Vfg-^gxx^

vel eiusmodi formularum quadrata, cubiue feu altiores

poteftates. Hique denominatores omnes erunt fa&ores

denominatoris Q_, ita vt quilibet denominatoris ipfius Q
factor praebeat fra&ionem fimplicem. Scilicet fi deno-

mi-
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minator Q^fa&orem habeat f-hgx 7
ex eo nafcetnr frac-

tio fimplex huiusmodi 7—^— : fin autem fa&or fuerit

(f+g*y, binae fraOiones

Atque ex denominatoris fattore cubico C/-4-£-0 3

orientur tres fra&iones fimplices huius formae :

9f
, 53

, @
(f-hg*)’ (f~hgx)

v

Quodfi autem denominator Q^faQorem habuerit trino-

mialem huiusmodi ff—ifgxcoffy-'rggxx ,
ex eo one*

tur fra&io fimplex talis formae 7— ;v
ff- if

g

* coflp-hggxx >

&, fi duo huiusmodi fa&ores fuerint aequales vti

Off— 2fgxcoftp -+-ggxx}
2

,
hinc prodibunt duae fraftio*

’ - % H- a .r 33 -j-b-** - •

(ff—lfgx coftp -+-ggxx)
2 ff— ‘lfgxcot$-¥-ggxx'

Huiusmodi autem faftor cubicus (ff- zfgx cof<p \ggxxy
dabit tres fra£tiones fimplices

,
biquadratus quatuor

, &
ita porro.

40 6. Refoludo ergo fra&ionis cuiuscunque ^ ita

inftituatur. Quaerantur primo omnes fa&ores tarn fim-

plices feu binomiales
,
quam trinomiales denominatoris

Q, &, fi qui fuerint inter fe aequales, ii probe noten-

tur, & inftar vnius habeantur. Turn ex fingulis his

denominatoris fa&oribus eliciantur fra&iones fimplices,

vel modo iam fupra oftenfo
,

vel eo
,
qucm hie litmus

0 0 0 00 3 tra-
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tradituri
, & qui pro lubitu in locum prioris fubftitui

poterit. Quo fa&o aggregatum omnium iftarum frac-

tionum fimplicium vna cum parte integra
,

fi quam con-

tinet fraftio propofita ^ , huius valorem exhaurient. In-

ventionem quidem faftorum denominatoris Q hie tan-

quam cognitam aflumimus, cum pendeat a refolutione

aequationis Qjrz o
;
methodumque hie trademus per cal-

cuium differentialem pro dato quouis denominatoris fac*

tore fra&ionem fimplicem inde ortam definiendi. Quod,
cum iftarum fra&ionum fimplicium denominatores iam
habeantur, praeftabitur, fi numeratorem cuiusque fra&io-

nis inueftigare doceamus.

p
407. Ponamus ergo fra&ionis^ denominatorem

Q^faftorem habere f-hgx, ita vt fit Q=z(f-hgx) S
neque vero hie alter faflor S infuper cundem fa&orem

f-\-gx contineat. Sit fra&io fimplex ex ifto faclore

21
orta “ 7UZ

—
habebit ~

, ita vt fit Erit

V _ P 51 p— 5(S
er®° t - a.

- ~wnm > "iC0,Jue

p_^SV — j-
--

. Cum igitur V fit funftio integra ipfius

X, necefle eft vt P— 21 S fit diuifibile per /-+-£*; ac

propterea fi ponaturf gx~ o feu x~ —^
,

expres-

1 >> fio

& complementum huiusmodi formam

2l_^_ V _ P

s — d'
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__r

Go P*— 51 S euanefcet. Fiat ergo ,
& cum fit

. S
p

P

—

5(S“o, erit 51rr-g, vd iam fupra inuenimus.

Cum autem fit Sr: y ,
fiet %— >

fi

f-+-gx vL
-f

vbique ponatur f-\-gx— ° >
feu —— • Qi?°-

o

niam vero hoc cafu tarn numerator (f-hgx) P, quam

denominator euanefcit
;

per ea
,
quae de valore

huiusmodi fra&ionum inueftigando expofuimus
, erit

= ,
fi quidem ponatur x~~.

Hoc autem cafu ob (f~{-gx)d?— o, erit
;

ficque per differendadonem valor numeratoris 51 expe-

dite reperitur.

408 . Si igitur fraftionis propofitae denomina-

tor Q^fa&orem habeat fimplicem f-\-gx , ex eo orie-

tur fraftio fimplex exiftente 51 :r:
, poft-

quam hie vbique loco x valor — ex aequatione

f-\- gxzzo oriundus fuerit fubfiitutus. Hoc ergo mo-
do non necefle eft, vt ante quaeratur alter denomtnato-

ris Q_fa&or S, qui oritur, fi Q^per f-\~gx diuidatur-

Hinc fi non in fa&oribus exprimatur, hanc diuifio-

nem faepe non parum moleftam
,
praecipue fi x in de-

no-
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nominatore Q_ habeac exponentes indefinites, omittere

poterimus, cum valor ipfius 91 ex formula obri-

neatur. Sin autem denominator Q^iam in fa&oribus

fuerit expreflus, ita vt inde valor ipfius S iponte pateat,

turn praeferenda erit altera expreflio
,

qua inuenimus
P —f

91 — -g-, ponendo pariter vbique x—~. Sicque pro

inueniendo valore ipfius 91 quouis cafu ea formula ad-

hiberi poterit, quae commodior & expeditior videatur.

Vfum autem nouae formulae aliquot exemplis illuftra-

bimus.

EXEMPLUM I.

• X P

Sit propojita ifla fra&io —
,
cuius frafiioncm Jim*

I "T~X

plkcm ex denom'matoris faflore i+x oriundam

definiri oporteat.

Quoniam hie eft Q^— 1 -+- 7
, cuius etfi faftor

1 —

x

conftat
,
tamen fi

,
vd prima methodus poftulat

per eum diuidere velimus, prodiret

S — 1 — x —H xx — x3 —)— .... -4~ *‘ I *.

g P d x
Commodius igitur vtemur noua formula 91— —^q— j

quia itaque eft/rri,g-— i,&Prrx fl

, ob dQ— i7x ! edx
t

I
fiet 91 — 77

~
, pofito x rr - 1 . vnde fit

17 x z

9

ijx 1 7 r *

91— —— , & fra&io fimplex ex denominatoris fa&ore
17

1

4

-* oriunda erit . .

17O +•*) Ex *
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EXEMPLUM II.

Propofna fraBione ,
fraBionem fmplicem ex

denominatoris faBore i —— x oriundam

inuefigare.

Ob fa&orem propofitum i-*, erit/m, &
Turn vero denominator Qer: t—x*" dat dQpzt— mxv*-'dx\

g *l

vnde propter V— x m obtinebitur ^— _

,

nx

toque ex aequatione jrrzi, fiet 9f—

—

;

ita vt fra£Uo fimplex futura fit haec
2n

^'" —y

EXEMPLUM HI.

Propofna fraBione fraBionem fm-

plicem ex denominatoris faBore i— x oriundam

determinare.

Hie ergo fit /=2i; Pzzx"’ Q=i~4** + 3*"

& vnde fit 8=1^
& pofito arm, erit 91= -7

-^— • Fra&io ergo fim-
• 4*“3 a

plexexifto denominatoris fa&ore fimplici r -x oriunda

1

Cnt
(4*- 3*00-*)*

P p P p p ' 409 .
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409. Ponamus nunc fraOrionis denominatorem

Q fa&orem habere quadratum (y-j-^-r) 2
, & fraftiones

51
fimplices hinc oriundas efle

“ 53

(/-hi*)* ^ f-^rgx'

Sit Qjz: (/+£•.*)*S & complementum — ^ ;
ita vt (it

V_P % 55 & y

—

p-%S- 53 (/-fff-r)S

s Q_ (f+g*y f-ygx } v+g*y
Quia, nunc V eft fun&io integra, neceflc eft vt fit

P

—

51 S

—

55 S (f-\-gx') diuifibile per (J-\-gx)*
;
&

cum S faftorem f.-\-gx amplius non contineat, quo*

p
que haec expreftio —

%

— SBCM-**) diuifibilis

eritper (f+gx)
1

;
ideoque fafto f+gx—o, feu x—

g
y *

non folum ipfa, fed ctiam eius differentiale d,

—

/

cuanefcet. Fiat ergo —
,
eritque ex priori aequa-

„ g \

P 1 P
none %— ex pofteriori vero erit 53

a r gdx S ’

quibus valoribus inuentis habebuntur fra&ioncs quae-

51 + 55fitae

c f-+-gx
*

EXEM-
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EXEMPLUM.
x m

Propojtta frattione
j
—
^3 >

cuius denominator farfo-

rem habet ( 1— x)*, ittuenire fradtones Jimplices

/line oriundas.

Cum hie fit & Q= i-4jr3 +3-*,4 >

eric S — 1 -f- 2-r -+- 3 •r *r
>

-g- =
t^ 2

X

x^JA
--

> &

j P mx”‘-'dx-\- 2 (m-i) x’ndx-\-l(m-2)x»-J<-'dx
d'-$—

( I H- 2jr-h ixxy

Hinc pofito x— 1
,

erit

:

1 orv, 6m — 8 4 — 3«
« = 7 &S8=-'-— =— 5

I .4 — 3 m
vnde frattiones quaefitae erunt: ~r-

[8^ _ y^

•

p
410. Habeat fraftionis denominator CL «"cs

faftores fimplices aequales, feu fit Q ~ (f-\-gx')3
,

fint-

que fraftiones fimplices ex hoc faftore cubico (f-hgx)*

onundae hae
. (J=£Jxy f-^gx *

complementum vero harum fra&ionum ad fra&ionem

propofitam ^ conftituendam fit -g-, eritque V zr

P— 5IS— ®S(/-h^jr)— <5 S(/-+-^a-)» n -

haec expreffio ^— 51— 55 (J-hg*)— @ if~\~gx)
x

P p p p p a .
diui-
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l

diuifibflis crit per (f-\-gxy ;
vnde pofito /-f- gx zz o

feu .rrz—

,

non folum ipfa haec expreflio, fed etiam

eius difFerendale primum & fecundum euadec zz o. Erie

icilicec ponendo x zzz— :

p
*

§-— %— 33 (f-hgx) —- <£ (f-±-g*y zz o

p
53 dx — 2 <£g dx (J-\-gx)zz o

p
dd. -g- (2g*tlx* ZZ o.

Ex prima aeguatione ergo erit «= T
I P

Ex fecunda vero erit 55 — —r- d. -7T-

gdx S

_± jj _P

2g 3dx 2 '

S
P

Ex tertia denique definitur (5 zz

41

1

. Generaliter ergo fi fra&ionis -g- denominator

Q faOrorem habeat (f-\-gx)", ita vt fit Q^zz (/-h^x)»S

;

pofiris fra&ionibus fimplicibus ex hoc fa&ore (f-\~g*)
n

oriundis his :

, 93 . <S . $ . <5
+ -i- &c.

1

w\gxy-'
1

(/+£•*•)*
- 1+ ‘ u-\-gx)"~+

quoad ad vlrimam, cuius denominator eft f-\-gx, per-

veniatur
,

fi radocinium vt ante inftituatur
,

reperietur

haec expreflio

:

§ -51 (J\gxy-tkc.

diui-
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diuifibilis efle debcre per (J ,
hinc tarn ipfa,

quam lingula eius differendalia vsque ad gradum » — i,

cafu x~— euanefcerc debcbunt. Ex quibus aequ$-

g

tionibus concludetur fore ponendo vbique x— -f.
1

•

g

a=f
i . P

S3— —t j-

c"

® = lAg'dx*
^

S*

m i P
e ~ TXITi^7 ' S

&C.

Vbi quidem notandum eft, differendalia ifta ipfius -g-

—f
ante capi oportere, quam loco x ponatur — ,

alias enim
g

variabilitas ipftus x tolleretur. *
.

412. Facilius ergo hoc modo ifti numeratores

51 , 55 , (5 , ® ,
&c. exprimuntur, quam eo modo, qui

in Introdu&ionc eft traditus ,
& faepenumero quoque

hac noua ratione eorum valores expeditius reperiuntur.

Quae comparado quo facilius inftitui queat
,

valores lit-

tcrarum 51 , 95 , S , 55 , &c. priori modo definiamus

:

P p p p p 3 Po-
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-f
Pofito X~

—

« = T
53 = -I

g =

£> =
(5 rr

P

S

£
s

a
s

ft

s

<3

s

£•
Statuatur reli&o at variabili.

P— as

3>

= $ erit

o— es

-^ = a eric

= 9? erit
f-*rgx

5Liz_®§ ~ 0

& ita porro.

ent

413. Quodfi autem fraftionis ^ denominator Q
non omnes fa&ores fimplices habeat reales, turn bini imagi-

nariorum iun&im fumantur, quorum produftum erit reale.

Sit ergo denominators QJactor ff— ifgx cof<p ggxx^

qui pofitus zz o dat hunc duplicem valorem imaginarium

:

x zr ~ coftp ± £y
— fin tp ;

ex quo erit

/"fn
xm~ — cf«® ± .

g n * g”V-i
fin . ft (p

Ponamus efle Q_~ (if— 2fgxcoC'p-^—ggxx) S, atque S

praeterea per ff— 2fgx co((t>-\-ggxx non effe diuifibile.

Sit fraftio ex ifto fa&ore denominatoris oriunda

:

51 a x

ff— 2fgxcoC(p-+-gg xx
&
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P V& complementum ad propofitam (it r -g-, erit

V = P~— ——

;

vnde P— (5H-fl-r)S
ff—2fgxco(q>-+-ggxx

P
»c propterea quoque -g-— %— a* diuifibile erit per

p
ff— 2fgx cof<p Euanefcet ergo - 51 - (tx

'

fi ponatur ff- 2fgxcof(p-i-ggxx—o }
hoc eft fi ponatur

f f
vel x — — cof <h -|——— fin ®

g * gV-i *

vel " x cof® —
g * gV-i

fin <p.

414. Quoniam P & S funt fun&iones integrae ip-

fius x, fiat in vtroque feorfim vtraque fubfticucio
;
&

quia pro quauis poteftate ipfius x, puta x n binomium
A ‘ fm

hoc x-—— cof » ®±— — fin . n (T) fubftitui debec.
gm gnV-i

fn
Ponamus primo vbique — coftp pro hoeque fa£to

g
abeat P in <j> ,

& S in © . Deinde ponatur vbique

^fin pro x", hoeque faclo abeat P in p & S in g ;

vbi notandum eft ante has fubftitutiones vtramque func-

tionem P & S penitus debere euolui
,

ita vt
, fi forte

facioribus fint implicatae, ii per a&ualem multiplicatio-

nem tollantur. His valoribus ^ , p , © , 6 ,
inuentis,

manifeftum erit, fi ponatur

:

x = jcor0±-^rmf
fcne-
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fun&ionem P abituram efle in ^ ± y— > &

fun&ionem S abituram eflc in © it y— . Hinc

cum -g-— 51 (5t-h«-*0S vtroque• ax feu P —

cafu euanefcere debeat ,
erit

:

^±pi-=(«+7 cof4 ±^r; fin0 (® ± yl-)

vnde ob figna ambigua hae duae aequationes orientur

:

zr 51© -h—— cof <p— -J— fin <p

g g

p zr 51 8 -f- cof <p 4-—— <?)

g g
ex quibus eliminando 51 eruitur:

«,_<v=tae g
a
)

g
fin <p j

ideoque crit

— g(©P~W
a “"/(©* -M*)Unp‘

Deinde eliminando fin <p erit

:

@?p_j_gp=:(@*4-g 1)(5l-4-^cof0). Ergo
o

6 p (© p— 6 v

l>) cof>

4*5-

© 2 H-S* (©*

Cum iam fit S zr

6 a
) fin $
QL_

'#— */&* cof (p H- gg-r* ’

quia pofito ff— -fgx cofQ-t-gg** ~ o tam numera-

tor quam denominator euanefcent, erit hoc cafu

:

d Q: d x
2ggx— 2fgeo 1

(f)

’ *' rO-S —
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f»
Ponamus nunc, (i vbique fubftituatur x*:r;^cof« <£>,

&

fun&ionem abire in 0 j
fin autem ftatuatur

f*
x"— — fin n <P ,

earn abire in q ;
atque manifeftum eft

o
f f

fi ponatur x~— cof <p±jyzi P

fun&ionem ^ abire in 0 ± . Ex quo fun£Ho S

abibit in !— . Cum ergo (it S “ © ±——
eodcm valore pro x pofito

,
habebitur :

& ± = ± ®
fin ®— 2fg 6 fin <p.

•
.

Erk ergo t =
Hisque valoribus fubftitutis, fiet a rz

2

O — —p£i)fin<P a/>Cpq-4-^£i)cof©& &Tqr~
q
»

,
’*

:

* ***'»%' • •

•

4

1

6. Hinc ergo idonea obrinetur ratio ex quouis

faftore fecundae poteftaris fra&ionem fimplicem forman-

di, hicque cum ipfe fraftionis propofitae denominator

in computo retineatur, diuifionem, qua valor licterae S

definiri deberet, & quae faepe non parum eft molefta,

* Qji q q q
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I' %

euitamus. Si igitur fraftionis denominator Q fa&o-

rem habeat talem ff— 2fgx cofp -+- ggxx
, fequenti

modo frattio fimplex ex hoc fo&ore oriunda, quam fin*

gamus zz — ^
» definietur. Ponatur6

ff
— 2fgxcoi<p->r-ggxx

y

f
A-rz— coftp, & pro quauis ipfius x poteftacc x» fieri-

&
fH

batur ^cof«(f)
;

quo fa&o abeat P in $>, & funftio
&

^ in Jd. Deinde ibidem ponatur x— ^-Cm <p
,
&

/’
poteftas cius quaeuis x» zr—

n
fin n <p

;
abeatque Pin p

,

*
. *

& in <) . Inucntisque hoc modo valoribus littera-

“
t

v
rum , £l , p & q quantitates & a ita definientur,

<v _ */>($<! a/^fil+p^conp
vtfit 21

* — P9)“
-D a -b q

1

Fra£Ko ergo ex denominators Q^fa&ore ff— 2fg x

cof C> -f- g g x x oriunda erit :

— pjd) finft-h 2 g-(^0 -f-pq)(g-Ar—/cof$)

(&a -b <j

a
) {ff—

2

fg x cof <P —bggxx)

SXEM-
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EXEMPLUM h
X*n # #

Si propojita fuerit haec fratfio
a
~~

^_ >
Cuius denomina-

tor a-4-bx n faftorem habeas hunc

:

ff— 2 fgxco/?P-f-ggxx

inuenire fraQ'toncm ftmplicem huic fa&ori

conuen'tentem.
\

Quoniam hie eft P — •*"“ & Q.— « -+* bxm
,

erit n lx•-* , vnde fiet :

ax

$ = ^ cof « j V = ” <?>

O. = cof(a**i)<P i <1 =~rrfin(*-o<p-
© *6

Ex his erit :

* . . .
»*£*/* (<»-0

& -+-q — »

» b /»+»-*
«p q— p0= -prr— i

atque ^ & -+- V q= "*{££ •

:,
— cof(*-»-0 <f>

.

5

Quamobrem erit fra&io fimplex quaefita

;

2g »-« {/fin$.fin(a m-
1 )$+ffrcoffo-w-i 1 yP)

nbf»- m~ l
(ff
— 2fgx coftp -V-gg*x)

feu

a*— [>r cof(»-»*— i)
<P
—/cof(*-»)<p]

^7/— »*-, Qf— 2/g- .rcoftj) -!-££*•* )

CLq q qq 2 EXEM*
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EXEMPLUM II.

Sit propojita haec frattio cuius denomina-

tor faflorem hubeat fF— afgxro/^-f-ggxx, imettire

fraftionem Jimplicem inde oriundam.

Cum fit Pp i, & Q z: ax* -(- ^*+»
,

erit ma x —|— b x **+»-i
} ideoque

fn
pofito *• ZZ — Cof»(J) ob P — X° & «p zz r.

,
i &. •

&— r eof(w ^ cof(«»-fa— I)<fi

,
» * .

* ' *

& p z o
;

atque

tnafm—i _ _ (m+nib /"+•*—! „
*= -pri-fimCw-t) <p-f-

gi
~--

,

— fin 1 )<f>

Ergo

£+<> ==££f-

+

,
(«-4- 0

' *

Quodfi vero efi: ff— 2 diuifbr ipfius

ifn ' £ fn
a-\-bx», erit — cofa® z:o & — finn^zo.

£" £"

Vndc a a ZZ — .gxn
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Erit ergo:

B (m+nfbb — 0 m (2 n+m) aaf*(<»-

0

^
^ £»(«-«)

_ n n <1 /I _/"*(**“0 nnb bf*{"•+"-*)

gl(m—l) '

£»(«•+»—

Q

Deinde vero erit

:

£ fm+n—i— [(«+*) fin —w cof/i <J>.fin(/*-i)<p]

;

—

— — [»COf»P fin(m- 1 )®-f- (m+») fin »Pcof(ra~
1 )<p]

& <J> 0 -h p q ==
1— — Urn+ ft)COfOfn- i)(f) m Cof»(j3. COf(«- 1 )($»]gm+n 1

Vel cum ff
— *fgcof<p-\-ggxx fit quoque diui-

for ipfius ax m~ 1 —f— b x »»+ »—
» , erit:

„fm— 1 bfm-+*— I

cof(w-i) 0 -+- Cof(w-fa— 1) <p = o

& ~r fin(«-0<P -h fin(*+*-0
<P= o,

vnde erit

:

0=-^,qrB=r c^w+«“ 1^ & q=——-fm(«+a-i>p

/ feu
g

0= Z“r cof^- 1^ & q=~£;-fin(CT-0<p.

Q»q q qq 3
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853 CAPUT xmi
Ex quibus rcfultabit fraftio quaefita

:

,
2 g

m
[fCOfm Q g x COf (m — l)(ft3

nafm~'(ff 2jgxco[<p-i-ggxx)

Quae formula ex priori exemplo fequitur, fi ponatur *
negatiuum

,
vnde non opus fuiflet hunc cafum peculia*

rcm conftituifle.

EXEMPLUM III.

x m
Si hu'tus fraftionis ——r denominator habuerit

faclorem if— afgx cof<p ggxx, fraflionem

Jimplicem inueftigare ex hoe fatforc

oriundam.

Si ff— ifg x cof <p ~\~gg or x eft fa&or denomina-

toris a h x * -J- fi 1 ", erit vt fupra oftendimus

:

hfn ^ c fln
a _) L- cofn <t> H — cof 2 n <P~o

g
n g in

& fin n (p -h —— fini»<P~o.
g” g l-

Cum igitur fit P “ x m & a-\- bx" cxm
t

eric nb

x

n~ l -4- 2 vnde efficicur:
dx

f m
^3 ~ cofw (p

<&

& fm
P
~ Cinm

(p :

&
^ nbfn~ l

v . 2vcf* n~ l
.

-^_cof(«-i)(pH---j^-cof(2«-0<p

nbf”—i _ 2ncf* n~ l

<1 — fin (»— i) <p H rm(3»-i)(p.

Quam-
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CAPUT XP1II. • |6j

Quamobrem habebimus :

At ex duabus prioribus aequationibus eft:

f 1" f 2bcf m - ,

pr. 0 -7/ “r” * "* = *

'

;

ideoque

A b C fa 2P*”<Ut , , 2ccf**

1-pr- 9 = fT.
lli p—

quo valore ibi fubftituto erit

:

/’

feu

»* (2 nag* bbf*" g>* -4- 2 rc/4»)

+(» 777^* '

Deinde erit : q
•— P a ~

nbf«•+»-» „ ,
2 ncfm+ **-1 _ , .

!^L___rin(,_ OT-i) (pH— — fin(2«-«-,>p

$a -+- pq =
!^g±^cof(»--»-i)(5 fin(a»-»-0(p.

Quibus valoribus inuentis erit fra&io fimplex quaefita:

a/e ($q—pO) fin(p-{- 2g(^a-l-pq)(g^— /coftp)

(O 1 -4- q
a
) (/— 2/^-*- cofp -t~gg**)

417.
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864 CAPUT XVIII.

417. Hae autem fra&iones facilius exprimentur,

fi ipfos denominatorum fa&ores determinemus. Sit igi-

tur denominator fraftionis propofitae

:

a b x"

cuius fa&or trinomialis fi ponatur :

ff— 2fg* «>f<p -4- gg**
erit vti in Introdu&ione oftendimus :

bfn b/
cofn ©~ o & fin » ® ~ o

.

g- g”

cum igitur fit fin«<prro, erit vel »<p ~(a*-i)jr

,

vel n<p — 2 Air, priori cafu erit cof n <p—— 1
,

pofte-

riori cof«<p~-4-i. Si ergo a & b fin
t quantitates

affirmatiuae, prior cafus folus locum habebit, quo fit

_ bf”

gm
ac propterea

:

f — a* &
retineamus autem loco harum quanritatum irrationalium

litteras / & g, feu ponamus potius a —f* & b—g»
y

ita vt fa&ores inueftigari debeant huius funftionis

:

fn gn x n

Cum igitur fit <p= vbi k numerum quern-

cunque affirmatiuum integrum defignare poteft; at vero

maiores numeri pro k non funt fumendi, quam qui red-

2 fa X •

dant —-— vnitate minorem
;

hinc fraftionis propo-

pofitae /* -4- g n x* faftores erunt fequences

:

ff—

g — b”
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CAPUT XV11L

ff— 2fg* cof-^- -f- gg»*

ff— 2/g * cof — -+- gg * *

ff 2fg x cof ~ -H £gxxn

&c.
vbi notandum eft fi » fit numcrus impar

,
vnum iafto-

rem haberi binomium hunc

:

f *-H g *
fin autem n fit numerus par

,
nullus factor aderit bi-

nomius.

EXEMPUIM f.
1

ReCohere hatic fraBionem in hatfn+ gn X n J

frafliones Jimplices.

Cum denominatoris vnusquisque factor trinomialis

contineatur in hac forma:

ff— 2fg * cof H- gg x x

eric in §. praecedente Excmpl. i. azzfm
% bz

&

(2^-iW
© ~ vnde erit:

n

fin(«—w-i)p — fin (w+0 — fin —— &
n

cof(»-m- 1 ) <pzz- cof(«+ 1 )$zr- cof ,

,
fl

Rrr rr Hinc



CAPUT XFITl

Hinc ex ifto feftore oritur fraQio fimplex haec

:

a X»«-o* _ ;X^-'y /cf<±-i) T\
b n » V* ns— --! - -

n-m-i ms f2 k-l)
. \

*/ £ Qf— a/^'cof-—— *-t-ggxx).

Quamobrem fraftio propofita refoluetur in has fimplices

:

,/a.i. a.
(.=iO?— » cof(^C^:

-/cori)
» 'Tt n Vr a ^

»— «— I i» / 3j- \
•/ £ (#-2/^XC0f—

2 /fin— . fin
3^±Of_ 2CoflMOl (- /C0f!5)J n n a b

•--I / ,| 3jf \

2 /fin^ . (In — a cofI&±L>£(Wcof?)

(/-»/^cof|i+Ww) •

&c.

Si ergo « fuerit numerus par, hoc modo omnes oriun-

tur fraaiones fimplices; fin autem m fit numerus impar,

ob faftorem binomium f-+-gx >
ad fraaiones hoc mo-

do refultantes infuper addi debet haec:,

H- I

m— m— l m y . .

”g g (f-b-g*')
vbi fignum -f- valet, fi m fuerit numeras par, contra

fignum — . Si « fuerit numerus maior quam b, turn

ad
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CAPUT xnil 8*7

has fra&iones accedent infuper partes integrae huiusmodi

m-m m-m m-yt »~ 4*

Ax -f- Bx -f-Cx Dx
i

quamdiu exponentes raanent affirmatiui
,

eritquc

:

A g*= i
;

’ Ergo A= ~
= o . » B=-

;

B/—}— C g" .—. o

C/"-4- D£"= o

&c.

. . C=+

. . D=-
&c.

£»'
g' m

£»'

g 4"

EXEMPLUM II.

Refoluere hanc fradionem xm ( f
n gn?. n

)
fiat

fraBiones fimplices.
/

Quod ad fa&ores ipfius /* -+- g
9 x * attinet

, ex iis

oriuntur eaedem fra&iones
,

quas exemplo praecedente

eruimus ,
dummodo ibi fumatur m negatiue : fuper eft igi-

tur tantum, vt fraSiones fimplices ex denominatoris alcero

fa&ore x« definiamus
,
quod hoc modo commodilfime

fit: ftatuatur fra&io propofita eritquc

$/• = i
;

Ergo 51= p
5l£"H-9t = o . , 91

R r r r r * Si



868 CAPUT XFIll

Si n—t» adhuc fuerit numerus negatiaas, fimili modo erit

operandum
,

ira vt, fi m fuerit numerus quantumuis ma*
gnus, refultcnt huiusmodi fraftiones fimplices

&c.xm ' x m-n ' x m — im x m ~}"

cuius feriei tot termini funt fumendi, quot habentur ipfius

ar exponentes affirmatiui in denominatore. Eritque

£/• = i
. j Ei*go « = 1

/-

21

i

- "+ * II o • • 53 =- g m

fxm

53^*’ -+* £/*— o . . e=+ g 1H

/»"

+ * II o • • $=-
&c. &c.

Fraftio ergo propofica omnino in has ifaftiones fimpli-

ces refoluetur:

g*
,

g' a
,

g' n
, &

f»xm /*»

, _ T „ (m- i)t Jm-t)’*/' - s' N- 2fg»Cm— .Cm K-~~~ - 2g- cof—~ ( gx -foot—

J

n 72 n x. a y
»+W-I r ^ \

»/ \ff— *fgxco\— -{-ggxxJ

- a/g« fin^ .fin -~ l^~ - 2^"cof^m~^*(gx-fcof

»/ (/— 2/^a:cofi—h ggxxj
-Jfc
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CAPUT XrilL 865

- ,/r fin^ .fm -,r cor
!-fi^(^-/cof^)

jjr x
nf \ff ifgxcot— H-ggxx

J

&C.

Quibus formulis fi » faerit numerus impar, ob / -H £x
fa&orem denominatoris

,
infuper adiici debct:

_± g^_
n-t-m—

1

*/ (/•+*£ )

vbi fignorum ambiguorum ± fuperius valet, fi m fue-

rit numerus par, inferius vero fi m impar.

418. Confideremus nunc quoque formulam a-\-!>xn
y

fi b fit numerus negatiuus, fitquc propofita haec funftio

:

/’ — g” * m

cuius primo Temper erit fa&or f-gx- atque fi w fit nume>

rus par, quoque f-+-g* eius erit fa&or. Reliqui vero

crunt crinomiales, quorum forma generalis fi ponatur

ff ifg x coftp ggx x

erit f"—fn coCn<p
— o & fn Cmntp— o flue fin»@“o

& cofntp zr 1. Quibus vt fatisfiat, oportet efle 2kx

exiftente k numero quocunque integro, atque propterea

erit <p = — • Factor ergo generalis erit

:

ff *fg x cof -f- gg * *

fiimendo ergo pro 2 k omnes numeros pares exponente

s minores
,
prodibunt fa&ores trinomiales omnes:

Rrr rr 3 ff—



87° CAPUT XVI11.

ztc

ff— 2fgx cof -+- ggx

ff— *fg* cof ~ -f- gg xx

ff 2fg X cof^ -+- gg x X

&c.

EXEMPLUM I.

X m
Refoluere hatic fradionem ^

fradioms Jimplices.

g n x n
in fuas

Quoniam dcnominatoris faftor eft f-gx , inde orietur

frafrio huiusmodi —
,
ad cuius numeratorem inuc-

j g x

niendum, ponatur xm zz P & f*—g”x*~Q, erit

— a X m
JQjz:-ng"x"-i, fietque 91

~— — -

xm

-ng nx n~ l ngm~ lx"~ »*

pofito *= y . Ergo erit 91= gm ,
hincque

fra&io (implex ex fa&ore /—gx orta erit:

j

n-n-I m

»/ g (/ gx )

Si » fit numerus par, quia turn denominatoris faftor

quoque eft f-\-gx ,
ponatur fra&io (implex inde ori-

unda zz
91 - xm— r . , erit 9lr:——— rr , po-

f~\~gx ug"x*-i ng*- lx*-i' ^

. . fito
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CAPUT XFJIL 871

fico x~~^~. Fiet ergo ob n— i numerum imparem
* - ±/--

g»-ix”- lzz—/*-»: at erit x m— —
,
vbi fignum fu-

perius valet
,

fi » fuerit numerus par, inferius fi m fit

numerus impar. Quare cum fit ^ >
er*c

fractio fimplex ex faftore f—1—gx oriunda haec :

tt —m — l m

*f g C/-hs-O
Deinde cum fa&orum trinomialium forma generalis fit:

2kx
ff 2fgX COf ggX,

fi comparado cumExemploi.§.4nS. inftituatur, erit <*—/*,

2kx
b——gm dc <p~ ;

vnde fin(pz:o & cofn<p
—

i

;

atque fin (w+
1 ) (p fin

>

& cof (a— «r— i) $ — Cbrc»+i)(p — Cof————————— .

v

Ex quibus erit fra&io fimplex hinc oriunda

:

nf
’ '

g (f—
Hancobrem fraQiones finfplices quaefitae erunt

:

i

m—m -i m - ~ • * •

* »/ £ C/—£*)
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*74 caput xvm

+ ,/fin ^.fin ^±125 - , cof
a-^iî («x-/cof^)

m —m—l m / njr \
nf g \JF

— *fg* cof— 4-^ XX

J

4- ,/finf .fini(=±i2l_ , corf&±0? ,_/«,<•£)

nf g (jf— *fg*aX^[—\-ggx*)

-H ,/fin 5? .fin £<=+!>_,cof^Ol^x./cof!l')
a >* a V a

»—m— 1 m S gy \
»/ £ V/

—

2fg* ztf~~1rggxx) &c.

quibus fi a fiierit numerus par, infuper addi dcbet haec

fraftio
:

i

»/*"-, g m C/"
-4~ g x )

cuius fignum fuperius — eft fumendum, fi m fiierit numc-

rus par, inferius fi impar. Practerea vero fi m fit numerus

non minor quam a, adiiciendae funt partes integrae:

Ax®-" —j— E-v"- 1 * -f- C a'
—

j* -4— D x m~4 m -*4“ &Cn

quamdiu cxponentes non fiierint negatiui , eritque

:

-A^ = « feu A =~JT
A/- — B^» = o . . B —-“

o

Bf — Cg- = O . . C =-

C/«— Dg- = o . . D=-^
&c. &C. EX-
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CAP U T xmi 873

EXEMPLUM II.
" '

,
- Refoluere haw fraAionm xm^n _

g
— in fuas

frafliones fimplices.

Fra&iones quae ex denominatoris fattore /"

—

>g"x*

oriunrur, eacdem erunt quae ante, dummodo in illis for-

mulis m negatiuc accipiatur. Quare ad alterum fafto*

rem x m eft relpiciendum ,
ex quo fi ponamus has frac-

dones refuitarc

:

* % |
5 h&c.rm— n rM-in *. xm~

quae feries eousque eft continuanda, donee exponentes

ipfius x fiant negadui. Erit vero

51 fn — 1
j

Ergo ~ -j—

rr m

93/• — — o ® = £-

€/ — 93^* = o

£>/»

e - y,-

® = /T-

&c.

~ o

&c.

Fraftio ergo propoflta refoluetur in has fraSHones

fimplices

:

i
1__ g*

,
£*.__ 8 %m

_

/• JT»

»_ . _1_
***

L_ £!!. L_ &c
fm

x

m ~' f in xm~m ^‘ f *"Jc *" — ** y — 5"



874 CAPUT XVUI

, , - 2!X- 2 (f>t— I ) JT • , . „2t\
-f-a/g"’ fin— fin — — 2 ^«cof— —

( gx-fcof— )n n n v g /

„fu+m-lQr~-.2fgXC0{ll-lrgg XJ^
4-a/^finf fin 1^ZL>— 2^coflfcl>(^-/cof^)

*/+"->(V— */£* C°f“ -+“gg x *)

-t-2/^fih— fin 2^-cof— (gx-fco{—

)

ft tj . n v u x

«/*+»-

1

^•—2/£* cof— —4— gg X *)
• &c. •

quibus fi « fuerit numcrus par, infuper addi dcbet haec

fraGio : * if ‘
, g

m
[

(/-+- g
quae autem praecermktitur

,
fi n fuerit numerus impar.

Signorum. ambiguorum vero fuperios — valet, fi m fit

numerus par, inferius vcro fi m fit numerus impar.

419. Hoc ergo modo omnes fraGiones, quarum deno-

minator ex duobus conftat’ membris huiusmodi <i-+-tx",

in fraGiones fimplices refoluuntur. At fi denominator

conftec tribus huiusmodi membris rt-+-bx»<+- cx*», turn

primum videndum eft, vtrum is in duos faGores reales

prioris formae refolui poffit. Hoc enim fi eueniat, refolu-

tio in fraGiones fimplices modo ante expofito inftitui po~

terit. Si enim proponatur huiusmodi fraGio

s Xm 1
V.

(/’ -+-£* B)Cf" -h& m -r’T ea
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CAPUT XFI11. 87 J

ea primum in duas fra&iones transformabitur huiusmodi

:

a x m S *m

Pf"-\- g
m X* ' /» -f- A" *»

eritque «/• -t- £/"“ i & a A» -f- — o, vnde fit

i S g* -

• zz £= ^ ;
idcoque habebitur

s - & . = £t__L/ (<—«) fU’-f)'
Si cxponens m fuerit maior quam », cransmutatio in

fequentes fra&iones erit commodior:

a x m ~” £x"-*
/" -h 'g” x” /» -4- A^x*

,

qua fit o -f- £ — o & idcoquc

Vtra autem transforma-

tio adhibeatur, vtraquc fra&io hoc modo oriunda metho-

do ante expofita refoluetur in fuas fraftiones fimplices, quae

iunttim fumtae fra&ioni propofitae crunt aequales.

410. Simili modo methodus haftenus tradita fuffi-

ciet, fi denominator ex pluribus mcmbris conftet huiils-

modi fl-4-Ax*-4- Jxi" -f- dum*

modo is in faftores formae /" ±g"x» refolui qucat.

Ponamus enim occurrere hanc fra&ioncm in fuas frac-

tiones fimplices refoluendain :
•

W Xm
;

•

•

(a—x") (A x») (c-—x") id-—*/
Sss ss a Haec
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CAPUT XVIIL

Haec pritnum refoluetur in has

:

A.r* Bxm Cx m D*m

a x» b——x n c x* d x" -f- &C.

quarum numeratores fequenti modo determinabuntur, vtfit

A i- ( b— a ) (c—a) (d— a) '

p — *- (*—b) (c—b ) (J—F)

C — 0—0 (b—c) (d—c) &c*

Hac ergo praeparatione fafita, lingulae iftae fra£Hones me*
thodo ante expofta in fuas fra&iones fimplices refoluen-

tur
5
quae cunttae in vnam fummam erunt colligendae.

421. Quodfi vero huiusmodi denominator a-\-bx»

—j— cx 1H -+- dxi" -f- &c. non omnes faftores formae

fn gn x n habeant reales, bini imaginajrii erunt con*

iungendi. Ponamus ergo huiusmodi binorum fa&orum

produ&um efle

:

fin ifn gn x” Cofw-|— g* m

& cum haec expreflio nullos habeat fafrores fimplices

reales, ponamus facfores trinomiales in hac forma gene-

rali contineri

:

' ff— *fg*
quorum numerus erit ~ n.

orictur haec aequatio :

i—a cofw.cof« <j> -f- cof 2 » <p no.
= _ De-

cof<£> -hgg xx

Pofito ergo at» n— cof»®.gn

Digitized by Google



C A P U T xnii *77

f *
Deinde pofito x» —~ fin n <p j

erit qnoque

:

g— 2 cofw . fin » <P -f- fin 2 n tp
— o

quae diuifa per fin*<p dat cof»p~cof&>, ficque fimul

priori acquarioni fatisfir. Erit ergo n <pzz 2 kv w

denotante k numerum quemuis* integrum
,
ideoque erit

__ & faftores omnes continebuntnr in hac
«

fonna: ff— 2 fg x g g x x
71

vnde fequentcs habebuntur faftores :

ff— *fg*ztf~-\-ggxx

S— *fg* c°f~~~ —
1~ gg**

_ . i/.2S'+0d ,

ff— zfgx cbf—-

, -4T— O)
,

ff 3fg X cof h ggX X

ff ^ fg x cof «4~ ggxx &C.

quorum tot font fomfendi, donee eorum numerus fiat zzn.

422. Si igitur proponatur ifia firaftio in foas frac-

tiones fimplices refoluenda:

x m-1

,
/* 2 /*^" X* cofu -j-gl" X*»

quoniam denominatoris factor crinomialis quicunque con-

rinetur in hac forma : -ff— zfgxcofy-i-ggxx
Ss s ss 3 exi-
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exiftcnte <p zz

CAPUT
2 itl+ ll

x/7/z

« , confidcretur ifta fra&io :

x m

fi»x 2f"g* X"~h* COf to) -|— ^rt» x*"-+-l -

illi aequalis, ac ponatur numerator x" — P ac denomi-

nator f xmx— 2/"^"x"*<- , cofw~f-^*»x*»+»— Q: erit

x m cofw •~Z=fxa '-

2(»+0/*r (a*+t)g ,m x*».

Hinc ponendo
/"

m ±x" zz: -— cof n © ;

gm
ent

zz cof/w <p feu ~— cof

&

r gm n

D “/** [i— 2 (»-j-l)C0ftoC0f«<p-f-(2H+l)C0f2 ff<p].

Cum autem fit cofnpzzcofw, erit cof2»<pzz2cfw*— r;

ideoque 2»+2» cofw*) zz — 2 »/* fin w a
.

. . _•

.

Deinde pofito x zz —— fin « <p , fiet

! 9

b ~ -— fin m 0 — —— fin &

qn-/»* [2(a+i)cofwfin»(p— C2«+i)fin2»^]

ob fin a »<p zz 2 fin » (p cof»$zz 2 cofw fin n (p j erit

q rz 2»/*» cof«fin»!p. Cum autem fit » <p zz a^xH^w,

erit fin « <p zz zb fin <*> & q zz zb 2 »/** fin w. cofw.

His inuentis erit : £l*-+- q* zz 4«*/4 *fin w*

^Jq— p£l =z— (±:cf«^).^h«.cf.w-^-lhw<p.lhw)•
& ' ;ii:v

fiue ^>q— p£l—+ ——-— fin o>, cof(mtp ZfZ w) feu

- 9i~
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CAPUT XFill $7*

tn ^ i
2 »/*•+** Jikm‘ir-3r (m-n) w

$<1—pjQzrf—- finw.cof — —
»,

.

2/;/**4***

’PjQ-f-pq" — (— cofw^finw* + (hwcp-fiicocfw)

^3£2-{-pq~i;— few. leugm

±—-^— finw.fin ^

.

O ^

2 fcTT "I” Cni

Hinc ex denominatoris fadlore : ff-ifgxcoi'—^— +ggxx

nafcitur ilia fraftio fimplex:

i/fin coC
,i'n-(—^ + ft,

tl’"±(m-">Cg^-/cr—=-')
n n ~ n \ n J
tn-m m — i z'

”
>T"

»/ £ finw^jf-a/^-rcof — + ££-*--*J

feu

,
_ 2 ktmr -f (m — n)ct)

, „ _ 2 k(m— 1)*, + (*»—»— t)«
+ £*fm ^ — ±/fm— —

ln-m 7~ ~ -ikrr+u X
'

nf g fin « \f~ ifgxcof—-— +ggxxJ
•

EXEMPLUM.
x">-'

Refoluert hanc fraflionem ? * 7J J f3I»— 2 fngn x n COJU + g^X**
in fuas frafliones fimpltees.

Iftae fra&iones fimplices quaefitae ergo erunt:

• r r ™ r(m—n)u) (m-n)a) S’ r « X-+- / fin— cofi— -h fin i ( g X—/cof— )n n n x n y
m-m m— i / w \

»/ £ finw(^-2/
<
g’jrcof--|-^jrxJ
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C A P V T xnu

-/fin VHZ&at _ rmVZd!!Z*!(
:gX-/c0(™^?)

« n n \? J
n s

' m -i V "aV— w
——

—

«/ £ fin w *fgx col —— + ggxx

J

+/ffn “tgcof^ttea; + fi„™t£^(gx-/aC*™i')
» n 11 \r « -/

1H~ ** ~ I / 27T-4-GU \
»/ £ finw^f- 2/^-*- cof—— +££Jrjr*J

-/fing^cof4^^— i^^^_/cof«£zr)
n n n V* a y

l*—m m— l /” _ 47r — w \
nf g Cmu>\ff-2fgxcoi—— +ggxxj

+./fini5±2 cof + fin _/cof£L+2)

*n —m «* — f /**
.ijf -L w X

»/ ^ finw(/r 2/£* cof—i— f^xx)

ficquc eousquc crit progredicndum, quoad harum fra£Ho-

num numerus fuerit n. Si m fuerit .numerus vel maior

quam 2»-i vel numerus negatiuus, priori cafu partes

incegrae, pofteriori vero fra&iones infuper funt adiicien*

dae, quae modo ante expofito facile inueniuntur.

. B e r 0 l 1 n 1 1

EX OFF IC IN A MICH AE LIS.
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CAPUT XV11L

Haec primum refoluetur in has

:

Axm
,

B*"
,

Ca”* D*”»
-hi ~“h: r.+ j — -+-&c.

a x" b x" c x" d x

"

quarum numeratores fequenti mododeterminabuntur, vtfit

r

A =:

B =

C =

(b—— a) (c-—a) (d— a)
i

(a—b) (e—b) {d~V)

&c.O c ) (

b

c) \d r)

Hac ergo praeparatione fa£h, dngulae iftae fra£Kones me-

thodo ante expofita in fuas fraftiones fimplices refoluen*

tur
5
quae cunftae in vnam fummam erunt colligendae.

421. Quodfi vero huiusmodi denominator a-hbx»

H— cx* n -+ dx 3» -+- &c. non omnes fa&ores formae

f * x" habeant reales, bini imaginarii erunt con-

inngendi. Ponamus ergo huiusmodi binorum faciorum

produ&um efle

:

fa*— af»g"x m cofw—j— g* m x*"

& cum haec expreffio nullos habeat faflores fimplices

reales, ponamus factores trinomiales in hac forma gene-

ral! contineri

:

' ff— *fg * co{$-+-g gxx
* J

f n

quorum numerus erit — n. Pofito ergo x n —~ cofw^),

orietur haec aequatio :

j — 2 cofw.cofs <p -4- cof 2 n <p
~ o.

De-

I
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CAPUT XF1II 877

Deindc pofito x» —~ erit qaoqne:
£— 2 cof cii.fin » P -f- fin 2 n <p~ o

quae diuifa per fin»tp dat cof» p~ cofw
,
ficque fimul

priori aequarioni farisfir. Erit ergo n
<p
— 2 kn -h u

denotante k numerum quemuis* integrum
,
ideoque erit

(h
—

. & fa&ores omnes continebuntor in hac
n

forma: ff— ifg x x x
n

vnde fequentes habebuntur fa&ores :

ff— 2 f S x c°f ~~—f~ £ g x x

_ , -2T—W ,

ff— *fg x cof— H gg xx

ff— -fg* C(if— h

ff *fg X cof—-^ — -+- ggxx

ff *fg x cof~^-\-ggxx &c.

quorum tot funt fumendi, donee eorum numerus fiat rr».
.

* r.

422. Si igitur proponatur ifta fra&io in fuas frac-

tiones fimplices refoluenda:

X m~l

,
/** 2 f»g»X» COfw *** 1

. j

quoniam denominatoris fa&or trinomial is quicunque con-

tinetur in hac forma : ff—• 2fgxcof$-{-ggxx
'

„ .
. Ss s ss 3 exi-
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878 CAP UT XFIIL

lkn-Jr-
exiftcnte <p

~
, confidcretur i/bi fra£bo :^ n 1

x m

f> X 2/*g*X»+ * COfto> £*» jr*»+7 -

illi aequalis, ac ponatur numerator x m — P ac denomi-

nator f imx— 2 f"£mxm+ , coCu>—\-£*»x*»+i— Q : erit

* (»+i) /"£"* cofw -l- (a*+i)£** x* m,

fm
x* ~ cof n ft j

dQ ,
dx *

S'
entHinc ponendo

‘’P
~ cofct

ft feu *p ~ cof — &o-m £"* w-
- gm

£l —/*" [i — 2 (a-f l)Cof&COiaft -f- (2a+l)COf2»ftj.

Cum autem fit cofa@— cofw, erit cof2 aft— 2 cfw*— 1

;

ideoque £l—/** (— 2 a -f 2 a cofw*) — — 2 »/*" fin «*.

x" — fin n q , fict

:

f = J— fin m if = £- fin &

Deinde pofito x 1

——
' fin m p = £L fin

£" *

/* [2 (a-f-i)cofwfinaft—-(2*+ i)fin2 aft]

ob fin2aft~2finaft cofa ft
“ a cofw fin a ft j

erit

q~ 2a/*"cofwfinaft. Cum autem fit aft— 2/fT±w,

erit fin a ft
~ fin w & q

~ dr 2 «/*" fin w. cofw.

His inuentis erit : £l* ~f- q* zz f*
m fin w*

. 2 nfm+
(~j~ cfm ft. fnw.cf. w 4- fii a*

ft. fii w)*
—

1 ;j|
* *

fiuc ^Pq— p£i—i — — fin w . cof(m ft Zjl w) feu
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CAPUT XniL 179

£" » .

^£S-bpq— — ^— (-cofw(pfinw* + fiim^fiiwdw)

^£2-f-pq~+ finw. feu
£

m^v . l 2»fm+ i * - - 2 £ »» jr ~WlW—») u>
^Q-4-pqrr±--^ finw./m -=^ — .

' gm W

Hinc ex dcnominatoris faftore: ff— zfgxcnf——— +ggx*

nafcitur ifta fraftio fimplex

:

jjCm
2i7r^M

+ nn
ah*r±(m-a)mS 2*r±u\

n n — n \r J
n J

**-*• 7~T I ~%knh* A
»/ £ finw \ff- zfg* cof—— -\rggx*J

feu

±£- rm
2 *mr-(m- n ')

'

<0

+ /fin
2 *fo-i)T±(w-»-i>

. * B
J»— > »— » "7

2/f JT+W \
nf g fin u \f~ 2fgxcoC—-— +„**)•

EXEMPLUM.
x m -r

Rtfoluere hanc frattionem 7— * 7J fin—2fngnx n C0JU+g t"X*»
in fuas fra&iones fimplices.

Iflae fra&iones fimplices quaefitae ergo erunt:

4-/ fin H- fin (g ,_/ Cof“')n n n \ ns
— m m— 1 S w \

nf g fmu{ff-2fgxcof-j-ggxxJ
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s#o caput xmi.

-/rm SLZSC0(’™-(’™>Z _ fi„
»^-(»-»>/

'
/wf;£gN

/y * » V ' « /
' JT1.IW w — i / 27T— CU

—

—

«/ £ finw^/-a/^*cof—— + ££:r.rj

+/fin ^tgcof^tte:^ + fin -/cof
^H;\

« » » V 8 /
*»-"» "— 1 / . * -25T+W

. \
nf g Cmu>\f- *fg* col—— +ggxx*J

-/fin C0
[V"<"=^ - fing5

-

j^^r-Zrofg-Zg)
in— m m — 1 X-

-47T- U)

b/ £ fined \tf~ *fg* cof—— +££*•*

^

+./fin cofJ=^—32 + fi„
4^+("-»>(^_/cofg±;)

Vmi»(/r V£*cof—

j

1^+M**)
&C.

ficque eousque eric progrediendum, quoad harum fraflio*

nun i numems fuerit « . Si w fuerit -uuinerus vel maior

quam 2 »-i vel numerus negatiuus, priori cafu partes

integrae, pofteriori vero frattiones infuper funt adiicien-

dae, quae raodo ante expofito facile inueniuntur.

. B E r o L i n i

EX OFFICINA MICH AH LI S,
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